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Resumen. Los hiperćırculos constituyen una clase especial de curvas que apa-

recen cuando se analiza el cuerpo de parametrización de una parametrización
racional de una curva algebraica. El objetivo de este trabajo es el estudio de

este tipo de curvas. De forma más precisa, después de introducir el concep-

to de hiperćıculo y de estudiar sus propiedades básicas, se muestra como se
clasifican los hiperćıculos bajo distintos criterios y se establecen sus principa-

les propiedades geométricas. Asimismo, se estudia la relación existente entre

las tres principales representaciones de un hiperćırculo: ecuaciones impĺıcitas,
parametrizaciones racionales y unidades generadoras. Por último, se muestra

también la aplicación de este tipo de curvas al problema de encontrar una

reparametrización algebraicamente óptima de una curva racional.

Abstract. Hypercircles are a special class of curves that appear when an-

alyzing the field of parametrization of a rational parametrization of an al-
gebraic curve. The aim of this paper is the study of this type of curves.

More precisely, once the concept of hypercircle has been introduced and its

basic properties have been studied, we classify the hypercircles under differ-
ent criteria and we establish their main geometric properties. In addition,

we study the relation among the three main representations of a hypercircle:

implicit equations, rational parametrizations and generating units. Finally,
we show, as well, the application of these curves to the problem of finding an

algebraically optimal reparametrization of a rational curve.

1. Introducción

Este art́ıculo trata sobre una clase especial de curvas racionales, denominadas
hiperćırculos. Un hiperćırculo es una generalización, en cierto sentido, de la idea de
ćırculo. Es bien sabido que un ćırculo real (en el plano) puede considerarse como
la imagen del eje real bajo una transformación de Moebius del plano complejo
[4]. Por ejemplo, considerando la transformación u : C → C, t 7→ u(t) = 1

t+i ,
e identificando C con el plano R2, para determinar la imagen del eje real en R2
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mediante esta transformación, se debe calcular la parte real e imaginaria de la
unidad u(t).

t ∈ R → 1
t+i = t

t2+1 −
1

t2+1 i

? ?
(t, 0) →

(
t

t2+1 ,
−1
t2+1

)
Por tanto, la imagen del eje real es la curva racional definida paramétricamente
por φ(t) =

(
t

t2+1 ,
−1
t2+1

)
, que define el ćırculo real de ecuación x2 +

(
y + 1

2

)2 = 1
4 .

Si ahora se reemplaza el cuerpo de los números reales por un cuerpo arbitra-
rio K de caracteŕıstica cero, el cuerpo de los números complejos por una exten-
sión algebraica de K de grado d, L = K(α), y se considera una fracción lineal
u(t) = at+b

ct+d ∈ L(t), se puede determinar la imagen del “Eje-K” a través de u(t),
identificando L con Kd y desarrollando, como en el caso complejo, la unidad u(t)
en potencias de α. Tal imagen en Kd es, por definición, un hiperćırculo (aunque,
más formalmente, se considera la clausura de Zariski de esta imagen en el espacio
af́ın sobre la clausura algebraica F de L, del mismo modo que se consideran los
ćırculos de R2 como la parte real del correspondiente ćırculo complejo de C2).

Estas curvas aparecen por primera vez en [1], en relación con el problema de la
K-optimalidad algebraica de curvas racionales: dada una curva racional C, definida
a través de una parametrización racional propia sobre K(α) se trata de determinar
si existe un cambio birracional de parámetro que transforme la parametrización
dada en una parametrización sobre K. A partir de la parametrización de C se cons-
truye, en [1], una nueva variedad algebraica, denominada variedad paramétrica de
descenso de Weil, relacionada con la transformación que hace Weil en [13], trasla-
dando el problema original al de analizar si esta nueva variedad es un hiperćırculo,
es decir, una curva racional K-parametrizable generada por una unidad u(t) de
K(α). En caso afirmativo, la unidad que genera el hiperćırculo es el cambio de
variable necesario para reparametrizar C sobre K. De ah́ı nace el interés por el
estudio de estas curvas, ya que, como se sugirió en [1], la rica estructura interna de
estas curvas facilita la reparametrización de la curva dada originalmente (véanse
[2], [8], [9] como referencias complementarias).

Aunque en este art́ıculo nos vamos a limitar al estudio de curvas, puede ser
reseñable señalar que una generalización, de este concepto de “hiperćırculo”, a
variedades de dimensión mayor que uno, ha dado lugar a las variedades llamadas
“ultracuádricas”, que también aparecen como elemento auxiliar en la resolución del
mismo problema de reparametrización para variedades birracionales de dimensión
superior. Sus propiedades elementales se pueden encontrar en [3], [11].

El concepto de hiperćırculo ha sido desarrollado por los autores de este art́ıculo
a lo largo de los últimos diez años, poniendo en público diversos art́ıculos sobre
propiedades, estructura, algoritmos etc. de estas curvas en una serie de actas de
conferencias, diversos art́ıculos, tesis y tesinas. A la vista de la dispersión de refe-
rencias nos ha parecido interesante recopilar, en un único art́ıculo, las ideas fun-
damentales sobre estas curvas. Por ello, este art́ıculo está escrito como una gúıa
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sobre hiperćırculos en la que los resultados se enuncian con detalle remitiendo al
lector, para las demostraciones de los mismos, a la referencia pertinente.

En este art́ıculo se usa la siguiente notación:

K es un cuerpo computable de caracteŕıstica cero y F su clausura algebraica.
K ⊂ L ⊂ F una extensión algebraica finita de grado d > 1 (i.e. d = [L : K]).
α es un elemento primitivo de L sobre K; es decir, L = K(α).
Sea L un cuerpo, entonces U(L(t)) representa las unidades de L(t) bajo
la operación de composición; es decir, las funciones racionales at+b

ct+d con
a, b, c, d ∈ L y ad− bc 6= 0.
Hip(K,L) representa el conjunto de todos los hiperćırculos generados sobre
K por unidades de L(t) = K(α)(t).

2. Hiperćırculos: Definición y Primeras Propiedades

Comenzamos la exposición tratando los aspectos más básicos del estudio de los
hiperćırculos. De una manera resumida podemos decir que los hiperćırculos son
curvas racionales generadas a partir de una base de una extensión algebraica y una
fracción lineal u(t). Sin embargo, es conveniente restringirse a la base canónica
formada por las potencias de un elemento primitivo. Por tanto, comenzaremos
explorando esta definición, observando, más adelante, la relación existente entre
distintos hiperćırculos al modificar la correspondiente unidad generadora u(t).

Definición 2.1 (cf. [8] Definition 2.1). Sea L = K(α) una extensión algebraica
de K, con [L : K] = d, sea β0, . . . , βd−1 una K-base de L. Sea u(t) = at+b

ct+d una
fracción lineal de L(t). Esta fracción lineal se puede escribir de manera única como

u(t) =
d−1∑
i=0

φi(t)βi

donde φ0, . . . , φd−1 ∈ K(t). El hiperćırculo U generado por u(t) respecto de la base
{β0, . . . , βd−1} es la curva racional en Fd definida por la parametrización φ(t) =
(φ0(t), . . . , φd−1(t)), donde F es la clausura algebraica de L. En esta situación, se
dirá que u(t) es una unidad asociada a U y que φ(t) es la parametrización de U
generada por u(t).

Ejemplo 2.1. Sea Q(α) la extensión algebraica de Q definida por α4 + 1 = 0. Sea
u(t) = t−α

t+α una fracción lineal de Q(α)(t). La parametrización φ(t) del hiperćırculo
Uα asociado a u(t) respecto de la base {1, α, α2, α3} es

φ(t) =
(
t4 − 1
t4 + 1

,
−2t3

t4 + 1
,

2t2

t4 + 1
,
−2t
t4 + 1

)
.

Ahora considérese el hiperćırculo asociado a la misma unidad pero respecto de la
base {1, 1 + α3, 2α3 − α2 + 1, 3α3 − 3α2 + α+ 1}. En este caso tenemos

ψ(t) =
(
t4 + 2t3 − 2t2 + 2t− 1

t4 + 1
,
−6t3 + 4t2 − 2t

t4 + 1
,

6t3 − 2t2

t4 + 1
,
−2t3

t4 + 1

)
,
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que define una curva Uβ distinta de Uα. Considerando las bases B? = {1, 1 +
α3, 2α3 − α2 + 1, 3α3 − 3α2 + α+ 1} y B = {1, α, α2, α3} de la extensión Q(α), la
matriz M∈M4×4(Q) del cambio de base de B? a B

M =


1 1 1 1
0 0 0 1
0 0 −1 −3
0 1 2 3


induce una K-transformación af́ın Ψ : F4 −→ F4 definida por Ψ(X̄0, . . . , X̄3) =
MX̄t que transforma Uβ en Uα. En efecto, las coordenadas de u(t) respecto a B?
son las componentes ψi(t) de ψ(t). Por tanto, Ψ(ψ0(t), . . . , ψ3(t)) son las coorde-
nadas de u(t) respecto a B; es decir, las componentes de φ(t).

Observación 2.1. Como hemos visto en el ejemplo, dadas dos K-bases β =
(β0, . . . , βd−1) y γ = (γ0, . . . , γd−1) de L, sea A la matriz de cambio de base de
forma que βt = Aγt. Tomemos una fracción lineal u(t) y sean Uβ y Uγ los dos
hiperćırculos obtenidos a partir de las bases β, γ respectivamente. Se sigue que A
define un automorfismo lineal de Fd definido sobre K que transforma la curva Uγ
en la curva Uβ. Por tanto, podemos seleccionar, sin pérdida de generalidad, la
base {1, α, . . . , αd−1}, lo que haremos a partir de ahora. La elección de esta base
tiene otras ventajas, como la descripción cerrada de los puntos del infinito de la
curva que veremos en el Teorema 4.2. Por supuesto, también podemos escoger otro
elemento primitivo de la extensión, lo que nos daŕıa otra base a partir de la cuál
definir un hiperćırculo. En el caso en el que puedan existir dudas, denominaremos
α-hiperćırculo al hiperćırculo asociado a una fracción lineal u(t) respecto de la base
{1, α, . . . , αd−1}, donde α es un elemento primitivo de la extensión algebraica.

Ejemplo 2.2. Para K = Q y u(t) = t+α
t−α podemos determinar los hiperćırculos

asociados a u(t) para las extensiones Q(
√

2) y Q(
√

2 i), definidas, respectivamente,
por los polinomios irreducibles sobre Q, x2 − 2 y x2 + 2 sobre las respectivas bases
{1,
√

2} y {1,
√

2i}. Para Q(
√

2) se obtiene φ(t) =
(
t2+2
−2+t2 ,

2t
−2+t2

)
y para Q(

√
2 i)

se obtiene φ(t) =
(
t2−2
2+t2 ,

2t
2+t2

)
, que corresponden, respectivamente, a una hipérbola

y a una elipse.

Ejemplo 2.3. Consideremos ahora la extensión R ⊆ C y tomemos las fracciones
lineales u(t) = it+1

t−3+i , v(t) = (2i+1)t+(i−1)
(i−1)t+(−i+4) , w(t) = t+(i+2)

t−i . Si tomamos la base
{1, i}, comprobamos que tanto u(t) y v(t) definen el ćırculo x2 + y2 − 3x = 1,
mientras que la fracción lineal w(t) define el ćırculo x2 + y2 − 2y = 1.

Con este ejemplo, comprobamos que dos fracciones lineales distintas pueden
representar el mismo hiperćırculo. Si dos fracciones lineales u(t) y v(t) definen el
mismo hiperćırculo, sean φu(t) y φv(t) las dos parametrizaciones asociadas a estas
fracciones lineales. Ambas parametrizaciones son birracionales. Por tanto φ−1

v ◦φu
es un automorfismo birracional de la recta, por lo que es a su vez una fracción
lineal w(t). Además, puesto que tanto φu como φv tienen coeficientes en el cuerpo
K, tenemos que w(t) también tiene coeficientes en el cuerpo K. De esta manera
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φu(t) = φv(w(t)). De donde se sigue que u(t) = v(w(t)). Rećıprocamente, si existe
una fracción lineal w(t) sobre K tal que u(t) = v(w(t)), entonces φu(t) = φv(w(t))
y los hiperćırculos asociados a u(t) y v(t) coinciden.

Definimos aśı una biyección entre los α-hiperćırculos en Fd y las fracciones li-
neales u(t) ∈ K(α)(t) módulo composición a derecha por una fracción lineal de
K(t). Además, dos unidades u(t), v(t) representan el mismo hiperćırculo si y sólo
si u−1 ◦v ∈ K(t). Lamentablemente, estas clases de equivalencia no heredan ningu-
na estructura de grupo con la operación de composición, puesto que las fracciones
lineales con coeficientes en K no son un subgrupo normal de las fracciones lineales
con coeficientes en K(α) (considerando como operación la composición de funcio-
nes). Es más, el único supergrupo de U(K(t)) donde el propio U(K(t)) es un grupo
normal es U(K(t)). Por otro lado, el único subgrupo normal de U(K(α)(t)) que
está contenido en U(K(t)) es el subgrupo trivial {t}. Esto impide que tengamos
una buena estructura algebraica en las clases incluso si restringimos los grupos en
los que pretendemos trabajar.

Esta no normalidad significa lo siguiente, si tenemos el hiperćırculo U asociado
a una unidad u(t) ¿cómo se transforma U al componer la fracción lineal u(t) a de-
recha con una fracción lineal v(t) arbitraria? Sabemos que si v(t) tiene coeficientes
en K, entonces U permanece invariante. Sin embargo, si v no tiene coeficientes en
K la transformación en U no está definida, toda vez que depende del representante
de la clase de u(t) escogida. Otra pregunta similar es qué le ocurre a U cuando com-
ponemos u(t) con v(t) a izquierda. Esta operación śı está bien definida, pues si w(t)
es una fracción lineal con coeficientes en K, entonces las fracciones lineales u(w(t))
y v(u(w(t))) definen el mismo hiperćırculo. En el caso clásico, una transformación
de Moebius transforma las rectas y ćırculos del plano en rectas y ćırculos. En el
caso general ocurre algo similar. Una fracción lineal u(t) induce una aplicación
f : K(α) = Kd → Kd = K(α) dada por

∑d−1
i=0 fi(t0, . . . , td−1)αi = u(

∑d−1
i=0 tiα

i).
Esta aplicación se extiende, de manera única, a un morfismo Fd → Fd. En estas
condiciones, el hiperćırculo U no es más que la imagen por este morfismo de la
recta dada paramétricamente por (t, 0 . . . , 0), que se identifica con K ⊆ K(α) res-
pecto de la base {1, α, . . . , αd−1}, siendo en el caso clásico, el eje real en C = R2.
Se sigue que una fracción lineal v(t) está asociada a un morfismo f : Fd → Fd que
transforma el hiperćırculo U asociado a la unidad u(t) en el hiperćırculo asociado
a la unidad v(u(t)). Más concretamente, tenemos las siguientes transformaciones
básicas:

Lema 2.1 ([8] Lemma 2.4). Sea U el α-hiperćırculo asociado a una fracción lineal

u(t), y λ =
d−1∑
i=0

λiα
i ∈ K(α)∗, donde λi ∈ K. Entonces,

1. λ + u(t) es una unidad que genera el hiperćırculo obtenido a partir de U
mediante la translación de vector (λ0, . . . , λd−1).

2. λu(t) es una unidad que genera el hiperćırculo obtenido a partir de U me-
diante la transformación sobre af́ın definida sobre K dada por el cambio de
base de B? = {λ, λα, . . . , λαd−1} a B = {1, α, . . . , αd−1}.
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Sin embargo, aún no tenemos claro qué le ocurre a un hiperćırculo mediante la
transformación 1/t.

Esto abre dos posibles ĺıneas de estudio, una de las cuales consiste en utilizar
estas transformaciones para poder simplificar el hiperćırculo de estudio. La otra
consiste en estudiar estas transformaciones f : Fd → Fd como análogas de las
transformaciones de Moebius del plano. Por ejemplo, comprobar si existe alguna
noción de métrica y ángulo de manera que estas transformaciones sean precisa-
mente las transformaciones conformes. Si bien esta ĺınea no ha sido desarrollada,
śı ha inspirado algunos de los algoritmos existentes para trabajar con hiperćırculos.

Una alternativa más es la utilización de estas transformaciones para clasificar
los hiperćırculos de alguna forma. De esto trata la sección siguiente.

3. Clasificación de los Hiperćırculos

En esta sección proporcionamos varios parámetros que nos permiten clasifi-
car los hiperćırculos en diferentes clases. Primeramente, por definición, todos los
hiperćırculos son K-birracionales. En los ejemplos hemos comprobado que, para
extensiones de grado 2, obtenemos cónicas. Una primera pregunta que podemos
hacer es tratar de calcular qué tipo de cónicas son hiperćırculos sobre Q. Para
empezar, deben ser cónicas definidas sobre los racionales y que posean puntos
racionales.

La siguiente tabla clasifica algunas cónicas del plano según sean hiperćırculos
o no sobre Q y muestra cuál es el polinomio mı́nimo del elemento α que define la
extensión algebraica.

Parábola: y − (ax2 + bx+ c) = 0, a, b, c ∈ Q , a 6= 0
• Parametrizada por ψ(t) = (t, at2 + bt+ c)
• Es Hiperćırculo: No
• Polinomio mı́nimo de la extensión algebraica: –
• Punto del infinito: [0 : 1 : 0]

Circunferencia: (x− a)2 + (y − b)2 = r2, a, b, r ∈ Q, r 6= 0

• Parametrizado por: ψ(t) =
(

2rt
t2 + 1

+ a,
r(t2 − 1)
t2 + 1

+ b

)
• Es Hiperćırculo: Si
• Polinomio mı́nimo de la extensión algebraica: α2 + 1
• Puntos del infinito: [1 : i : 0], [1 : −i : 0]

Circunferencia: x2 + y2 = 6

• Parametrizado por: ψ(t) =

(
2
√

6t
t2 + 1

,

√
6(t2 − 1)
t2 + 1

)
• Es Hiperćırculo: No
• Polinomio mı́nimo de la extensión algebraica: –
• Puntos del infinito: [1 : i : 0], [1 : −i : 0]
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Elipse
(x− a)2

λ2
+

(y − b)2

µ2
= 1, a, b, λ, µ ∈ Q

• Parametrizada por: ψ(t) =

(
2λ t
t2 + 1

+ a,
µ
(
t2 − 1

)
t2 + 1

+ b

)
• Es Hiperćırculo: Si

• Polinomio mı́nimo de la extensión algebraica: α2 +
λ2

µ2

• Puntos del infinito: [λ : iµ : 0], [λ : −iµ : 0]

Elipse 2x2 + y2 = 7

• Parametrizada por: ψ(t) =

( √
7 t√

2(t2 + 1)
,

√
7(t2 − 1)
t2 + 1

)
• Es Hiperćırculo: No
• Polinomio mı́nimo de la extensión algebraica: –
• Puntos del infinito [1 : 2i : 0], [1 : −2i : 0]

Hipérbola
(x− a)2

λ2
− (y − b)2

µ2
= 1, a, b, λ ∈ Q, µ2 ∈ Q, µ /∈ Q, λ, µ 6= 0

• Parametrizada por:

ψ(t) =
(
λ3 − t2µ2a+ λ2a+ t2µ2λ

λ2 − t2µ2
,
−2 tµ2λ+ λ2b− t2µ2b

λ2 − t2µ2

)
• Es Hiperćırculo: Si
• Polinomio mı́nimo de la extensión algebraica: α2 − λ2

µ2

• Puntos del infinito: [λ : µ : 0], [λ : µ : 0] sin coeficientes en Q

Hipérbola
(x− a)2

λ2
− (y − b)2

µ2
= 1, a, b, λ/µ ∈ Q, λ, µ 6= 0, λ 6= µ

• Es Hiperćırculo: No
• Polinomio mı́nimo de la extensión algebraica: –
• Puntos del infinito: [λ : iµ : 0], [λ : µ : 0] con coeficientes en Q.

Veremos en el Teorema 4.2 cómo es la estructura de los puntos del infinito de
un hiperćırculo. De este análisis se deduce que la parábola no puede ser nunca un
hiperćırculo. El ćırculo y la elipse son hiperćırculos dependiendo exclusivamente
de si tienen puntos racionales o no, por el Teorema 4.3. En cambio, en el caso de la
hipérbola este análisis no es suficiente. No basta con que tenga puntos racionales,
también debe cumplirse que los puntos del infinito de la hipérbola no tengan un
representante con coeficientes en Q.

En el caso más general, la clasificación de los hiperćırculos por su grado es
la clasificación más obvia y más importante. Empezamos con un resultado simple
sobre las clases de equivalencia de fracciones lineales discutidas, cuya demostración
incluimos por falta de una referencia precisa.

Lema 3.1. Sea u = at+b
ct+d una fracción lineal y v un elemento de su clase de

equivalencia por composición a derecha de unidades con K(t). Sean pu, pv los
polos de ambas fracciones lineales, entonces K(pu) = K(pv).
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Demostración. Para comprobar el resultado, es más cómodo usar coordenadas
homogéneas. Entonces u = [at+ bs : ct+ ds] y existe un w = [a1t+ b1s : c1t+ d1s]
tal que u ◦ w = v. En este caso v = [t(aa1 + bc1) + s(ab1 + bd1), t(ca1 + dc1)+
s(cb1 + dd1)]. El polo de u es el punto [−d : c] y el de v es [−cb1− dd1 : ca1 + dc1].
Tenemos que pu = w(pv), si ambos son finitos, generan el mismo cuerpo sobre K.
Si uno (o ambos) son infinitos, el cuerpo que generan es el propio K.

Esto nos permite clasificar los hiperćırculos dependiendo del cuerpo que genera
el polo de la unidad correspondiente, según el lema anterior, si bien resulta oscuro
desde un punto de vista geométrico. Para obtener una clasificación geométrica
de los hiperćırculos, podemos considerar la pregunta de cuándo dos hiperćırculos
son K-af́ınmente isomorfos. Para ello, primeramente debemos clasificarlos por su
grado geométrico. Nótese que en la clase de unidades asociadas a un hiperćırculo,
siempre hay una unidad de la forma at+b

t+d . Esta representación ayuda a simplificar
la exposición por lo que supondremos que tomamos un representante con esta
estructura.

Teorema 3.1 ([8] Theorem 3.1). Sea U el α-hiperćırculo asociado una unidad del
tipo u(t) = at+b

t+d ∈ K(α)(t) y sea r = [K(−d) : K]. Entonces,

1. Existe una transformación af́ın χ : Fd −→ Fd definida sobre K tal que χ(U)
se parametriza por

χ̃(t) =
(

1
M(t)

,
t

M(t)
, . . . ,

tr−1

M(t)
, 0, . . . , 0

)
,

donde M(t) es el polinomio mı́nimo de −d sobre K.
2. Existe una transformación proyectiva ρ : P(F)d −→ P(F)d, definida sobre

K, tal que la curva ρ(U) es la curva racional normal de grado r en P(F)d,
parametrizada por

ρ̃(t : s) = [sr : sr−1t : · · · : str−1 : tr : 0 : · · · : 0].

Este resultado nos permiten obtener una clasificación af́ın de los hiperćırculos:

Teorema 3.2 ([8] Theorem 3.3). (Clasificación af́ın) Sean U1, U2 ∈ Hip(K,L),
distintos de rectas, generados por u1(t), u2(t) ∈ U(L(t)), y sean M1(t), M2(t) los
polinomios mı́nimos de los polos de u1(t), u2(t) respectivamente. Entonces, U1

y U2 son af́ınmente equivalentes sobre K si y sólo si existe τ(t) ∈ U(K(t)) que
transforma una ráız (y por tanto todas) de M1(t) en una ráız (y por tanto todas)
de M2(t).

Dados dos ćırculos reales, que no sean rectas, siempre existe una transformación
af́ın real que los relaciona. Como se ha visto en el teorema anterior, este no es
siempre el caso para hiperćırculos más generales. No obstante, para extensiones
algebraicas de grado 2 ó 3, se tiene que dos hiperćırculos del mismo grado son
af́ınmente equivalentes.

Corolario 3.1 ([8] Corollary 3.4). Sea K(α) una extensión algebraica de grado 2
ó 3. Entonces todos los α-hiperćırculos, que no sean rectas, son af́ınmente equiva-
lentes sobre K.
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4. Propiedades Geométricas de los Hiperćırculos

Ya hemos visto en la sección anterior, que el grado geométrico de un hiperćırcu-
lo está relacionado con el grado algebraico de una cierta extensión K ⊆ K(−d) ⊆
K(α). Es más, hemos visto (Teorema 3.1) que los hiperćırculos son (salvo trans-
formación proyectiva) curvas racionales normales. De aqúı podemos deducir sus
principales caracteŕısticas geométricas.

Corolario 4.1 ([8] Corollary 3.2). Sea U ∈ Hip(K,L) generado por u(t) = at+b
t+d ∈

U(L(t)) y sea r = [K(−d) : K]. Entonces se verifican las siguientes propiedades:
1. U define una curva en Fd de grado r.
2. U está contenido en una variedad lineal de dimensión r y no está contenido

en ninguna variedad lineal de dimensión menor.
3. La clausura proyectiva de U es una curva regular de P(F)d.
4. La función de Hilbert de U coincide con su polinomio de Hilbert y hU (m) =
mr + 1.

En este punto, conviene trabajar con los hiperćırculos más importantes: los
denominados “hiperćırculos primitivos”.

Definición 4.1 ([8] Definition 3.5). Se dice que U ∈ Hip(K,K(α)) es un hi-
perćırculo primitivo si el grado de U es [K(α) : K]. En caso contrario, se dice que
U es un hiperćırculo no-primitivo.

Ejemplo 4.1. Sea L = Q(α) la extensión algebraica definida por el polinomio irre-
ducible sobre Q, x4−2. Para la unidad de L(t), u(t) = 1−2α+3α2− 1

2α
3 + α

t+α2 el
polinomio mı́nimo de −α2 sobre Q es t2 − 2, y el hiperćırculo U asociado está pa-
rametrizado por φ(t) =

(
1,−2 + t

t2−2 , 3,−
1
2 −

1
t2−2

)
. En este caso, el hiperćırculo

no es primitivo y está contenido en la variedad lineal definida por {x0 = 1, x2 = 3}.

Esto no causa una pérdida de generalidad si estamos estudiando la geometŕıa
proyectiva de los hiperćırculos, pues todo hiperćırculo es primitivo, mediante un
cambio de coordenadas, en el subespacio proyectivo más pequeño que lo contiene:

Teorema 4.1 ([8] Theorem 3.6). Sea u(t) = 1
t+d ∈ U(K(α)(t)), siendo r = [K(d) :

K] < [L : K] = d. Sea U ∈Hip(K,K(α)) generado por u(t) ∈ U(K(α)(t)) y
V ∈Hip(K,K(d)) generado por u(t). Entonces, existe una inclusión af́ın de Fr
en Fd, definida sobre K, que transforma V en U .

Nótese que, en el teorema anterior, V es primitivo.
Ahora ya podemos centrarnos en el estudio de los hiperćırculos primitivos. Tal

vez el hecho más sorprendente es que los puntos del infinito permanecen fijos, no
dependen del hiperćırculo en cuestión. Esto tiene que ver con la elección de la base
{1, α, . . . , αd−1} de la extensión. Tal vez no sea tan sorprendente si tenemos en
cuenta que esto ocurre para los ćırculos, pues todos ellos pasan por los puntos del
infinito [±i : 1 : 0]. En general tenemos lo siguiente:

Teorema 4.2 ([8] Theorem 4.2 y Proposition 4.4). Para una extensión determi-
nada K ⊆ K(α) de grado d, el conjunto de los puntos del infinito P = {P1, . . . , Pd}
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de cualquier hiperćırculo primitivo no depende del α-hiperćırculo concreto U , sino
de la extensión algebraica y del elemento primitivo α. Además, el conjunto P
está caracterizado por la siguiente propiedad:

{x0 + αjx1 + · · ·+ αd−1
j xd−1 = 0} ∩ U = P \ {Pj},

donde αj = σj(α) son los conjugados de α en F, 1 ≤ j ≤ d, y U es la clausura
proyectiva de U . De manera más precisa, sean Mα(t) el polinomio mı́nimo de α
sobre K, y mα(t) = Mα(t)

t−α =
∑d−1
i=0 lit

i ∈ K(α)[t], donde ld−1 = 1. Entonces, los
puntos en el infinito de cualquier α-hiperćırculo primitivo son [l0 : l1 : · · · : ld−2 :
ld−1 : 0] y sus conjugados.

Esto nos permite conocer cómo son las rectas tangentes del hiperćırculo en el
infinito y por qué las parábolas no pueden ser hiperćırculos, como mostraba la
clasificación de las cónicas presentada anteriormente.

Proposición 4.1 ([8] Proposition 4.5). Las tangentes de un hiperćırculo primitivo
en los puntos del infinito no están contenidas en el hiperplano del infinito.

Todas estas propiedades geométricas nos permiten caracterizar los hiperćırculos:

Teorema 4.3 ([8] Theorem 6.1). Sea U ⊆ Fd un conjunto algebraico de grado d tal
que todas sus componentes tienen dimensión 1. Entonces, U es un α-hiperćırculo
primitivo si y sólo si tiene un número infinito de puntos con coordenadas en K y
pasa por el conjunto de puntos del infinito caracterizado en el Teorema 4.2.

Teorema 4.4 ([8] Theorem 6.2). Sea U ⊆ Fd un conjunto algebraico irreducible
y 1-dimensional de grado d, definible sobre K. Entonces, U es un α-hiperćırculo
primitivo si y sólo si tiene un punto regular con coordenadas en K y pasa por el
conjunto de puntos del infinito caracterizado en el Teorema 4.2.

5. Representaciones de los Hiperćırculos

Dado un hiperćırculo U podemos representarlo de tres maneras distintas. Para
empezar, como cualquier curva racional, se puede representar mediante una pa-
rametrización o mediante un conjunto de ecuaciones impĺıcitas. Los hiperćırculos,
además, se pueden representar mediante una unidad at+b

ct+d . En esta sección, estu-
diaremos la relación entre estas representaciones. Más concretamente, queremos
detectar cuándo una parametrización representa un hiperćırculo, cómo pasar de
una representación paramétrica a la correspondiente unidad y cuál es la relación
entre las representaciones paramétrica e impĺıcita.

Vemos, en primer lugar, que pasar de una representación mediante una unidad
a una representación paramétrica resulta sencillo:

Lema 5.1 ([12] Algoritmo 2.1 y Observación 2.1.2). Sea u = at+b
ct+d . Sea c =∑d−1

i=0 ciα
i, d =

∑d−1
i=0 diα

i y sea M(x) el polinomio mı́nimo de α sobre K. Entonces
sea

Q(t) = Resx((
d−1∑
i=0

cix
i)t+ (

d−1∑
i=0

dix
i),M(x))
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la resultante respecto de x y consideremos P (t) = Q(t)
mcd(Q(t),Q′(t)) . Este polino-

mio tiene coeficientes en K y es múltiplo del denominador de u(t), luego, por
el algoritmo de la división, podemos calcular m(t) = P (t)/(ct + d). Finalmente
m(t)(at + b) =

∑d−1
i=0 fi(t)α

i. Se sigue que (f0/P, . . . , fd−1/P ) es una parametri-
zación de U con coeficientes en K.

Sin embargo, el problema rećıproco no es trivial, ya que una parametrización da-
da de un hiperćırculo podŕıa tener coeficientes en K(α) y no corresponder a la obte-
nida desde una unidad. Aśı, dada una parametrización ϕ(t) = (ϕ0(t), . . . , ϕd−1(t))
de un hiperćırculo con coeficientes en L, no es trivial obtener una parametrización
del mismo sobre K; es decir, una unidad u(t) ∈ U(L(t)) asociada al hiperćırculo.
Por ejemplo, sea K = Q y L = Q(α), donde α es una ráız del polinomio irreducible
sobre Q dado por x3 − 2. La curva U dada por la parametrización

ψ0(t) =
4t3 + 8t2α− 4α2t2 − 12t+ 2αt+ 4α2t− 4α+ 2α2

N(t)
,

ψ1(t) =
2α2t3 + 2α2t− 2t2α− 2α

N(t)

ψ2(t) =
2t3α+ 2α2t2 + 2αt+ 2α2

N(t)

donde N(t) = 12t2 + 12αt − 6α2t − 4 + 2α + 4α2 es, en realidad, el hiperćırculo
asociado a la unidad u(t) = α2 t+2

2t−α2 . Es decir, la curva U admite una parametrización
sobre Q, φ(t) = (φ0(t), φ1(t), φ2(t)) tal que

∑2
i=0 φi(t)α

i = u(t), y por tanto U es

un hiperćırculo. Concretamente φ(t) =
(

2 t2+t
2 t3−1 ,

t2+1
2 t3−1 ,

t3+t
2 t3−1

)
. Sin embargo, la

parametrización ψ(t) dada no permite recuperar inmediatamente u(t), ya que (a
priori) es el resultado de un cambio de parámetro desconocido w(t) con coeficientes
en L = Q(α), aplicado a ψ(t), es decir, ψ(t) = φ(w(t)).

En principio, ni siquiera es trivial determinar si una parametrización racional
φ(t) = (φ0(t), . . . , φd−1(t)) ∈ K(t)d de una cierta curva se corresponde con un
hiperćırculo. No obstante, el siguiente lema proporciona un sencillo criterio para
reconocer cuándo es aśı.

Lema 5.2 ([12] Lema 2.1.2). Sean α un elemento algebraico sobre K de grado d y
U ⊂ Fd la curva definida por la parametrización propia ψ(t) = (ψ0(t), . . . , ψd−1(t))
con coeficientes en K. Entonces, U es un hiperćırculo para la extensión K ⊆ K(α)
si y sólo si u(t) :=

∑d−1
i=0 ψi(t)α

i ∈ U(K(α)(t)). Además, en caso afirmativo, u(t)
es una unidad asociada a U .

Ahora vamos a analizar, más generalmente, el caso de parametrizaciones con
coeficientes algebraicos de un hiperćırculo y daremos un algoritmo para determinar
cuándo una parametrización birracional de una curva define un hiperćırculo.

Para el estudio de las parametrizaciones sobre L es importante tenerlas pre-
paradas en una forma especial, y en cierto modo canónica. La llamamos forma
estándar.
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Definición 5.1 ([6] Definition 3.1). Sea ϕ(t) = (ϕ0(t), . . . , ϕd−1(t)) ∈ L(t)d

una parametrización de un hiperćırculo U . Diremos que ϕ(t) está dada en for-
ma estándar si

∑d−1
i=0 ϕi(t)α

i = t.

Toda parametrización propia ϕ(t) de un hiperćırculo U sobre L se va a suponer,
sin que suponga pérdida de generalidad, que está dada en forma estándar, ya que
si ϕ(t) no lo está y w(t) =

∑d−1
i=0 ϕi(t)α

i, entonces ϕ?(t) = ϕ(w−1(t)) es una
parametrización de U en forma estándar. Además, si ϕ(t) es una parametrización
en forma estándar de U y u(t) es cualquier unidad asociada a U , entonces u(t)
reparametriza ϕ(t) sobre K, es decir ϕ(u(t)) ∈ K(t)d.

En los siguientes lemas se analiza cómo se relacionan las componentes de las
parametrizaciones de un hiperćırculo con los coeficientes de la unidad u(t). En el
primero se derivan una serie de consecuencias a partir de la K-parametrización
generada por la unidad u(t). Debido a que el caso de las rectas es fácilmente
tratable y conllevaŕıa una complicación en la exposición, supondremos que la curva
generada no es una recta.

Lema 5.3 ([6] Lemma 3.2). Sea u(t) = a + e
t+d ∈ U(K(α)(t)), donde e 6= 0

y d ∈ L \ K. a =
∑d−1
i=0 aiα

i y e =
∑d−1
i=0 eiα

i donde ai, ej ∈ K. Sea M(t) el
polinomio mı́nimo de −d sobre K, con grado(M(t)) = r. Sean m(t) = M(t)

t+d y
e ·m(t) = m0(t) + · · ·+md−1α

d−1 donde mi(t) ∈ K[t] factoriza como

mi(t) = λi(t− γi,1) · · · (t− γi,k).

Sea ψ(t) = (ψ0(t), . . . , ψd−1(t)) la parametrización sobre K generada por u(t), y sea
ϕ(t) = (ϕ0(t), . . . , ϕd−1(t)) una parametrización en forma estándar del hiperćırculo
dado por u(t). Se cumple que:

1. ϕ(t) = ψ(u−1(t)).
2. grado(mi(t)) < r y ψi(t) = ai + mi(t)

M(t) .
3. ψi(t) ∈ K si y sólo si ϕi(t) ∈ L si y sólo si mi(t) = 0; en este caso,
ψi = ϕi = ai y ei = 0.

4. ψ(t) tiene, al menos, dos componentes no constantes.
5. Si ei = 0 y ψi(t) no es constante, entonces mi no es cero y grado(mi) <
r − 1. Además,

ϕi(t) = ai +
λi(t− a)r−k

∏k
j=1((−d− γi,j)(t− a) + e)

e
∏r
i=2((−d + di)(t− a) + e)

6. Si ei 6= 0 entonces ψi(t) no es constante, grado(mi) = r − 1, y λi = ei. Es
más,

ϕi(t) = ai +
ei(t− a)

∏r−1
j=1((−d− γi,j)(t− a) + e)

e
∏r
i=2((−d + di)(t− a) + e)

.

7. Si ψi(t) = ai + mi(t)
M(t) = pi(t)

M(t) no es constante, sea ϕi(t) = qi(t)
N(t) = ai +

ni(t)
N(t) , satisfaciendo mcd(q0, . . . , qd−1, N) = 1, grado(ni(t)) < grado(N(t)).
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Entonces,

mcd(mi,M) = mcd(pi,M) = 1, mcd(ni, N) = mcd(qi, N) = 1

y grado(ni(t)) = grado(qi(t)) = grado(N(t)) + 1 = r.

Nótese que la primera afirmación del lema muestra que la parametrización en
forma estándar ϕ(t) ∈ L(t)d de un α-hiperćırculo U es única.

El siguiente lema analiza el valor de la L-parametrización y de su gradiente en
el coeficiente a de la unidad.

Lema 5.4 ([12] Lema 2.4.5). Sea u(t) = a + e
t+d , ai, ei,m(t),mi(t) y M(t) como

en Lema 5.3. Sea ϕ(t) = (ϕ0(t), . . . , ϕd−1(t)) ∈ L(t)d−1 la L-parametrización en
forma estándar del α-hiperćırculo U generado por u(t). Entonces se verifican las
siguientes propiedades

(1) ϕ(a) = (a0, . . . , ad−1). Además, si ai = 0 y ϕi(t) no es constante, entonces
a es una ráız del numerador de ϕi(t).

(2) ϕ′(a) = 1
e (e0, . . . , ed−1). Además, si ei = 0 y ϕi(t) no es constante, entonces

a es una ráız del numerador de ϕ′i(t); donde ϕ′(t) es el gradiente de ϕ(t).

Ahora, dado un hiperćırculo U mediante una parametrización ϕ(t) en forma
estándar sobre K(α), consideremos el problema del cálculo de una unidad u(t)
asociada a U (véase [9]). O dicho de otro modo, se trata de calcular una unidad
u(t) que reparametrice U sobre K (pues ϕ(u(t)) ∈ K(t)d). Para ello se distingue
entre dos tipos de hiperćırculos: aquellos que están asociados a unidades del tipo

b
t+d ∈ U(L(t)) y los que no. Los primeros se denominan hiperćırculos reducidos y
los segundos no-reducidos. En esta situación, se demuestra que en el caso reducido
el cálculo de la unidad se obtiene directamente de las componentes de la para-
metrización. Y cuando el hiperćırculo no es reducido, se demuestra que mediante
la utilización de un punto del hiperćırculo, con coordenadas en K, el cálculo se
reduce de nuevo al caso reducido.

Definición 5.2 ([6] Definition 3.5). Se dice que la unidad u(t) = at+b
ct+d ∈ U(L(t))

es reducida, si a = 0. En caso contrario se dice que u(t) es no-reducida. Asimis-
mo, se dice que un hiperćırculo U es reducido si está generado por al menos una
unidad reducida. En caso contrario se dirá que el hiperćırculo es no-reducido. Se
representa, respectivamente, por HipRed(K,L) y por HipNRed(K,L) el conjunto de
todos los α-hiperćırculos reducidos y no-reducidos de Hip(K,L).

Como consecuencia de los lemas presentados en la sección anterior, se deduce
el siguiente teorema que proporciona un criterio algoŕıtmico para decidir si un
hiperćırculo dado paramétricamente es reducido.

Teorema 5.1 ([6] Theorem 3.6). Sean U ∈Hip(K,L), U distinto de una recta, y
ϕ(t) = (ϕ0(t), . . . , ϕd−1(t)) ∈ L(t)d la L-parametrización en forma estándar de U .
Entonces, se verifica que

(1) U ∈HipRed(K,L) si y sólo si el origen pertenece a U .
(2) U ∈HipRed(K,L) si y sólo si ϕi(0) está definido y ϕi(0) = 0, i = 0, .., d− 1.
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Aunque en las hipótesis del teorema no se consideran las rectas, también verifi-
can la propiedad anterior: si U ∈Hip(K,L) es una recta, entonces U ∈HipRed(K,L)
si y sólo si U pasa por el origen.

Una vez que sabemos decidir si un hiperćırculo es reducido o no, mostraremos
cómo determinar una unidad asociada al mismo, para hiperćırculos dados a través
de una parametrización propia sobre L. Para ello, en primer lugar, se analiza el caso
reducido. Seguidamente, se aborda el problema general y por último se presenta
el algoritmo para el cálculo de una unidad asociada y se ilustra con ejemplos.

Lema 5.5 ([6] Lemma 3,7). Sea U el hiperćırculo, distinto de una recta, asociado
a la unidad u(t) = e

t+d . Sean [K(−d) : K] = r, e =
∑d−1
i=0 eiα

i y d =
∑d−1
i=0 diα

i,

donde ei, di ∈ K. Sea ϕ(t) = (ϕ0(t), . . . , ϕd−1(t)) =
(
q0(t)
N(t) , . . . ,

qd−1(t)
N(t)

)
la L-

parametrización en forma estándar de U , tal que mcd(q0(t), . . . , qd−1(t), N(t)) =
1. Sea ϕ?(t) = (ϕ?0(t), . . . , ϕ?d−1(t)) = (ϕ0(t)

t , . . . , ϕd−1(t)
t ). Entonces se cumple

que
(1.) ϕ∗(0) 6= ~0 está definido y

(
e0
e , . . . ,

ed−1
e

)
= ϕ?(0).

(2.) Si ϕ?i (0) 6= 0, entonces (d1, . . . , dd−1) = −ei
(
ξ1
r , . . . ,

ξd−1
r

)
, siendo

(ξ0, . . . , ξd−1) las coordenadas de N ′(0)
N(0) · ϕ

?
i (0)−1 respecto a α.

Teorema 5.2 ([6] Theorem 3.8). (Unidad Asociada a un Hiperćırculo Reducido)

En las hipótesis del Lema 5.5, sean e? = ϕ?i (0)−1 y d? = − ξ1r α − · · · −
ξd−1
r αd−1,

donde (ξ0, . . . , ξd−1) son las coordenadas de N ′(0)
N(0) · ϕ

?
i (0)−1 respecto a α. Entonces,

u?(t) = e?

t+d? es una unidad asociada a U . Además ϕ(u?(t)) ∈ K(t)d.

Para el caso general, donde el hiperćırculo no es necesariamente reducido, se
prueba que, conociendo un punto del hiperćırculo con coordenadas sobre K, se
puede transformar este hiperćırculo en uno reducido.

Teorema 5.3 ([6] Theorem 3.11). (Unidad Asociada a un Hiperćırculo No Ne-
cesariamente Reducido) Sean U un hiperćırculo distinto de una recta, ϕ(t) la L-
parametrización de U en forma estándar, x̄ = (x0, . . . , xd−1) ∈ U ∩ Kd un punto
de coordenadas en K y t? ∈ L tal que ϕ(t?) = x̄. Entonces se cumple que

(1.) t∗ = x0 + · · ·+ xd−1α
d−1 y ϕ?(t) := ϕ(t+ t?)−ϕ(t?) define un hiperćırculo

reducido.
(2.) Sea u?(t) ∈ U(L(t)) tal que ϕ?(u?(t)) ∈ K(t)d. Entonces, u(t) := u?(t) +

t? ∈ U(L(t)) y ϕ(u(t)) ∈ K(t)d.

Resumiendo los resultados anteriores, se puede obtener un algoritmo para detec-
tar si una parametrización se corresponde con un hiperćırculo y, en caso afirmativo,
calcular la unidad asociada al mismo.

Algoritmo 5.1 (Cálculo de una Unidad Asociada a un Hiperćırculo).
INPUT: una parametrización propia ψ(t) = (ψ0(t), . . . , ψd−1(t)) ∈ L(t)d de una
curva af́ın U ⊂ Fd distinta de una recta.
OUTPUT: “U no es un α-hiperćırculo” o una unidad u(t) ∈ L(t) tal que si U es
un hiperćırculo, entonces u(t) es una unidad asociada.
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1. Calcular w(t) :=
∑d−1
i=0 ψi(t)α

i.
2. Si w(t) /∈ U(L(t)) devolver “U no es un hiperćırculo”.
3. Calcular ψ?(t) := ψ(w−1(t)).
4. Calcular un punto x̄ = (x0, . . . , xd−1) ∈ ψ?(L) ∩Kd.
5. Si no existe dicho punto x̄ devolver “U no es un α-hiperćırculo”.
6. Determinar t∗ = x0 + · · ·+ xd−1α

d−1.
7. Sea ϕ(t) = ψ?(t + t?) − ψ?(t?) la parametrización de la curva U? = U −
ψ?(t?).

8. Escribir ϕ(t) = ( q0
N(t) , . . . ,

qd−1
N(t) ) con mcd(q0, . . . , qd−1, N(t)) = 1. Tomar

r = grado(N(t)) + 1.
9. Si r no divide a d ó N(0) = 0 devolver “U no es un hiperćırculo”.

10. Si ϕi(t) no es constante y grado(qi) 6= r devolver “U no es un hiperćırculo”.
11. Calcular ϕ?(t) := ϕ(t)

t , ϕ?i (t) := ϕi(t)
t , 0 ≤ i ≤ d− 1

12. Si ϕ?(0) no está definida o ϕ?(0) = 0 devolver “U no es un hiperćırculo”.
13. Tomar i ∈ {0, . . . , d− 1} tal que ϕ?i (0) 6= 0 y calcular: e? = ϕ?i (0)−1, Υ :=

e?
N ′(0)
N(0) , las coordenadas (ξ0, . . . , ξd−1) de Υ respecto de la base {1, . . . , αd−1}

y d? := −1
r

∑d−1
i=1 ξiα

i.
14. Sea u?(t) := e?

t+d? .
15. Sea u(t) = w−1(u?(t) + t?).
16. Si ψ(u(t)) /∈ K(t)d devolver “U no es un hiperćırculo”. en otro caso devolver

“U es un α-hiperćırculo con unidad asociada u(t)”.

Ejemplo 5.1. Sean K = Q y L = K(α), donde α es el número algebraico de
polinomio mı́nimo x3 − 2. Sea ψ(t) =

(
p1(t)
M(t) ,

p2(t)
M(t) ,

p3(t)
M(t)

)
∈ L(t)3 donde

p1(t) = 4 t2 + 4α2t2 + 8α t+ 4α2t+ 4 + 2α
p2(t) = 4 t3 + 6α2t2 + 6α t+ 2
p3(t) = 2 t+ 4α t+ 4α2t+ 4 + 4α+ α2

M(t) = 4 t3 + 6α2t2 − 12α+ 6α t− 6α2 − 8

una parametrización en L(t)3. En los Pasos 1−3, w(t) = αt+1
t−α y la estandarización

de ψ(t) es ψ?(t) = ψ(w−1(t)) =
(
q1(t)
N(t) ,

q2(t)
N(t) ,

q3(t)
N(t)

)
∈ L(t)3 donde q1(t) = 2 t3 −

2α t2, q2(t) = α2t3, q3(t) = α t3 − 2α2t2 + 2 t y N(t) = 6 t2 − 6α t + 2α2. En
los Pasos 4 − 7, se toma x̄ = (0, 0, 0) siendo ϕ(t) = ψ?(t). En los Pasos 8 − 15
se obtiene u?(t) = α2

t+α y u(t) = w−1(u?(t)) = t+α+2
−αt . Finalmente ψ(u(t)) =

ϕ(u?(t)) =
(
−2 t
t3+2 ,

2
t3+2 ,

t2

t3+2

)
∈ Q(t)3 lo que prueba que la curva inicial es un

hiperćırculo asociado a la unidad u(t).

Ejemplo 5.2. Sean K, L y α como en el Ejemplo 5.1. Ahora se considera la
L-parametrización ψ(t) =

(
p1(t)
M(t) ,

p2(t)
M(t) ,

p3(t)
M(t)

)
donde

p1(t) = 4 t3 + 8 t2 α− 4α2 t2 − 12 t+ 2α t+ 4α2 t− 4α+ 2α2

p2(t) = 2α2 t3 + 2α2 t− 2 t2 α− 2α
p3(t) = 2 t3 α+ 2α2 t2 + 2α t+ 2α2

M(t) = 12 t2 + 12α t− 6α2 t− 4 + 2α+ 4α2
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Aplicando los Pasos 1 − 3, se concluye que ψ(t) está en forma estándar de modo
que ψ?(t) = ψ(t). Para determinar un punto racional y el valor del parámetro que
determina este punto, se aplica el Lema 5.4 (1): se calculan las ráıces de p1(t), y
para la ráız α2

2 , se comprueba que ψ(α
2

2 ) = (0, 0, 1
2 ) ∈ Q3. Por tanto, en los pasos

4 − 6 se toma x̄ = (0, 0, 1
2 ) y t? = 1

2α
2, que satisface ψ(t?) = x̄. A continuación

en el paso 7 se determina la parametrización ϕ(t) = ψ(t + t?) − x̄, obteniendo
ϕ(t) =

(
q1(t)
N(t) ,

q2(t)
N(t) ,

q3(t)
N(t)

)
donde

q1(t) = 4 t3 + 8 t2α+ 2α2t2 + 4 t+ 4α2t
q2(t) = 2α2t3 + 4 t2α+ 2 t+ 2α2t
q3(t) = 2 t3α+ 2α2t2

N(t) = 12 t2 + 12α t+ 6α2t+ 8 + 2α+ 4α2

Ahora aplicando los Pasos 8−15 se obtiene que u(t) = α2t+2
2t−α2 . Finalmente ψ(u(t)) =(

2 t2+t
2t3−1 ,

t2+1
2t3−1 ,

t3+t
2t3−1

)
∈ Q(t)3 lo que prueba que la curva inicial es un hiperćırculo

asociado a la unidad u(t).

Una vez que ya tenemos algoritmos para poder detectar si una parametriza-
ción define un hiperćırculo y cómo tener una unidad asociada, ahora pasamos a
trabajar con las ecuaciones impĺıcitas. En general, son conocidos algoritmos para
implicitar o parametrizar una curva racional. Sin embargo, la estructura de los
hiperćırculos permite diseñar algoritmos espećıficos que funcionan mejor que los
algoritmos genéricos. Véase por ejemplo, la comparación de los métodos dada en
[7].

Proposición 5.1 ([8] Proposition 5.1). El haz de hiperplanos x0 + x1α + · · · +
xd−1α

d−1 = t parametriza el α–hiperćırculo primitivo U .

La parametrización Ψ(t) que se obtiene por este método, tiene sus coeficientes
en K(α). De modo que no se trata de la parametrización inducida por una unidad
asociada u(t). Sin embargo, esta parametrización, que hemos llamado estándar, se
usa en los algoritmos y ejemplos de la última sección.

Para el problema de la implicitación tenemos el siguiente resultado.

Proposición 5.2 ([8] Proposition 5.2). Sea U el hiperćırculo asociado a la unidad
u(t), y v(t) la inversa u(t). Sea v

(∑d−1
i=0 α

ixi

)
=
∑d−1
i=0

ri(x0,...,xd−1)
s(x0,...,xd−1) α

i, donde
ri, s ∈ K[x0, . . . , xd−1]. Entonces, el ideal de U es el ideal de la eliminación con
respecto a Z: I(U) = (r1(x̄), . . . , rd(x̄), s(x̄)Z − 1) ∩ F[x0, . . . , xd−1].

El siguiente teorema muestra un método alternativo para implicitar hiperćırcu-
los, sin usar técnicas de eliminación, y está basado en propiedades de la curva
racional normal de grado d.

Teorema 5.4 ([8] Theorem 5.4). Sea ϕ(t) = ( q0(t)
N(t) , . . . ,

qn−1(t)
N(t) ) una parametriza-

ción propia de un hiperćırculo primitivo U con coeficientes en F. Sea I el ideal ho-
mogéneo de la curva racional normal de grado n en P(F)n dado por un conjunto de
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generadores homogéneos h1(ȳ), . . . , hr(ȳ), ȳ = (y0, . . . , yd). Sea Q ∈Md+1×d+1(F)
la matriz del cambio de base de {q0(t), . . . , qd−1(t), N(t)} to {1, t, . . . , td}. Sea

fi(x̄) = hi

 d∑
j=0

Q0jxj , . . . ,

d∑
j=0

Qnjxj

 , 1 ≤ i ≤ r.

Entonces {f1, . . . , fr} es un conjunto de generadores del ideal homogéneo de U .

Como consecuencia de este método de implicitación, podemos concluir lo si-
guiente.

Proposición 5.3. Sea U un hiperćırculo e I el ideal de U , I posee un sistema de
generadores formado por ecuaciones cuadráticas.

En particular, se sigue que todo hiperćırculo es intersección de cuádricas.

6. Aplicación al Problema de la K–Optimalidad Algebraica

En esta sección se muestra cómo se resuelve el problema de la K-optimalidad
algebraica de curvas racionales, a través de los hiperćırculos. Es decir, si P(t) ∈
K(α)(t)n es una parametrización racional propia de una curva racional C se plantea
el problema de determinar, si existe, un cambio lineal de parámetro que transforme
la parametrización dada en otra parametrización, esta vez sobre K.

El problema de la K-optimalidad algebraica conlleva a su vez el estudio de
varios subproblemas: decidir si C es K-definible, decidir si C es K-parametrizable y
finalmente determinar u(t) ∈ U(L(t)) tal que P(u(t)) ∈ K(t)n. En [1] se desarrolla
un método que asocia a la curva C otra variedadW, llamada variedad de descenso
de Weil, a través de la cual se puede obtener información sobre la K-definibilidad
y K-parametrización de C. Este desarrollo es similar al efectuado en [13] y es el
siguiente:

Definición 6.1 (cf. [3] Definition 8). Sea P(t) = (η1(t), . . . , ηn(t)) ∈ L(t)n, una
parametrización propia de una curva af́ın C sobre F. Sustituyendo en P(t) t por
t̃ = t0 + t1α + · · · + td−1α

d−1, donde {t0, . . . , td−1} son nuevas variables, y t̄ =
t0, . . . , td−1, sea

ηi( t̃ ) =
fi0( t̄ )
δ( t̄ )

+
fi1( t̄ )
δ( t̄ )

α+ · · ·+ fid−1( t̄ )
δ( t̄ )

αd−1

donde fij( t̄ ), δ( t̄ ) ∈ K[t0, . . . , td−1] y mcd(f1,0( t̄ ), . . . , fn,d−1( t̄ ), δ( t̄ )) = 1. Sea
Y = { t̄ ∈ Fd | fij( t̄ ) = 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , d − 1} y ∆ = { t̄ ∈ Fd | δ( t̄ ) =
0}. La variedad paramétrica de Weil asociada a la parametrización P(t) de C,
representada por WD(P(t)), es la clausura de Zariski de Y \∆; i.e. WD(P(t)) =
Y \∆.

Pues bien, WD(P(t)) es una variedad que a lo sumo contiene una única com-
ponente de dimensión 1; en cuyo caso C es K-definibe. Es decir, C es K-definible
si y sólo si dim(WD(P(t))) = 1. Sólo en el caso de que la curva sea K-definible
tiene sentido preguntarse si es K-parametrizable. Siendo aśı, si U es la compo-
nente 1-dimensional de WD(P(t)), entonces C es K-parametrizable si y sólo si U
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es un α-hiperćırculo. En cuyo caso, si u(t) es una unidad asociada a U , entonces
Q(t) = P(u(t)) es una parametrización de C sobre K.

Finalmente, y como consecuencia de los resultados desarrollados en las seccio-
nes anteriores, se presenta el algoritmo de K-optimalidad algebraica para curvas
racionales. El esquema de actuación es el siguiente. Sea P(t) ∈ L(t)n una parame-
trización propia y C la curva que define. Primero se analiza la K-definibilidad de
C. Evidentemente, si C no es K-definible, entonces C no es K-parametrizable y el
proceso termina. Sea, pues, C una curva K-definible. A continuación se calcula la
parametrización M̃(t) sobre L, en forma estándar, de la componente unidimen-
sional U . Esta parametrización se puede obtener parametrizando U a través de
un haz de hiperplanos (véase Proposición 5.1), o basándose en la K-normalización
de la inversa de P(t) (véase [12]). En esta situación todo se reduce a determinar
si M̃(t) es un α-hiperćırculo y obtener una unidad asociada; tarea que puede ser
ejecutada con el Algoritmo 5.1. Es interesante observar que, por construcción, la
parametrización M̃(t) está en forma estándar.

La principal objeción a estos métodos es que necesitan, en general, hallar un
punto con coordenadas racionales en la curva candidata a ser un hiperćırculo. Se
puede pensar que buscar tal punto equivale en la práctica a resolver el problema
de encontrar una parametrización con coeficientes en K. Sin embrago, pensamos
que esto no es cierto, ya que los métodos presentados, reducen buscar puntos en
curvas hiperćırculos, cuyo grado geométrico está relacionado con el grado de la
extensión algebraica en la que se está trabajando. Se podŕıa argumentar que una
aproximación similar a Hilbert-Hurwitz ([5]) reduce, a través de una colección de
transformaciones birracionales costosas desde un punto de vista computacional,
el problema de encontrar un punto racional a buscar dicho punto en una cónica
plana. Sin embargo, nuestro método es, conceptualmente, mucho más sencillo y
proporciona, en nuestra opinión un compromiso adecuado entre el número de ma-
nipulaciones realizadas sobre la curva original y el problema de decidir ( ¿es esta
curva un hiperćırculo? ) para una curva relacionada con la extensión algebraica
que contiene a los coeficientes de la parametrización. Véase también [8].

Algoritmo 6.1 (K-Optimalidad Algebraica para Curvas Racionales).
INPUT: una parametrización racional propia P(t) ∈ K(α)(t)n, donde [K(α) :

K] = d, de una curva af́ın C ⊂ Fn distinta de una recta.
OUTPUT: decide si C es K-parametrizable y en caso afirmativo determina una

parametrización Q(t) ∈ K(t)n de C.

1. [K-definibilidad] Decidir si C es K-definible. Si C no es K-definible devolver
“C no es K-definible”. En caso contrario calcular la parametrización M̃(t),
en forma estándar, de la componente unidimensional U de WD(P(t)).

2. [Decisión sobre el α-hiperćırculo] Aplicar el Algoritmo 5.1 para decidir si la
curva U definida por M̃(t) es un α-hiperćırculo. Si U no es un α-hiperćırculo
devolver “C es K-definible pero no es K-parametrizable”. En caso contrario
sea u(t) ∈ U(L(t)) el output del Algoritmo 5.1; devolver Q(t) = P(u(t)) ∈
K(t)n.
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Se finaliza esta sección ilustrando el último algoritmo con un par de ejemplos. En
el primero, se construye la variedad paramétrica de Weil y se parametriza a través
de haces de hiperplanos. En el segundo se efectúa el análisis de la K-definibilidad
a través de la inversa de la parametrización.

Ejemplo 6.1 ([8] Section 7). Sea

C ' (η1(t), η2(t)) =
(

(−2t4 − 2t3)α− 2t4

6α2t2 + (4t3 − 2)α+ t4 − 8t
,

−2t4α
6α2t2 + (4t3 − 2)α+ t4 − 8t

)
donde α es algebraico sobre Q de polinomio mı́nimo x3 + 2. Para el análisis de la
K-definibilidad se determina la variedad paramétrica de WeilW. Para este ejemplo
las ecuaciones de W son:
W = V (2t30t2 − 4t42 + 3t20t

2
1 + 2t31t2 + 2t0t22 + 2t21t2 − t20t1 + 6t0t1t22,−6t20t1t2 +

t40 + 2t0t21 − 8t0t32 − 2t0t31 + 2t20t2 − 4t1t22 − 12t21t
2
2, 12t22t

3
1 − 9t0t1t32 + 6t52 − 4t0t31 −

2t20t1t2 + 4t21t
2
2− 4t0t32, 9t0t

2
1t

2
2− 9t20t

3
2− 2t30t2− 2t31t2 + 6t0t1t22− 2t42 + t20t1− 2t21t2−

2t0t22, 6t
2
0t1t

2
2 + 12t21t

3
2− t30t1− 2t0t21t2− 2t20t

2
2 + 8t1t32, 6t

3
0t

2
2 + 9t0t1t32− 6t52 + 2t0t31−

2t20t1t2 + 4t21t
2
2 + 8t0t32, 18t2t41 + 36t42t1 + 14t30t2 + 32t31t2 + 12t0t1t22 − 4t42 − 7t20t1 +

14t21t2 + 14t0t22, 6t0t
3
1t2 + 2t0t21t2 + t30t1 + 2t20t

2
2 − 8t1t32 + 12t42t0, 9t

3
0t2t1 − 36t42t1 −

4t30t2−4t31t2 + 12t0t1t22−4t42 + 2t20t1−4t21t2−4t0t22, 6t
5
1 + 48t21t

3
2−36t42t0−11t30t1 +

6t41+14t0t21t2−22t20t
2
2+64t1t32, 3t

4
1t0+6t0t1t32+2t0t31+t20t1t2−2t21t

2
2+2t0t32, 27t42t

2
1−

27t0t52 − 9t20t
3
2 + 9t42t1 − 2t30t2 − 2t31t2 + 6t0t1t22 − 2t42 + t20t1 − 2t21t2 − 2t0t22, 6t

4
2t

2
0 +

12t52t1 − 5t0t1t32 + 2t52, t0t
5
2t1 + 2t72)

que es una variedad unidimensional. Para verificar si esta curva es o no un α-
hiperćırculo, siguiendo la Proposición 5.1, parametrizamos W con el haz de hi-
perplanos t0 + αt1 + α2t2 − t. Haciéndolo se obtiene la parametrización en forma
estándar

ψ(t) =
(

(α2 + 2αt+ t2)t
3αt+ α2 + 3t2

,
−1/2α2t3

3αt+ α2 + 3t2
,
−1/2αt2(t+ α)
3αt+ α2 + 3t2

)
.

También esta misma parametrización puede obtenerse a través de la inversa de
la parametrización (véase [10]). Entonces, se comprueba que la curva irreducible
definida por esta parametrización es de grado 3, y contiene al punto (0, 0, 0) que es
regular. Además, es Q-definible, ya que es la única componente 1-dimensional de
W (véase [1]), la cual es, por construcción, una variedad Q-definible. Por tanto,
del Teorema 4.4 se sigue que es un α-hiperćırculo.

Aśı, a partir de esta parametrización, el Algoritmo 5.1 calcula una unidad
u(t) = 2

2t+α2 asociada a ψ(t). De esta manera,W es el hiperćırculo asociado a u(t)
y C es parametrizable sobre Q. En particular, la parametrización de W asociada
a u(t) es

(
2t2

2t3+1 ,
−1

2t3+1 ,
−t

2t3+1

)
. Además, la unidad u(t) proporciona el cambio de

parámetro que necesitamos para calcular una parametrización de C sobre el cuerpo
base (véase [1]), que resulta ser:

η (u(t)) =
(
t+ 1
t4

,
1
t4

)
∈ Q(t)2.

Ejemplo 6.2. Sean K = Q y L = Q(α), donde α es el número algebraico de poli-
nomio mı́nimo x3−2. Sea C ⊂ C3 la curva racional dada por la L-parametrización
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propia

P(t) =
(
−t3

q(t)
,
α t3 − α2t2

q(t)
,
−α2t3 + 4 t2 − 2α t

q(t)

)
donde q(t) = t3 − 6α t2 + 6α2t− 4. El análisis del hiperćırculo se efectúa a través
de la normalización de la inversa de P(t), según [10]. De manera más precisa, se
calcula primero la inversa de P(t), obteniendo M(x̄) := α2 y

z+αy . Y a continuación

se halla su Q-normalización, que es −2 zy2

2 y3+z3 + 2 y3

2 y3+z3α + yz2

2 y3+z3α
2. Por tanto,

Q0(x̄)
R(x̄) = −2 zy2

2 y3+z3 ,
Q1(x̄)
R(x̄) = 2 y3

2 y3+z3 ,
Q2(x̄)
R(x̄) = yz2

2 y3+z3 . Como R(P(t)) 6= 0 se cons-

truye M̃(t) =
(
Q0(P(t))
R(P(t)) ,

Q1(P(t))
R(P(t)) ,

Q2(P(t))
R(P(t))

)
, obteniéndose

M̃(t) =
(

t2(t− α)
3t2 − 3αt+ α2

,
α2t3

2(3t2 − 3αt+ α2)
,
αt(t2 − 2αt+ α2)
2(3t2 − 3αt+ α2)

)
.

Ahora se analiza si M̃(t) define un α-hiperćırculo. Para ello, se aplica el Algo-
ritmo 5.1 que determina que lo es, siendo u(t) = α2

t+α la unidad asociada al

mismo; es decir M̃(u(t)) =
(
−2t
t3+2 ,

2
t3+2 ,

t2

t3+2

)
. Finalmente se calcula Q(t) =

P(u(t)) =
(

1
t3+1 ,

t
t3+1 ,

t2

t3+1

)
∈ Q(t)3. Por lo que se concluye que la curva es

Q-parametrizable.
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