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RESUMEN. Los hipercirculos constituyen una clase especial de curvas que apa-
recen cuando se analiza el cuerpo de parametrizacién de una parametrizacién
racional de una curva algebraica. El objetivo de este trabajo es el estudio de
este tipo de curvas. De forma mas precisa, después de introducir el concep-
to de hiperciculo y de estudiar sus propiedades bésicas, se muestra como se
clasifican los hiperciculos bajo distintos criterios y se establecen sus principa-
les propiedades geométricas. Asimismo, se estudia la relacién existente entre
las tres principales representaciones de un hipercirculo: ecuaciones implicitas,
parametrizaciones racionales y unidades generadoras. Por ltimo, se muestra
también la aplicacién de este tipo de curvas al problema de encontrar una
reparametrizacion algebraicamente éptima de una curva racional.

ABSTRACT. Hypercircles are a special class of curves that appear when an-
alyzing the field of parametrization of a rational parametrization of an al-
gebraic curve. The aim of this paper is the study of this type of curves.
More precisely, once the concept of hypercircle has been introduced and its
basic properties have been studied, we classify the hypercircles under differ-
ent criteria and we establish their main geometric properties. In addition,
we study the relation among the three main representations of a hypercircle:
implicit equations, rational parametrizations and generating units. Finally,
we show, as well, the application of these curves to the problem of finding an
algebraically optimal reparametrization of a rational curve.

1. INTRODUCCION

Este articulo trata sobre una clase especial de curvas racionales, denominadas
hipercirculos. Un hipercirculo es una generalizacion, en cierto sentido, de la idea de
circulo. Es bien sabido que un circulo real (en el plano) puede considerarse como
la imagen del eje real bajo una transformacién de Moebius del plano complejo
[4]. Por ejemplo, considerando la transformacién v : C — C, ¢t — wu(t) = %,
e identificando C con el plano R?, para determinar la imagen del eje real en R?
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mediante esta transformacién, se debe calcular la parte real e imaginaria de la
unidad u(t).

A=
' \

-1
(t70) - (t2117 t2+1)

Por tanto, la imagen del eje real es la curva racional definida paramétricamente

por ¢(t) = (ﬁ, %), que define el circulo real de ecuacién 2 + (y + %)2 =1

t 1
teR — el i

Si ahora se reemplaza el cuerpo de los niimeros reales por un cuerpo arbitra-
rio K de caracteristica cero, el cuerpo de los nimeros complejos por una exten-
sién algebraica de K de grado d, L = K(«), y se considera una fraccién lineal

u(t) = ‘2§I§ € L(t), se puede determinar la imagen del “Eje-K” a través de u(t),

identificando L con K¢ y desarrollando, como en el caso complejo, la unidad wu(t)
en potencias de a. Tal imagen en K¢ es, por definicién, un hipercirculo (aunque,
més formalmente, se considera la clausura de Zariski de esta imagen en el espacio
afin sobre la clausura algebraica F de L, del mismo modo que se consideran los
circulos de R? como la parte real del correspondiente circulo complejo de C?).

Estas curvas aparecen por primera vez en [1], en relacién con el problema de la
K-optimalidad algebraica de curvas racionales: dada una curva racional C, definida
a través de una parametrizacion racional propia sobre K(«) se trata de determinar
si existe un cambio birracional de parametro que transforme la parametrizacion
dada en una parametrizacién sobre K. A partir de la parametrizacién de C se cons-
truye, en [1], una nueva variedad algebraica, denominada variedad paramétrica de
descenso de Weil, relacionada con la transformacién que hace Weil en [13], trasla-
dando el problema original al de analizar si esta nueva variedad es un hipercirculo,
es decir, una curva racional K-parametrizable generada por una unidad wu(t) de
K(«). En caso afirmativo, la unidad que genera el hipercirculo es el cambio de
variable necesario para reparametrizar C sobre K. De ahi nace el interés por el
estudio de estas curvas, ya que, como se sugirié en [1], la rica estructura interna de
estas curvas facilita la reparametrizacién de la curva dada originalmente (véanse
[2], [8], [9] como referencias complementarias).

Aunque en este articulo nos vamos a limitar al estudio de curvas, puede ser
resenable senalar que una generalizacion, de este concepto de “hipercirculo”, a
variedades de dimensién mayor que uno, ha dado lugar a las variedades llamadas
“ultracuadricas”, que también aparecen como elemento auxiliar en la resolucion del
mismo problema de reparametrizacién para variedades birracionales de dimension
superior. Sus propiedades elementales se pueden encontrar en [3], [11].

El concepto de hipercirculo ha sido desarrollado por los autores de este articulo
a lo largo de los ultimos diez anos, poniendo en publico diversos articulos sobre
propiedades, estructura, algoritmos etc. de estas curvas en una serie de actas de
conferencias, diversos articulos, tesis y tesinas. A la vista de la dispersion de refe-
rencias nos ha parecido interesante recopilar, en un unico articulo, las ideas fun-
damentales sobre estas curvas. Por ello, este articulo estd escrito como una guia
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sobre hipercirculos en la que los resultados se enuncian con detalle remitiendo al
lector, para las demostraciones de los mismos, a la referencia pertinente.
En este articulo se usa la siguiente notacién:

= K es un cuerpo computable de caracteristica cero y F su clausura algebraica.

» K C L CF una extensién algebraica finita de grado d > 1 (i.e. d = [L : K]).

= « es un elemento primitivo de L sobre K; es decir, L = K(a).

= Sea L un cuerpo, entonces U(L(¢)) representa las unidades de L(t) bajo
la operacién de composicién; es decir, las funciones racionales % con
a,b,c,0 €L yad— bc#D0.

= Hip(K, L) representa el conjunto de todos los hipercirculos generados sobre
K por unidades de L(t) = K(«)(t).

2. HIPERCIRCULOS: DEFINICION Y PRIMERAS PROPIEDADES

Comenzamos la exposicion tratando los aspectos més bésicos del estudio de los
hipercirculos. De una manera resumida podemos decir que los hipercirculos son
curvas racionales generadas a partir de una base de una extensién algebraica y una
fraccién lineal u(t). Sin embargo, es conveniente restringirse a la base candnica
formada por las potencias de un elemento primitivo. Por tanto, comenzaremos
explorando esta definicién, observando, mas adelante, la relacién existente entre
distintos hipercirculos al modificar la correspondiente unidad generadora u(t).

Definicién 2.1 (cf. [8] Definition 2.1). Sea L = K(«) una extension algebraica

de K, con [L : K] = d, sea Bo,...,Bi—1 una K-base de L. Sea u(t) = ‘c‘zig una

fraccidn lineal de IL(t). Esta fraccion lineal se puede escribir de manera inica como

donde ¢g, ..., 0a—1 € K(t). El hipercirculo U generado por u(t) respecto de la base
{Boy---,Ba1} es la curva racional en F¢ definida por la parametrizacion ¢(t) =
(o(t), ..., 04—1(t)), donde F es la clausura algebraica de L. En esta situacion, se
dird que u(t) es una unidad asociada a U y que ¢(t) es la parametrizacion de U
generada por u(t).

Ejemplo 2.1. Sea Q(«) la extension algebraica de Q definida por a*+1 = 0. Sea
u(t) = Z_—g una fraccion lineal de Q(«)(t). La parametrizacion ¢(t) del hipercirculo
U, asociado a u(t) respecto de la base {1, o, a? a3} es

o) = (

Ahora considérese el hipercirculo asociado a la misma unidad pero respecto de la
base {1,1+ a?,20® —a? + 1,30 — 3a® + a + 1}. En este caso tenemos

-1 =218 22 2t
U1+ 1141 )

b(t) = 427 — 247 + 20 — 1 —61° + 4% — 2t 615 — 26 —2¢°
B tt+1 e S A Y
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que define una curva Ug distinta de U,. Considerando las bases B* = {1,1 +
3,203 —a?+1,30® —=3a® +a+ 1} y B={1,a,a?, o} de la extension Q(a), la
matriz M € Myx4(Q) del cambio de base de B* a B

1 1 1 1
00 0 1
M= 00 -1 -3
01 2 3
induce una K-transformacion afin ¥ : F* — F* definida por ¥(Xo, ..., X3) =

MX? que transforma Us en U,. En efecto, las coordenadas de u(t) respecto a B*
son las componentes ;(t) de 1(t). Por tanto, U(ig(t),...,13(t)) son las coorde-
nadas de u(t) respecto a B; es decir, las componentes de ¢(t).

Observacion 2.1. Como hemos visto en el ejemplo, dadas dos K-bases B =
(Boy -y Ba=1) ¥y v = (Yo,---,7d-1) de L, sea A la matriz de cambio de base de
forma que B' = A~'. Tomemos una fraccion lineal u(t) y sean Uz y U, los dos
hipercirculos obtenidos a partir de las bases 3,7y respectivamente. Se sigue que A
define un automorfismo lineal de F¢ definido sobre K que transforma la curva U,
en la curva Ug. Por tanto, podemos seleccionar, sin pérdida de generalidad, la
base {1,c,...,a% 1}, lo que haremos a partir de ahora. La eleccion de esta base
tiene otras ventajas, como la descripcion cerrada de los puntos del infinito de la
curva que veremos en el Teorema 4.2. Por supuesto, también podemos escoger otro
elemento primitivo de la extension, lo que nos daria otra base a partir de la cudl
definir un hipercirculo. En el caso en el que puedan existir dudas, denominaremos
a-hipercirculo al hipercirculo asociado a una fraccion lineal u(t) respecto de la base
{1,a,...,a%7 1}, donde a es un elemento primitivo de la extension algebraica.

Ejemplo 2.2. Para K = Q y u(t) = if—z podemos determinar los hipercirculos

asociados a u(t) para las extensiones Q(v/2) y Q(v/21), definidas, respectivamente,
por los polinomios irreducibles sobre Q, x2 — 2 y x2 + 2 sobre las respectivas bases

{1,v2} y {1,V/2i}. Para Q(v/2) se obtiene ¢(t) = (%, %_ttz) y para Q(\/21)

. 2_ . . .
se obtiene ¢(t) = (’;Hg, Qitﬁ ), que corresponden, respectivamente, a una hipérbola

y a una elipse.

Ejemplo 2.3. Consideremos ahora la extension R C C y tomemos las fracciones

i 2i41)t4(i—1 i+2)  q;
t_t;l_i, v(t) = %, (t) = % Si tomamos la base

{1,i}, comprobamos que tanto u(t) y v(t) definen el circulo x*® + y? — 3z = 1,
mientras que la fraccion lineal w(t) define el circulo 2 + y* — 2y = 1.

lineales u(t) =

Con este ejemplo, comprobamos que dos fracciones lineales distintas pueden
representar el mismo hipercirculo. Si dos fracciones lineales u(t) y v(t) definen el
mismo hipercirculo, sean ¢, (t) y &, (t) las dos parametrizaciones asociadas a estas
fracciones lineales. Ambas parametrizaciones son birracionales. Por tanto ¢, ! o ¢,
es un automorfismo birracional de la recta, por lo que es a su vez una fracciéon
lineal w(t). Ademds, puesto que tanto ¢, como ¢, tienen coeficientes en el cuerpo
K, tenemos que w(t) también tiene coeficientes en el cuerpo K. De esta manera
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¢u(t) = ¢ (w(t)). De donde se sigue que u(t) = v(w(t)). Reciprocamente, si existe
una fraccién lineal w(t) sobre K tal que u(t) = v(w(t)), entonces ¢, (t) = ¢, (w(t))
y los hipercirculos asociados a u(t) y v(t) coinciden.

Definimos asf una biyeccién entre los a-hipercirculos en F¢ y las fracciones li-
neales u(t) € K(a)(t) médulo composicién a derecha por una fraccién lineal de
K(t). Ademds, dos unidades u(t), v(t) representan el mismo hipercirculo si y sélo
si u~lov € K(t). Lamentablemente, estas clases de equivalencia no heredan ningu-
na estructura de grupo con la operacién de composicién, puesto que las fracciones
lineales con coeficientes en K no son un subgrupo normal de las fracciones lineales
con coeficientes en K(a) (considerando como operacién la composicién de funcio-
nes). Es més, el tnico supergrupo de U(K(t)) donde el propio U(K(¢)) es un grupo
normal es U(K(¢)). Por otro lado, el tnico subgrupo normal de U(K(«)(t)) que
estd contenido en U(K(¢)) es el subgrupo trivial {¢}. Esto impide que tengamos
una buena estructura algebraica en las clases incluso si restringimos los grupos en
los que pretendemos trabajar.

Esta no normalidad significa lo siguiente, si tenemos el hipercirculo U asociado
a una unidad u(t) jcémo se transforma U al componer la fraccién lineal u(t) a de-
recha con una fraccién lineal v(t) arbitraria? Sabemos que si v(t) tiene coeficientes
en K, entonces U permanece invariante. Sin embargo, si v no tiene coeficientes en
K la transformacion en U no estd definida, toda vez que depende del representante
de la clase de u(t) escogida. Otra pregunta similar es qué le ocurre a U cuando com-
ponemos u(t) con v(t) a izquierda. Esta operacion si estd bien definida, pues si w(t)
es una fraccién lineal con coeficientes en K, entonces las fracciones lineales u(w(t))
v v(u(w(t))) definen el mismo hipercirculo. En el caso clasico, una transformacién
de Moebius transforma las rectas y circulos del plano en rectas y circulos. En el
caso general ocurre algo similar. Una fraccién lineal u(t) induce una aplicacién
f:K(a) = K¢ - K? = K(«) dada por Z;.tol filto, ... ta_1)at = u(Zf;()l tiad).
Esta aplicacién se extiende, de manera tnica, a un morfismo F¢ — F?. En estas
condiciones, el hipercirculo U no es mas que la imagen por este morfismo de la
recta dada paramétricamente por (¢,0...,0), que se identifica con K C K(a) res-
pecto de la base {1,q,...,a% 1}, siendo en el caso clsico, el eje real en C = R2.
Se sigue que una fraccién lineal v(t) estd asociada a un morfismo f : F¢ — F¢ que
transforma el hipercirculo U asociado a la unidad u(¢) en el hipercirculo asociado
a la unidad v(u(t)). Més concretamente, tenemos las siguientes transformaciones
bésicas:

Lema 2.1 ([8] Lemma 2.4). Sea U el a-hipercirculo asociado a una fraccion lineal
d—1

u(t), y A= Z Nia' € K(a)*, donde \; € K. Entonces,
i=0
1. A+ u(t) es una unidad que genera el hipercirculo obtenido a partir de U
mediante la translacion de vector (Ao, ..., Ad—1).
2. Au(t) es una unidad que genera el hipercirculo obtenido a partir de U me-

diante la transformacion sobre afin definida sobre K dada por el cambio de
base de B~ = {\, \a,..., Aa®" 1} a B={l,q,...,a%71}.
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Sin embargo, atin no tenemos claro qué le ocurre a un hipercirculo mediante la
transformacién 1/¢.

Esto abre dos posibles lineas de estudio, una de las cuales consiste en utilizar
estas transformaciones para poder simplificar el hipercirculo de estudio. La otra
consiste en estudiar estas transformaciones f : F¢ — F? como andlogas de las
transformaciones de Moebius del plano. Por ejemplo, comprobar si existe alguna
nocién de métrica y angulo de manera que estas transformaciones sean precisa-
mente las transformaciones conformes. Si bien esta linea no ha sido desarrollada,
si ha inspirado algunos de los algoritmos existentes para trabajar con hipercirculos.

Una alternativa més es la utilizacién de estas transformaciones para clasificar
los hipercirculos de alguna forma. De esto trata la seccion siguiente.

3. CLASIFICACION DE LOS HIPERCIRCULOS

En esta seccién proporcionamos varios pardametros que nos permiten clasifi-
car los hipercirculos en diferentes clases. Primeramente, por definicién, todos los
hipercirculos son K-birracionales. En los ejemplos hemos comprobado que, para
extensiones de grado 2, obtenemos cénicas. Una primera pregunta que podemos
hacer es tratar de calcular qué tipo de cénicas son hipercirculos sobre Q. Para
empezar, deben ser cénicas definidas sobre los racionales y que posean puntos
racionales.

La siguiente tabla clasifica algunas cénicas del plano segtin sean hipercirculos
0 no sobre Q y muestra cudl es el polinomio minimo del elemento o que define la
extension algebraica.

= Pardbola: y — (ax® + bz +¢) =0, a,b,c€Q,a#0
e Parametrizada por ¢(t) = (¢, at® 4 bt + c)
e Es Hipercirculo: No
e Polinomio minimo de la extension algebraica: —
e Punto del infinito: [0: 1: 0]

= Circunferencia: (z —a)? + (y —b)2 =712, a,b,r € Q, 7 #0
2rt r(t? —1)
a, b
241 t2+1

e Parametrizado por: (t) = (

e Es Hipercirculo: Si
e Polinomio minimo de la extensién algebraica: a? + 1
e Puntos del infinito: [1:4: 0], [1: —i: 0]

= Circunferencia: 2% + 4> =6

2v/6t V6t — 1
Parametrizado por: ¥(t) = ( tQ\fl’ \ftg 1 )>

Es Hipercirculo: No
Polinomio minimo de la extensién algebraica: —
Puntos del infinito: [1:4¢: 0], [1 : —i : 0]
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z—a)? —b)?
LR

= Elipse =1, a,bA, peQ

2\t t2—1
e Parametrizada por: ¢(t) = <t2 T +a, K 15(2 ) ) + b)
e Es Hipercirculo: Si
e Polinomio minimo de la extensién algebraica: o + —

12
e Puntos del infinito: [A:dp : 0], [A: —ip : 0]

= Elipse 222 + 12 =7

e Parametrizada por: 9(t) = ( VTt V(2 - 1))

V2(t2 +1) 241
e Es Hipercirculo: No

e Polinomio minimo de la extensién algebraica: —

e Puntos del infinito [1: 2 : 0], [1: —2i : 0]

x —a)? y—b)?
( )\2) _( H2) =1, a,b,)\e@7p2€@,u¢(@,)\,u#0
e Parametrizada por:

A —t22a 4+ N2a + 2 pPN —2tp? N + A2 — t2u2b>

= Hipérbola

»(t) = ( N2 2,2 ’ N2 — 12,2
e Es Hipercirculo: Si
2
e Polinomio minimo de la extensién algebraica: a? — %

e Puntos del infinito: [A: g : 0], [A: p: 0] sin coeficientes en Q

o (@—a)?  (y-b?

= Hipérbola e =1, a,b, N/ peQ, \,u#0,A#u
e Es Hipercirculo: No
e Polinomio minimo de la extension algebraica: —

e Puntos del infinito: [A :ép : 0], [A: p: 0] con coeficientes en Q.

Veremos en el Teorema 4.2 cémo es la estructura de los puntos del infinito de
un hipercirculo. De este analisis se deduce que la parabola no puede ser nunca un
hipercirculo. El circulo y la elipse son hipercirculos dependiendo exclusivamente
de si tienen puntos racionales o no, por el Teorema 4.3. En cambio, en el caso de la
hipérbola este analisis no es suficiente. No basta con que tenga puntos racionales,
también debe cumplirse que los puntos del infinito de la hipérbola no tengan un
representante con coeficientes en Q.

En el caso mas general, la clasificacion de los hipercirculos por su grado es
la clasificacién mas obvia y mas importante. Empezamos con un resultado simple
sobre las clases de equivalencia de fracciones lineales discutidas, cuya demostracién
incluimos por falta de una referencia precisa.

Lema 3.1. Sea u = i‘zig una fraccion lineal y v un elemento de su clase de

equivalencia por composicion a derecha de unidades con K(t). Sean py, p, los
polos de ambas fracciones lineales, entonces K(p,) = K(py).
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Demostracion. Para comprobar el resultado, es mas cémodo usar coordenadas
homogéneas. Entonces u = [at + bs : ¢t + ds| y existe un w = [a1t + b5 : c1t + dy 8]
tal que wow = v. En este caso v = [t(aay + bey) + s(aby + bdy), t(ca; + deq)+
s(cby 4+ ddy)]. El polo de u es el punto [—d : ¢] y el de v es [—cby —dd; : cay + deq].
Tenemos que p,, = w(py ), si ambos son finitos, generan el mismo cuerpo sobre K.
Si uno (o ambos) son infinitos, el cuerpo que generan es el propio K. |

Esto nos permite clasificar los hipercirculos dependiendo del cuerpo que genera
el polo de la unidad correspondiente, segiin el lema anterior, si bien resulta oscuro
desde un punto de vista geométrico. Para obtener una clasificacién geométrica
de los hipercirculos, podemos considerar la pregunta de cuando dos hipercirculos
son K-afinmente isomorfos. Para ello, primeramente debemos clasificarlos por su
grado geométrico. Notese que en la clase de unidades asociadas a un hipercirculo,
siempre hay una unidad de la forma cﬁ_ab . Esta representacién ayuda a simplificar
la exposicién por lo que supondremos que tomamos un representante con esta
estructura.

Teorema 3.1 ([8] Theorem 3.1). Sea U el a-hipercirculo asociado una unidad del

tipo u(t) = C;tj;’ € K(a)(t) y sea r = [K(-?) : K]. Entonces,

1. Eziste una transformacion afin x : F¢ — F¢ definida sobre K tal que x(U)
se parametriza por

. 1 t tr-1
X(t): (M(t)7M(t)5"'ﬂM(t)707"'70>5

donde M(t) es el polinomio minimo de —0 sobre K.

2. Eriste una transformacién proyectiva p : P(F)* — P(F)?, definida sobre
K, tal que la curva p(U) es la curva racional normal de grado r en ]P’(F)d,
parametrizada por

plt:s)=1[s":s""tt:ist™ i t" 0 0]
Este resultado nos permiten obtener una clasificacién afin de los hipercirculos:

Teorema 3.2 ([8] Theorem 3.3). (Clasificacién afin) Sean U;, Us € Hip(K,L),
distintos de rectas, generados por uy(t), ua(t) € U(L(t)), y sean Mi(t), Ma(t) los
polinomios minimos de los polos de uy(t), ua(t) respectivamente. Entonces, Uy
y Uy son afinmente equivalentes sobre K si y sdlo si existe 7(t) € U(K(¢)) que

transforma una raiz (y por tanto todas) de Mi(t) en una raiz (y por tanto todas)
de M2 (t)

Dados dos circulos reales, que no sean rectas, siempre existe una transformacion
afin real que los relaciona. Como se ha visto en el teorema anterior, este no es
siempre el caso para hipercirculos mas generales. No obstante, para extensiones
algebraicas de grado 2 6 3, se tiene que dos hipercirculos del mismo grado son
afinmente equivalentes.

Corolario 3.1 ([8] Corollary 3.4). Sea K(a) una extension algebraica de grado 2
6 3. Entonces todos los a-hipercirculos, que no sean rectas, son afinmente equiva-
lentes sobre K.
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4. PROPIEDADES GEOMETRICAS DE LOS HIPERCIRCULOS

Ya hemos visto en la seccién anterior, que el grado geométrico de un hipercircu-
lo estd relacionado con el grado algebraico de una cierta extensién K C K(—02) C
K(«). Es més, hemos visto (Teorema 3.1) que los hipercirculos son (salvo trans-
formacién proyectiva) curvas racionales normales. De aqui podemos deducir sus
principales caracteristicas geométricas.

. . _ b
Corolario 4.1 ([8] Corollary 3.2). Sea U € Hip(K,L) generado por u(t) = SE €

U(L(t)) y sea r = [K(—?) : K]. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. U define una curva en B¢ de grado r.

2. U estd contenido en una variedad lineal de dimension r y no estd contenido
en ninguna variedad lineal de dimension menor.

3. La clausura proyectiva de U es una curva reqular de P(F)%.

4. La funcidén de Hilbert de U coincide con su polinomio de Hilbert y hy(m) =
mr + 1.

En este punto, conviene trabajar con los hipercirculos méas importantes: los
denominados “hipercirculos primitivos”.

Definicién 4.1 ([8] Definition 3.5). Se dice que U € Hip(K,K(«)) es un hi-
percirculo primitivo si el grado de U es [K(«) : K]. En caso contrario, se dice que
U es un hipercirculo no-primitivo.

Ejemplo 4.1. Sea L = Q(«) la extension algebraica definida por el polinomio irre-

ducible sobre Q, z* —2. Para la unidad de L(t), u(t) = 1-2a+3a*— o+ o €l

polinomio minimo de —a? sobre Q es t2 — 2, y el hipercirculo U asociado estd pa-

rametrizado por ¢(t) = (1, -2+ ﬁ, 3, —% — ﬁ) En este caso, el hipercirculo

no es primitivo y estd contenido en la variedad lineal definida por {xg = 1,29 = 3}.

Esto no causa una pérdida de generalidad si estamos estudiando la geometria
proyectiva de los hipercirculos, pues todo hipercirculo es primitivo, mediante un
cambio de coordenadas, en el subespacio proyectivo mas pequenio que lo contiene:

Teorema 4.1 ([8] Theorem 3.6). Sea u(t) = t% € UK(a)(t)), siendor = [K(2) :
K] < [L : K] = d. Sea U eHip(K,K(«)) generado por u(t) € UK(a)(t)) y
V €Hip(K,K(?)) generado por u(t). Entonces, existe una inclusidn afin de F"

en B¢, definida sobre K, que transforma V en U.

Notese que, en el teorema anterior, V es primitivo.

Ahora ya podemos centrarnos en el estudio de los hipercirculos primitivos. Tal
vez el hecho més sorprendente es que los puntos del infinito permanecen fijos, no
dependen del hipercirculo en cuestién. Esto tiene que ver con la eleccion de la base
{1,a,...,a% 1} de la extensién. Tal vez no sea tan sorprendente si tenemos en
cuenta que esto ocurre para los circulos, pues todos ellos pasan por los puntos del
infinito [£4 : 1 : 0]. En general tenemos lo siguiente:

Teorema 4.2 ([8] Theorem 4.2 y Proposition 4.4). Para una extension determi-
nada K C K(a) de grado d, el conjunto de los puntos del infinito P = {Py,..., P;}
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de cualquier hipercirculo primitivo no depende del a-hipercirculo concreto U, sino
de la extension algebraica y del elemento primitivo «. Ademds, el conjunto P
estd caracterizado por la siguiente propiedad:

{mo+oyay + -+ 'wgoy =0}NU= P\ {P;},

donde o; = oj(a) son los conjugados de o en F, 1 < j < d, y U es la clausura
proyectiva de U. De manera mds precisa, sean M, (t) el polinomio minimo de «

sobre K, y mq(t) = Afji(of) = E?:_Ol it € K(a)[t], donde lg—1 = 1. Entonces, los
puntos en el infinito de cualquier a-hipercirculo primitivo son [lg 1 1y @ -+ lg—a:

la—1 : 0] y sus conjugados.

Esto nos permite conocer cémo son las rectas tangentes del hipercirculo en el
infinito y por qué las parabolas no pueden ser hipercirculos, como mostraba la
clasificacién de las cénicas presentada anteriormente.

Proposicién 4.1 ([8] Proposition 4.5). Las tangentes de un hipercirculo primitivo
en los puntos del infinito no estdn contenidas en el hiperplano del infinito.

Todas estas propiedades geométricas nos permiten caracterizar los hipercirculos:

Teorema 4.3 ([8] Theorem 6.1). Sead C F¢ un conjunto algebraico de grado d tal
que todas sus componentes tienen dimension 1. Entonces, U es un a-hipercirculo
primitivo si y sélo si tiene un numero infinito de puntos con coordenadas en K y
pasa por el conjunto de puntos del infinito caracterizado en el Teorema 4.2.

Teorema 4.4 ([8] Theorem 6.2). Sea U C F? un conjunto algebraico irreducible
y 1-dimensional de grado d, definible sobre K. Entonces, U es un a-hipercirculo
primitivo si y solo si tiene un punto reqular con coordenadas en K y pasa por el
conjunto de puntos del infinito caracterizado en el Teorema 4.2.

5. REPRESENTACIONES DE LOS HIPERCIRCULOS

Dado un hipercirculo ¢ podemos representarlo de tres maneras distintas. Para
empezar, como cualquier curva racional, se puede representar mediante una pa-
rametrizacién o mediante un conjunto de ecuaciones implicitas. Los hipercirculos,
ademads, se pueden representar mediante una unidad i‘iig En esta seccion, estu-
diaremos la relacién entre estas representaciones. Mdas concretamente, queremos
detectar cuando una parametrizacién representa un hipercirculo, cémo pasar de
una representacién paramétrica a la correspondiente unidad y cudl es la relacion
entre las representaciones paramétrica e implicita.

Vemos, en primer lugar, que pasar de una representacién mediante una unidad
a una representacién paramétrica resulta sencillo:

Lema 5.1 ([12] Algoritmo 2.1 y Observacién 2.1.2). Sea u = i‘tH Sea ¢ =

d—1 _ d—1 i . . ..
Yy ciat, 0 =" d;a’ y sea M(z) el polinomio minimo de o sobre K. Entonces
sea

d—1

Q(t) = Resz (Y cia)t + ( Zda:
=0

=0
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la resultante respecto de x y consideremos P(t) = m. Este polino-
mio tiene coeficientes en K y es maltiplo del denominador de u(t), luego, por
el algoritmo de la divisidn, podemos calcular m(t) = P(t)/(ct + 0). Finalmente
m(t)(at + b) = Zg;ol i(t)at. Se sigue que (fo/P,..., fi—1/P) es una parametri-
zacion de U con coeficientes en K.

Sin embargo, el problema reciproco no es trivial, ya que una parametrizacién da-
da de un hipercirculo podria tener coeficientes en K(«) y no corresponder a la obte-
nida desde una unidad. Asi, dada una parametrizacién ¢(t) = (po(t), ..., pi—1(t))
de un hipercirculo con coeficientes en IL, no es trivial obtener una parametrizacion
del mismo sobre K; es decir, una unidad u(t) € U(L(t)) asociada al hipercirculo.
Por ejemplo, sea K = Q y L = Q(«), donde « es una raiz del polinomio irreducible
sobre Q dado por 22 — 2. La curva I dada por la parametrizacién

- 483 + 82 — 4a®t? — 12t + 2at + 402t — da + 202

Yo(t)

N(t) ’
D (t) = 2023 + 202t — 2t%a — 2«
T N(t)
Ua(t) = 2t3a + 2022 + 2at + 20
T N(t)
donde N(t) = 12t2 + 12at — 6a%t — 4 + 2a + 4a? es, en realidad, el hipercirculo
asociado a la unidad u(t) = gfjj;f Es decir, la curva U admite una parametrizacién

sobre Q, ¢(t) = (do(t), $1(t), $2(t)) tal que 327 ¢i(t)a’ = u(t), y por tanto U es
2624t 241 34+t
2¢3—1°2t3—1° 2431

parametrizacién ¥ (t) dada no permite recuperar inmediatamente u(t), ya que (a
priori) es el resultado de un cambio de pardmetro desconocido w(t) con coeficientes
en L = Q(«), aplicado a t(t), es decir, ¢¥(t) = ¢(w(t)).

En principio, ni siquiera es trivial determinar si una parametrizacién racional
() = (¢o(t),...,04-1(t)) € K(t)? de una cierta curva se corresponde con un
hipercirculo. No obstante, el siguiente lema proporciona un sencillo criterio para
reconocer cuando es asi.

un hipercirculo. Concretamente ¢(t) = ( > Sin embargo, la

Lema 5.2 ([12] Lema 2.1.2). Sean a un elemento algebraico sobre K de grado d y
U C F? la curva definida por la parametrizacion propia (t) = (vo(t), ..., va_1(t))
con coeficientes en K. Entonces, U es un hipercirculo para la extensidn K C K(a)
sty solo st u(t) == Z?;()l Pi(t)at € UK(a)(t)). Ademds, en caso afirmativo, u(t)
es una unidad asociada a U.

Ahora vamos a analizar, mas generalmente, el caso de parametrizaciones con
coeficientes algebraicos de un hipercirculo y daremos un algoritmo para determinar
cuando una parametrizacién birracional de una curva define un hipercirculo.

Para el estudio de las parametrizaciones sobre I es importante tenerlas pre-
paradas en una forma especial, y en cierto modo canénica. La llamamos forma
estandar.
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Definicién 5.1 ([6] Definition 3.1). Sea ¢(t) = (o(t),...,pa—1(t)) € L(t)?

una parametrizacion de un hipercirculo U. Diremos que o(t) estd dada en for-
. . d—1 i

ma estdndar si Yy ;_ pi(t)o’ =t.

Toda parametrizacién propia ¢(t) de un hipercirculo U sobre L se va a suponer,
sin que suponga pérdida de generalidad, que esta dada en forma estandar, ya que
si @(t) no lo estd y w(t) = 221:—01 pi(t)at, entonces p*(t) = p(w~i(t)) es una
parametrizacién de U en forma estdndar. Ademds, si ¢(t) es una parametrizacién
en forma estandar de U y u(t) es cualquier unidad asociada a U, entonces u(t)
reparametriza ¢(t) sobre K, es decir p(u(t)) € K(t)9.

En los siguientes lemas se analiza cémo se relacionan las componentes de las
parametrizaciones de un hipercirculo con los coeficientes de la unidad u(¢). En el
primero se derivan una serie de consecuencias a partir de la K-parametrizacion
generada por la unidad u(t). Debido a que el caso de las rectas es facilmente
tratable y conllevaria una complicacién en la exposicién, supondremos que la curva
generada no es una recta.

Lema 5.3 ([6] Lemma 3.2). Sea u(t) = a + 75 € U(K(a)(t)), donde ¢ # 0

yo e L\K. a = Z?:_ol a;o’ ye = Ef;ol e;a’ donde a;, e; € K. Sea Z\@(zf)) el
. o ¢
polinomio minimo de —d sobre K, con grado(M(t)) = r. Sean m(t) = 335 vy

e-m(t) =mo(t) + - +mg_1a¢"t donde m;(t) € K[t] factoriza como
mi(t) = Ai(t —vi1) - (8 = vik)-

Sea (t) = (Yo(t), ..., Ya—1(t)) la parametrizacion sobre K generada por u(t), y sea
o(t) = (o(t), - .., pa—1(t)) una parametrizacion en forma estdndar del hipercirculo
dado por u(t). Se cumple que:

Loo(t) = ¢(u™'(1)).

2. grado(m;(t)) <7 y ¥;(t) = a; + Tj\r}((tt))

3. i(t) € K siy sélo si pi(t) € L si y sdolo si mi(t) = 0; en este caso,
i = @i =a; ye; =0.

4. Y(t) tiene, al menos, dos componentes no constantes.

5. Sie; =0 y (t) no es constante, entonces m; no es cero y grado(m;) <
r — 1. Ademas,

Ai(t —a) =k Hf:l((fD —7ig)(t—a)+e)
e[[_o((—0+0;)(t—a) +e)

6. Sie; £ 0 entonces ¥;(t) no es constante, grado(m;) =r —1, y \; = ¢;. Es
mds,

@i(t) = a; +

ei(t — a) T2 ((—0 — 7i)(t —a) +e)
e[[_o((—0+0;)(t —a) +e)

7. S () = a; + m((tt)) = 5\’/1((?) no es constante, sea @;(t) = ?Vg; =a; +
ni(t)

N Satisfaciendo med(qo, ..., q4—1,N) = 1, grado(n;(t)) < grado(N(t)).

@i(t) = a; +
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FEntonces,
med(m;, M) = med(p;, M) = 1, med(n;, N) = med(g;, N) =1
y grado(n;(t)) = grado(gq;(t)) = grado(N(¢)) + 1 =r.

Notese que la primera afirmacién del lema muestra que la parametrizacion en
forma estandar ¢(t) € L(t)¢ de un a-hipercirculo U es tnica.

El siguiente lema analiza el valor de la L-parametrizacién y de su gradiente en
el coeficiente a de la unidad.
Lema 5.4 ([12] Lema 2.4.5). Sea u(t) = a + 5, a;,e;,m(t), m;(t) y M(t) como
en Lema 5.8. Sea ¢(t) = (po(t),...,pq_1(t)) € L(t)4"! la L-parametrizacion en
forma estdandar del a-hipercirculo U generado por u(t). Entonces se verifican las
siguientes propiedades

(1) ¢(a) = (ag,.-.,aq-1). Ademds, si a; =0 y p;(t) no es constante, entonces
a es una raiz del numerador de p;(t).
(2) ¢'(a) = %(eo, coseq—1). Ademds, sie; = 0y @,;(t) no es constante, entonces

a es una raiz del numerador de ¢} (t); donde ¢'(t) es el gradiente de ¢(t).

Ahora, dado un hipercirculo & mediante una parametrizacién ¢(t) en forma

estandar sobre K(«), consideremos el problema del cdlculo de una unidad wu(t)
asociada a U (véase [9]). O dicho de otro modo, se trata de calcular una unidad
u(t) que reparametrice U sobre K (pues ¢(u(t)) € K(¢)¢). Para ello se distingue
entre dos tipos de hipercirculos: aquellos que estan asociados a unidades del tipo
t% € U(L(t)) y los que no. Los primeros se denominan hipercirculos reducidos y
los segundos no-reducidos. En esta situacion, se demuestra que en el caso reducido
el calculo de la unidad se obtiene directamente de las componentes de la para-
metrizacién. Y cuando el hipercirculo no es reducido, se demuestra que mediante
la utilizacién de un punto del hipercirculo, con coordenadas en K, el calculo se
reduce de nuevo al caso reducido.
Definicién 5.2 ([6] Definition 3.5). Se dice que la unidad u(t) = ‘c‘fig € U(L(t))
es reducida, si a = 0. En caso contrario se dice que u(t) es no-reducida. Asimis-
mo, se dice que un hipercirculo U es reducido si estd generado por al menos una
unidad reducida. En caso contrario se dird que el hipercirculo es no-reducido. Se
representa, respectivamente, por HipRed(K, L) y por HipNRed(K,IL) el conjunto de
todos los a-hipercirculos reducidos y no-reducidos de Hip(K,L).

Como consecuencia de los lemas presentados en la seccién anterior, se deduce
el siguiente teorema que proporciona un criterio algoritmico para decidir si un
hipercirculo dado paramétricamente es reducido.

Teorema 5.1 ([6] Theorem 3.6). Sean U €Hip(K,LL), U distinto de una recta, y
o(t) = (po(t),...,0a-1(t)) € L(t)? la L-parametrizacion en forma estdndar de U.
Entonces, se verifica que

(1) U €HipRed(K, L) si y sdlo si el origen pertenece a U.
(2) U cHipRed(K, L) si y sdlo si p;(0) estd definido y p;(0) =0, =0,..,d— 1.



430 T. RECIO, J. R. SENDRA, L. F. TABERA Y C. VILLARINO

Aunque en las hipdtesis del teorema no se consideran las rectas, también verifi-
can la propiedad anterior: si i/ €Hip(K, L) es una recta, entonces & €HipRed (K, L)
si y s6lo si U pasa por el origen.

Una vez que sabemos decidir si un hipercirculo es reducido o no, mostraremos
como determinar una unidad asociada al mismo, para hipercirculos dados a través
de una parametrizacién propia sobre L. Para ello, en primer lugar, se analiza el caso
reducido. Seguidamente, se aborda el problema general y por tltimo se presenta
el algoritmo para el calculo de una unidad asociada y se ilustra con ejemplos.

Lema 5.5 ([6] Lemma 3,7). Sea U el hipercirculo, distinto de una recta, asociado

a la unidad u(t) = t+b Sean [K(=0) : K] =7, e = Zf;ol el y o= Z;.tol d; o,
donde e;,d; € K. Sea p(t) = (po(t),...,0q-1(t)) = ((]I\?gg,, q‘j\;(lt()t)> la L-
parametrizacion en forma estandar de U, tal que mcd(qo( )y ey qa—1(t), N(t)) =
1. Sea p*(t) = (p§(t), ..., ¢5_1(t) = (%T(t) Pd—1 t)) Entonces se cumple
que

(1) ¢*(0) # 0 estd definido y (,..., ) = *(0).
(2.) Sir(0) #0, entonces (dy,...,d¢g—1) = —e; (51 e 5‘1’1>, siendo
N'(0

T T

&oy...,€q-1) las coordenadas de ) 0)~! respecto a a.
NOBRZ]

Teorema 5.2 ([6] Theorem 3.8). (Unidad Asociada a un Hipercirculo Reducido)
En las hipétesis del Lema 5.5, sean ¢* = X (0)~! y 0* = —%104 — = Sagdel

donde (o, ... ,€4—1) son las coordenadas de IXII((S)) - (0)~! respecto a a. Entonces,

u*(t) =

Para el caso general, donde el hipercirculo no es necesariamente reducido, se
prueba que, conociendo un punto del hipercirculo con coordenadas sobre K, se
puede transformar este hipercirculo en uno reducido.

Teorema 5.3 ([6] Theorem 3.11). (Unidad Asociada a un Hipercirculo No Ne-
cesariamente Reducido) Sean U un hipercirculo distinto de una recta, ¢(t) la L-
parametrizacion de U en forma estindar, T = (xg,...,xq-1) € U NK? un punto
de coordenadas en K y t* € L tal que p(t*) = . Entonces se cumple que
(1) t* =z + - +xq_10%71 gy *(t) == @(t+1*) — o(t*) define un hipercirculo
reducido.
(2.) Sea u*(t) € U(L(t)) tal que *(u*(t)) € K(t)¢. Entonces, u(t) := u*(t) +
t* € U(L(1)) y (u(t) € K1)
Resumiendo los resultados anteriores, se puede obtener un algoritmo para detec-
tar si una parametrizacion se corresponde con un hipercirculo y, en caso afirmativo,
calcular la unidad asociada al mismo.

t_i% es una unidad asociada a U. Ademds p(u*(t)) € K(¢)%.

Algoritmo 5.1 (Célculo de una Unidad Asociada a un Hipercirculo).

INPUT: una parametrizacion propia ¥(t) = (vo(t),...,va—1(t)) € L(t)? de una
curva afin U C F¢ distinta de una recta.

OUTPUT: “U no es un a-hipercirculo” o una unidad u(t) € L(t) tal que sil es
un hipercirculo, entonces u(t) es una unidad asociada.
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1. Calcular w(t) == Z?;()l Ui (t)a?

2. Si w(t) ¢ U(L(t)) devolver “U no es un hipercirculo”.

3. Calcular ¥*(t) == p(w=1(t)).

4. Calcular un punto T = (zo, - ..,z4-1) € *(L) NK9.

5. Si no existe dicho punto T devolver “U no es un a-hipercirculo”.

6. Determinar t* = xg+ -+ + xg_1a% L.

7. Sea ¢(t) = Y*(t +t*) — Y*(t*) la parametrizacion de la curva U* = U —
o (t),

8. Escribir o(t) = (1\?(()1‘/)""7(11\7&3) con med(qo, - .., qa—1, N(t)) = 1. Tomar

r = grado(N(t)) + 1.
9. Si 7 no divide a d 6 N(0) = 0 devolver “U no es un hipercirculo”.
10. Si @;(t) no es constante y grado(q;) # r devolver ‘U no es un hipercirculo”.
11. Calcular ¢*(t) := “ogf), or(t) == ‘p"T(t), 0<i<d-1
12. Si ¢*(0) no estd definida o *(0) =0 devolver ‘U no es un hipercirculo”.
13. Tomari € {0,...,d — 1} tal que ¢} (0) # 0 y calcular: ¥ = F(0)~!, T =

e* 11\\7[((0)) las coordenadas (o, . .., €q4-1) de Y respecto de la base {1,...,a%" 1}

y ot = LY o
14. Sea u*(t) : :t+d*.
t

15. Sea u(t) = w=(u*(t) + t*).
16. Si 9 (u(t)) ¢ K ()¢ devolver “U no es un hipercirculo”. en otro caso devolver
‘U es un a-hipercirculo con unidad asociada u(t)”.

Ejemplo 5.1. Sean K = Q y L = K(a), donde a es el nimero algebraico de

polinomio minimo 3 — 2. Sea ¥(t) = (ﬁjjgg, 119\318> 1;\/3[8) € L(t)? donde
pi(t) =4t* +4a%* +8at+4a*t +4+4 2«
pa(t) =43+ 6% + 6t + 2
ps(t) =2t+4at+4a’t+4+4a+a?
M(t) =413 +6a%*? - 12a+6at—6a%—8

una parametrizacion en L(t)3. En los Pasos 1—3, w(t) = £ y la estandarizacion
* _ — _ t t t o

de (1) es 7 (1) = P (1) = (%5, %9, %) € L@)® donde qu(t) = 24 -

2at%, o) = o®t?, q3(t) = atd —2a%t2 + 2t y N(t) = 61> —6at +2a>. En

los Pasos 4 — 7, se toma T = (0,0,0) siendo p(t) = ¥*(t). En los Pasos 8 — 15

se obtiene u*(t) = ti—z y u(t) = w(w*(t)) = =22, Finalmente ¢(u(t)) =

p(u*(t)) = (%, t33-2’ %) € Q(t)3 lo que prueba que la curva inicial es un

hipercirculo asociado a la unidad u(t).

Ejemplo 5.2. Sean K, L y o como en el Ejemplo 5.1. Ahora se considera la

L-parametrizacion (t) = (1]9\/118, 5\’/2[8, 51\/318) donde

pi(t) =412 +812a — 4?12 — 12t +2at +4a%t —4da +2a?
t)=2at3+2at-2t2a -2«

y=28a+2a%t? +2at+2a?
M(t) =122 +12at — 60t —4+2a + 4a?
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Aplicando los Pasos 1 — 3, se concluye que ¥ (t) estd en forma estdndar de modo
que Y*(t) = (t). Para determinar un punto racional y el valor del pardmetro que
determina este punto, se aplica el Lema 5.4 (1): se calculan las raices de p1(t), y
para la raiz "‘72, se comprueba que w(D‘Q) (0,0, 1) € Q3. Por tanto, en los pasos
4 —6 se toma T = (0,0, %) Yyt = 704 , que satisface Y(t*) = T. A continuacion
en el paso 7 se determina la pammetmzacwn p(t) = Yt +t*) — z, obteniendo

o(t) = (% %t 93 donde

q1(t) =483 +8t%a +2a%t? + 4t +4a°t
@(t) =202 + 42+ 2t + 2%t
q3(t) = 283 + 2 a?t?
N(t) =122+ 12at+ 6%t +8+2a+4a?
Ahora aplicando los Pasos 8—15 se obtiene que u(t) = §-- “t42  Pinalmente Y(u(t)) =

224t 241 34t
23—1 213—1" 2131

asociado a la unidad u(t).

) € Q(t)? lo que prueba que la curva inicial es un hipercirculo

Una vez que ya tenemos algoritmos para poder detectar si una parametriza-
cién define un hipercirculo y cémo tener una unidad asociada, ahora pasamos a
trabajar con las ecuaciones implicitas. En general, son conocidos algoritmos para
implicitar o parametrizar una curva racional. Sin embargo, la estructura de los
hipercirculos permite disefiar algoritmos especificos que funcionan mejor que los

algoritmos genéricos. Véase por ejemplo, la comparacién de los métodos dada en
[7].

Proposicién 5.1 ([8] Proposition 5.1). El haz de hiperplanos xo + z1a + - -+ +
g%t =t parametriza el a-hipercirculo primitivo U.

La parametrizaciéon ¥(t) que se obtiene por este método, tiene sus coeficientes
en K(a). De modo que no se trata de la parametrizacién inducida por una unidad
asociada u(t). Sin embargo, esta parametrizacién, que hemos llamado estdndar, se
usa en los algoritmos y ejemplos de la tdltima seccion.

Para el problema de la implicitacién tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.2 ([8] Proposition 5.2). Sea U el hipercirculo asociado a la unidad
— Zd 1 M

i
i=0 S(zor ) O donde

u(t), y v(t) la inversa u(t). Sea v (Zf:_ol aixi)
ri,s € K[zg,...,xq-1]. Entonces, el ideal de U es el ideal de la eliminacidn con

respecto a Z: T(U) = (r1(Z),...,rq4(Z),s(Z)Z — 1) NFlzo, ..., Td-1].

El siguiente teorema muestra un método alternativo para implicitar hipercircu-
los, sin usar técnicas de eliminacion, y estd basado en propiedades de la curva
racional normal de grado d.

Teorema 5.4 ([8] Theorem 5.4). Sea @(t) = (‘]I\‘}g’g e q’}\;(lt()t)) una parametriza-
cion propia de un hipercirculo primitivo U con coeficientes en F. Sea I el ideal ho-
mogéneo de la curva racional normal de grado n en P(F)" dado por un conjunto de
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generadores homogéneos h1(§), ..., h(§), 1 = (Yo,---,Ya)- Sea Q € May1xar1(F)
la matriz del cambio de base de {qo(t),...,qa—1(t), N(t)} to {1,t,...,t%}. Sea

d d
Fi@) = hi | > Qujwyse sy Qujwy |, 1<i<m
j=0 j=0

Entonces {f1,..., fr} es un conjunto de generadores del ideal homogéneo de U.

Como consecuencia de este método de implicitacién, podemos concluir lo si-
guiente.

Proposicién 5.3. Sea U un hipercirculo e I el ideal de U, I posee un sistema de
generadores formado por ecuaciones cuadrdticas.

En particular, se sigue que todo hipercirculo es interseccién de cuddricas.

6. APLICACION AL PROBLEMA DE LA K-OPTIMALIDAD ALGEBRAICA

En esta seccion se muestra cémo se resuelve el problema de la K-optimalidad
algebraica de curvas racionales, a través de los hipercirculos. Es decir, si P(t) €
K(«)(t)™ es una parametrizacién racional propia de una curva racional C se plantea
el problema de determinar, si existe, un cambio lineal de parametro que transforme
la parametrizacién dada en otra parametrizacién, esta vez sobre K.

El problema de la K-optimalidad algebraica conlleva a su vez el estudio de

varios subproblemas: decidir si C es K-definible, decidir si C es K-parametrizable y
finalmente determinar u(t) € U(L(¢)) tal que P(u(t)) € K(¢)"™. En [1] se desarrolla
un método que asocia a la curva C otra variedad W, llamada variedad de descenso
de Weil, a través de la cual se puede obtener informacién sobre la K-definibilidad
y K-parametrizacién de C. Este desarrollo es similar al efectuado en [13] y es el
siguiente:
Definicién 6.1 (cf. [3] Definition 8). Sea P(t) = (1 (t),...,m(t)) € L(t)", una
parametrizacion propia de una curva afin C sobre F. Sustituyendo en P(t) t por
t =ty +tia+ - +tg_1a%t, donde {to,...,tq_1} son nuevas variables, y t =
to,...,tq—1, sea

_ fw(t) | fa(F) fia—1(t) 44
'S e T et
donde fij(LT)7 (5({) S K[to, Ce ,tdfl] Y mCd(fl,o(t_), ey fn,dfl(l?),é({)) =1. Sea
Y={teF|fi;(t)=0i=1,....,n,5=1,....d— 1} y A = {t e F¥|§(¢) =
0}. La variedad paramétrica de Weil asociada a la parametrizacion P(t) de C,
representada por Wp(P(t)), es la clausura de Zariski de Y \ A; i.e. Wp(P(t)) =

Y\A.

IS Y

ni(

Pues bien, Wp(P(t)) es una variedad que a lo sumo contiene una dnica com-
ponente de dimensién 1; en cuyo caso C es K-definibe. Es decir, C es K-definible
si y sélo si dim(Wp(P(t))) = 1. Sélo en el caso de que la curva sea K-definible
tiene sentido preguntarse si es K-parametrizable. Siendo asi, si U es la compo-
nente 1-dimensional de Wp(P(t)), entonces C es K-parametrizable si y sélo si U
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es un a-hipercirculo. En cuyo caso, si u(t) es una unidad asociada a U, entonces
Q(t) = P(u(t)) es una parametrizacion de C sobre K.

Finalmente, y como consecuencia de los resultados desarrollados en las seccio-
nes anteriores, se presenta el algoritmo de K-optimalidad algebraica para curvas
racionales. El esquema de actuacion es el siguiente. Sea P(t) € L(¢)™ una parame-
trizacién propia y C la curva que define. Primero se analiza la K-definibilidad de
C. Evidentemente, si C no es K-definible, entonces C no es K-parametrizable y el
proceso termina. Sea, pues, C una curva K-definible. A continuacién se calcula la
parametrizacién M(t) sobre L, en forma estdndar, de la componente unidimen-
sional Y. Esta parametrizacién se puede obtener parametrizando U a través de
un haz de hiperplanos (véase Proposicién 5.1), o basdndose en la K-normalizacién
de la inversa de P(t) (véase [12]). En esta situacién todo se reduce a determinar
si M(t) es un a-hipercirculo y obtener una unidad asociada; tarea que puede ser
ejecutada con el Algoritmo 5.1. Es interesante observar que, por construccién, la
parametrizacién M(t) estd en forma estdndar.

La principal objecién a estos métodos es que necesitan, en general, hallar un
punto con coordenadas racionales en la curva candidata a ser un hipercirculo. Se
puede pensar que buscar tal punto equivale en la préctica a resolver el problema
de encontrar una parametrizacién con coeficientes en K. Sin embrago, pensamos
que esto no es cierto, ya que los métodos presentados, reducen buscar puntos en
curvas hipercirculos, cuyo grado geométrico esta relacionado con el grado de la
extension algebraica en la que se esta trabajando. Se podria argumentar que una
aproximacién similar a Hilbert-Hurwitz ([5]) reduce, a través de una coleccién de
transformaciones birracionales costosas desde un punto de vista computacional,
el problema de encontrar un punto racional a buscar dicho punto en una cénica
plana. Sin embargo, nuestro método es, conceptualmente, mucho mas sencillo y
proporciona, en nuestra opinién un compromiso adecuado entre el nimero de ma-
nipulaciones realizadas sobre la curva original y el problema de decidir ( ges esta
curva un hipercirculo? ) para una curva relacionada con la extensién algebraica
que contiene a los coeficientes de la parametrizacién. Véase también [8].

Algoritmo 6.1 (K-Optimalidad Algebraica para Curvas Racionales).

INPUT: una parametrizacion racional propia P(t) € K(a)(t)", donde [K(«) :
K] =d, de una curva afin C C F™ distinta de una recta.

OUTPUT: decide si C es K-parametrizable y en caso afirmativo determina una
parametrizacion Q(t) € K(t)"™ de C.

1. [K-definibilidad] Decidir si C es K-definible. Si C no es K-definible devolver
“C no es K-definible”. En caso contrario calcular la parametrizacion M(t),
en forma estindar, de la componente unidimensional U de Wp(P(t)).

2. [Decisién sobre el a-hipercirculo] Aplicar el Algoritmo 5.1 para decidir si la
curvald definida porM(t) es un a-hipercirculo. Sild no es un a-hipercirculo
devolver ‘C es K-definible pero no es K-parametrizable”. En caso contrario
sea u(t) € U(L(t)) el output del Algoritmo 5.1; devolver Q(t) = P(u(t)) €
K(t)™.



MANUAL DE HIPERCIRCULOS 435

Se finaliza esta seccidn ilustrando el tltimo algoritmo con un par de ejemplos. En
el primero, se construye la variedad paramétrica de Weil y se parametriza a través
de haces de hiperplanos. En el segundo se efectia el analisis de la K-definibilidad
a través de la inversa de la parametrizacion.

Ejemplo 6.1 ([8] Section 7). Sea
4 3 4 4
C:(m(t),ng(t)):<6 2(2 2t 32t )a 21; _— 32to¢ : )
262 + (413 — 2)a + t* — 8t 6022 + (43 — 2)a + ¢4 — 8t

donde a es algebraico sobre Q de polinomio minimo x> + 2. Para el andlisis de la
K-definibilidad se determina la variedad paramétrica de Weil W. Para este ejemplo
las ecuaciones de VW son:

W = V(2t3ty — 4t5 + 3t3t3 + 2t3ty + 2tot3 + 2t3ty — t3ty + 6totit3, —6tit1ta +
ta 4 2tot? — Stot3 — 2tot3 + 2qts — A1t — 126313, 12433 — ot t3 + 6t5 — dtots —
ctito + A133 — Atot3, OtotIts — O3t — gty — 265ty + Otot ts — 2t5 + 13t — 2t3to —
2t0t3, 613113 + 126315 — t3t1 — 2t0t3te — 26313 + 8t1t3, 6133 + Atot1ts — 613 + 2totT —
2ctity + 4133 + Stots, 18tat + 36taty + 14t3ts + 32t5to + 12tot1t3 — 4t — Ttat; +
142ty + 14tt3, 6totita + 2totity + toty + 2t3t3 — 8tit3 + 12t5t, Mtitaty — 36tats —
A3ty — At3ta + 12t0t 13 — 4t5 + 213, — ATty — Atot3, 65 + 48155 — 36tato — 11t5t +
61+ 14ttota — 226312 4 64¢1t3, 3tito+6tot1ts +2tots +tit1ta — 203134 2tot3, 27t4t3 —
2Ttoty — Ot3t3 + 9oty — 2t3ta — 263t + 6lot 15 — 25 + 13t — 263ty — 2ot3, 6t51% +
125t — Stotats + 2t3, tot3ts + 2t5)

que es una variedad unidimensional. Para verificar si esta curva es o mo un «-
hipercirculo, siguiendo la Proposicion 5.1, parametrizamos W con el haz de hi-

perplanos to + oty + o’ty — t. Haciéndolo se obtiene la parametrizacion en forma
estdndar

P(t) =

(a? +2at +t3)t —1/2a2t3  —1/2at%(t + «)
3at 4+ a2 4 3t2 " 3at +a? + 3t27 3at +a? +3t2 )

También esta misma parametrizacion puede obtenerse a través de la inversa de
la parametrizacion (véase [10]). Entonces, se comprueba que la curva irreducible
definida por esta parametrizacion es de grado 3, y contiene al punto (0,0,0) que es
reqular. Ademds, es Q-definible, ya que es la unica componente 1-dimensional de
W (véase [1]), la cual es, por construccidn, una variedad Q-definible. Por tanto,
del Teorema 4.4 se sigue que es un a-hipercirculo.

Ast, a partir de esta parametrizacion, el Algoritmo 5.1 calcula una unidad
u(t) = 2t++«"’ asociada a (t). De esta manera, W es el hipercirculo asociado a u(t)
y C es parametrizable sobre Q. En particular, la parametrizacion de W asociada

2t2 —1 —t . : . :
a u(t) es (2t3+1, TERSE 2t3+1). Ademds, la unidad u(t) proporciona el cambio de

pardmetro que necesitamos para calcular una parametrizacion de C sobre el cuerpo
base (véase [1]), que resulta ser:
t+1 1
n(u) = (S ) < Q>

Ejemplo 6.2. Sean K=Q y L = Q(«), donde a es el nimero algebraico de poli-
nomio minimo x> —2. Sea C C C? la curva racional dada por la L-parametrizacion
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propia

(t) = (—t3 atd —a?t? —a?tP + 412 — 2at>
at)”  alt) q(t)

donde q(t) = t3 — 6 at? + 6 &>t — 4. El andlisis del hipercirculo se efectia a través

de la normalizacion de la inversa de P(t), segin [10]. De manera mds precisa, se

2
calcula primero la inversa de P(t), obteniendo M(Z) := 3. Y a continuacion
se halla su Q-normalizacién, que es —= ' 20 o4 Y2 02 Por tanto
) q 2y3+z3 2y3+z3 2y3+z3 . ’
Q@) _ 229> Qi@ _ _29¢° Qz) _ _y2?
Gy = 25505 RG] = 3508 R = 385 Como R(P(t)) # 0 se cons-

~ P P P -
truye M(t) = (%]((73(%)))7 %1((79(%)))7 %((73((5))))7 obteniéndose

M(t) = t2(t — ) a?t3 at(t? — 2at + a?)
312 — 3at + a2’ 2(3t2 — 3at + a?)’ 2(3t2 — 3at +a2) )’

Ahora se analiza si M(t) define un «-hipercirculo. Para ello, se aplica el Algo-

ritmo 5.1 que determina que lo es, siendo u(t) = 2 1q unidad asociada al

t+a
mismo; es decir M(u(t)) = ( 2 t—) Finalmente se calcula Q(t) =

=2t _2 _#
B2 B2 512

410 B0
Q-parametrizable.

P(u(t)) = (ﬁ7 i ) € Q(t)®. Por lo que se concluye que la curva es
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