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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es plantear y justificar la siguiente tesis: el mate-
mdtico espanol Julio Rey Pastor inici6 las ensefianzas de su citedra en Madrid
(1914-16) proponiendo un modelo de introduccion al andlisis matematico que
sigue la tradicion europea del “analisis algebraico” elemental, representada por
la obra Istituzioni di Analisi Algebrica (1909) de A. Capelli. La propuesta de
Rey Pastor moderniza la situacion vigente en Espana, influenciada por una
obra anterior y mas elemental, Elemente der Mathematik (1860) de R. Baltzer.
Los apuntes de Rey Pastor para sus primeros cursos evolucionaron dando
lugar a su primer libro de texto Elementos de Andlisis Algebraico (1917) que
recogié condensada la esencia elemental de dicha materia, y a otros posterio-
res Lecciones de Algebra (1924) y Teoria de las Funciones Reales (1925), que se
ampliaron en una linea mis especializada. Realizamos la descripcion y analisis
de este proceso y verificamos una estrecha correspondencia entre la obra de
Capelli y el conjunto de las tres citadas de Rey Pastor.

Palabras clave: Historia de las matematicas, Ensefianza de las matema-
ticas, Andlisis matemitico, Analisis algebraico, Algebra, Siglos XIX y XX,
Espana, Julio Rey Pastor.

The aim of this paper is to propose and justify the following thesis: the
Spanish mathematician Julio Rey Pastor began the teaching at Madrid
(1914-1916) proposing a model of the introduction in mathematical analy-
sis that follows the European tradition of the elementary “algebraic

1. Luis Espanol y M*. Angeles Martinez son los miembros del Grupo de Investigacion en Historia de las
Matematicas de la Universidad de La Rioja, en el que Yolima Alvarez y Claudia Vela estin realizando
el doctorado. Yolima Alvarez es miembro del grupo de investigacion en Ciencias Basicas de la
Universidad Distrital Francisco José de Caldas. Este articulo conjunto ha contado con una ayuda del
Instituto de Estudios Riojanos (IER, Consejerfa de Educacion, Cultura y Deporte del Gobierno de La
Rioja) en su convocatoria de 2009. Otros articulos seguirdn a éste como resultado de las investigacio-
nes realizadas por los autores gracias a la mencionada ayuda.
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analysis”, represented by the book Istituzioni di Analisi Algebrica (1909), by
A. Capelli. Rey Pastor’s proposal modernized the current situation in Spain,
influenced by an earlier and more elementary work, Elemente der
Mathematik (1860), by R. Baltzer. Rey Pastor’s lecture notes for his first cour-
ses evolved until his first textbook Elementos de Andlisis Algebraico (1917),
who collected in a condensed way the elementary essence of the matter, and
later Lecciones de Algebra (1924) and Teoria de las Funciones Reales (1925),
which were extended in a more specialized line. We describe and analyze
this process and verify a close correspondence between Capelli’s book and all
three written by Rey Pastor.

Keywords: History of mathematics, Mathematics education, mathemati-
cal analysis, algebraic analysis, algebra, XIX-XXth centuries, Spain, Julio Rey
Pastor.

1. INTRODUCCION

Julio Rey Pastor? es el representante en matematicas de una generacion
de cientificos que, bajo la direccion intelectual del filésofo José Ortega y
Gasset (1883-1955), se esforzaron por renovar la ciencia espanola emulando
a la europea. En esta corriente de renovacion se inscribe la creacion de la
JAE en 1907, que propici6 la salida a universidades europeas prestigiosas de
los jovenes cientificos mejor preparados. Rey Pastor se hizo matematico en
Zaragoza, en 1908, de donde pas6 a Madrid para realizar el doctorado, que
culminé en 1909. Dos anos después gané una catedra de Analisis Matematico
en la Universidad de Oviedo, a la que correspondian asignaturas de primer
y segundo curso en las carreras de Ciencias. En la universidad asturiana,
donde no habia Seccién de Exactas, solo ejercio el curso 1912-13, pues al
finalizar éste logro el traslado de su catedra a la Universidad Central de
Madrid, donde empez6 a impartir docencia el curso 1914-15. Antes habia
permanecido dos cursos en Alemania pensionado por la JAE, el 1911-12 en
Berlin y el 1913-14 en Gotinga, donde mejoré notablemente su formacion
bajo la influencia de prestigiosos matematicos alemanes. Con el bagaje de
ser el mejor matematico espanol, catedritico en Madrid a los 25 anos, y
formado en andlisis y geometria superior en las dos mejores universidades
europeas, Rey Pastor acometio la tarea renovadora que caracteriza a su
generacion durante aquellos anos, mientras Espafa permanecia al margen
de los enfrentamientos de la Primera Guerra Mundial.

2. Julio Rey Pastor (Logrono 1888 — Buenos Aires 1962). Para su biografia véase [Rios et al. 1979], o bien
[Millan 1988]. También los trabajos de varios autores en [Espanol (ed.) 1985, 1990].
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Las lecciones de sus primeros cursos en la Facultad de Ciencias de
Madrid fueron reproducidas con mimedgrafo como apuntes para los estu-
diantes. Sus titulos respectivos, abreviados’, son:

Resumen de las lecciones de andlisis matemditico (primer curso) 1914-15
Resumen de las lecciones de andlisis matemdtico (segundo curso) 1915-16

En lo sucesivo nos referiremos a estos apuntes con las abreviaturas
Resumen 1y Resumen 2 respectivamente, o bien escribiremos Restimenes para
referirnos a ambos volimenes, lo que haremos con frecuencia porque nuestro
proposito es resaltar su significado unitario. A partir de estos primeros textos
provisionales, publicé en imprenta, bajo su propia iniciativa editorial, tres
libros de texto de muy amplia difusion, que citamos por la fecha de su prime-
ra edicion y precedidos de las siglas que utilizaremos para referirnos a ellos':

(EAA) Elementos de Andlisis Algebraico, 1917.
(LA) Lecciones de dlgebra, 1924.
(TFR) Teoria de las funciones reales, 1925.

Todos ellos tuvieron numerosas reediciones y reimpresiones posterio-
res, como se describe en otros trabajos® que se han dedicado aisladamente
a cada uno de ellos.

Pero el objetivo de este articulo es resaltar que los tres se originaron en
un proyecto docente unico inspirado en la tradicién europea de libros de
texto de andlisis algebraico, lo que se aprecia de modo germinal en su pri-
meros apuntes antes citados, si bien su dilatada aparicion en el tiempo hizo
que terminaran siendo libros de aspecto independiente.

En las paginas que siguen dedicaremos un espacio (seccion 2) a senalar el
origen y el cuerpo doctrinal del andlisis algebraico en su enfoque educativo,
describiendo someramente los dos libros europeos que mis influyeron en el
desarrollo en Espana de esta tendencia. A continuacion (seccion 3) dibujaremos
el panorama de la ensenanza inicial del analisis matematico en la universidad
espanola de los primeros anos del siglo XX, lo que nos servird de contexto para
exponer (seccion 4) la forma en que Rey Pastor se sumo a la corriente europea
del analisis algebraico. Cerraremos el cuerpo central del articulo verificando
(seccion 5) que las obras de Rey Pastor que comentamos forman un conjunto

3. Referencia completa: [Rey Pastor 1914, 1916]. Hemos consultado los ejemplares de la biblioteca del
IER (Logrono), que fueron propiedad del catedratico D. Graciano Silvin Gonzilez (1874-1943), quien
fuera profesor de Rey Pastor en la Universidad de Zaragoza. La familia los doné por intermedio de
D®. Maria José Silvan, directora de la bilbioteca del IER hasta su reciente jubilacion.

4. Las referencias a las respectivas primeras ediciones son [Rey Pastor, 1917, 1924, 1925].

5. Para EAA véase [Espanol 1998al, para LA [Espanol 1998b] y para 7TFR [Espanol et al. 2006, 2008].
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equiparable al grueso volumen de Capelli. El articulo se cerrara con unas con-
clusiones (6), un apéndice (7) en el que se reproduce la presentacion de
Restimenes y las referencias (8) mencionadas a lo largo del texto.

2. EL ANALISIS ALGEBRAICO

La tradicion europea del andlisis algebraico se remonta al primer tomo de
Introductio in Analisin Infinitorum de Euler (1748), donde el genial suizo pre-
senta las funciones en cuanto son dadas por desarrollos en serie de potencias,
extension infinita de la expresion de los polinomios, a las que se aplica un
calculo formal algebraico y el dlgebra de los infinitesimales, con caracter previo
al estudio del célculo diferencial e integral y a la aplicacion de las funciones al
estudio de las curvas. Algebraico es también el enfoque que presenta Lagrange
en Théorie des functions analytiques (1797), usando series de potencias (desa-
rrollo de Taylor) pero no infinitesimales. Esta forma de entender el analisis sig-
nificaba una segunda etapa historica, tras la inicial que vinculaba el calculo con
la geometria. A pesar de sus diferencias de enfoque, Euler y Lagrange

... comparten un énfasis explicito en el caracter analitico o “algebrai-
co” del calculo diferencia e integral, lo mismo como una descripcion fun-
dacional que como un motivo para unificar las diferentes ramas del tema;
en la necesidad de separar el cidlculo de la geometria, pero continuando
con el cultivo de las aplicaciones geométricas y mecanicas; y en una
creencia en la generalidad como un objetivo primario de las matematicas.
[Fraser 1989, p. 319]

El modo de proceder de Euler calculando con funciones y series infini-
tas de modo puramente formal, sin preocupaciones por la convergencia,
distinguia entre las expresiones consideradas formalmente y sus valores
numéricos, aspecto que fue muy desarrollado por la escuela combinatoria
alemana durante los uGltimos anos del siglo XVIII y buena parte del siglo
XIX®, dando asi una interpretacion peculiar del analisis algebraico.

En la Escuela Politécnica de Paris, Cauchy reinterpreté esta forma de intro-
ducir el andlisis matematico en su Cours d’analyse. Premiere partie: Analyse
algébrique (1821), que es, como en Euler, un curso que precede a su Calcul
infinitesimal (1823). La primera parte del analisis algebraico de Cauchy trata,
principalmente, de limites y continuidad de las funciones reales y complejas, de
la convergencia y suma de las series y de los desarrollos en series de potencias
de las funciones elementales. Asi inicia Cauchy la etapa siguiente del calculo,
diferenciandose de los supuestos compartidos por Euler y Lagrange e iniciando

6. Véase [Jahnke 1993], donde se estudia la evolucion del analisis de la férmula del binomio y los traba-
jos en esta linea de C.F. Hindenburg y M. Ohm.
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el periodo de andlisis clasico en variable real y compleja’. También se incluyen
en el curso de Cauchy las funciones mis sencillas, los polinomios (“funciones
racionales enteras”), y con ellos la interpolacion y la resolucion de las ecuacio-
nes algebraicas, temas conocidos como de “dlgebra clasica”.

El desarrollo en serie de potencias de las funciones elementales, era el
objetivo principal del andlisis algebraico y por ello, desde el punto de vista
especializado, el analisis algebraico se concentraba en la variable compleja,
donde los desarrollos alcanzaban su mas perfecta expresion, de modo que
este tipo de andlisis aparece como antecedente de la teoria de las funciones
analiticas de Weierstrass:

En la primera mitad del siglo XVIII, un cierto nimero de geémetras se
aplicaron a establecer las propiedades de las funciones elementales con inde-
pendencia del cdlculo infinitesimal, haciendo uso de procedimientos mas
bien algebraicos. Mas tarde se dio el nombre de Andlisis Algebraico al cuerpo
de doctrina asi constituido fuera del andlisis infinitesimal.

El empleo de los métodos algebraicos en el estudio de las funciones
elementales tuvo como consecuencia no sélo proporcionar nuevas formas
de desarrollo de estas funciones (tales como su desarrollo en producto
infinito o en fraccién continua), ajenos al andlisis infinitesimal, sino tam-
bién y sobre todo introducir sistemdticamente, en el estudio de las funcio-
nes, las cantidades imaginarias.

Bajo el nombre de Andlisis algebraico se puede comprender, todavia
hoy, el estudio de los algoritmos ilimitados de nimeros reales o complejos
y el de los métodos especiales que permiten representar con ayuda de
series, productos infinitos o fracciones continuas, las funciones elementa-
les. [Pringsheim et al. 1992, pp. 1, 4.]

En el articulo citado de la Enciclopedia Teubner, Pringsheim y Faber
ponen el énfasis en explicar el desarrollo del tema a lo largo del siglo XIX
en el caso general de variable compleja, dejando que las funciones reales
aparezcan solo como casos particulares®.

Analisis algebraico elemental

Pero este enfoque tuvo también un desarrollo en diversos niveles educa-
tivos elementales, en los que el alcance maximo del analisis algebraico queda-
ba disminuido. El analisis algebraico elemental inspiré el ntcleo de la

7. En [Fraser 1989] el autor senala y argumenta la radicalidad del corte que Cauchy significa frente a
Euler-Lagrange.

8. La version francesa de este articulo, realizada por J. Molk, es de 1911 y el original alemdn de
Pringsheim y Faber se publico en 1908. El articulo forma parte del volumen dedicado a funciones de
variable compleja.
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formacion inicial en matematicas preconizada en la reforma educativa disena-
da en Prusia por Humboldt, y fue desarrollado durante la primera mitad del
XIX por la llamada escuela combinatoria. Bajo esta tendencia, el andlisis alge-
braico se convirtié en el nicleo de la ensenanza escolar, ya que se consideraba
como un modelo elemental de las matematicas puras y estaba en completa
armonia con el propésito educativo de la mencionada reforma. Hacia media-
dos del siglo XIX el movimiento combinatorio aleman reconocio la necesidad
de asumir los puntos de vista y los contenidos de Cauchy, asi que la conver-
gencia de las series se fue introduciendo en la ensenanza’. Los textos de (o
con) andlisis algebraico se fueron reconfigurando en un relacion dialéctica
entre la coherencia sistémica de la materia y las necesidades impuestas por los
programas de ensenanza, obligados a administrar y priorizar las materias a
impartir en el tiempo disponible, incorporando, en la medida de lo posible, las
novedades matematicas de cada tiempo. Particularmente significativo fue, en
la segunda mitad del siglo XIX, el proceso de aritmetizacion de las matemati-
cas. En este modelo fue jugando un papel metédico clave la ampliacion de
los sistemas numéricos, sobre lo cual Janhke escribe:

Mas tarde, las progresivas extensiones de los sistemas de nimeros
siguiendo el principio de permanencia de las operaciones algebraicas se
convirtieron en el centro de todos los programas de tipo aritmético alge-
braico. [Jahnke 1993, p. 281]

El “principio de permanencia de las operaciones algebraicas” (o “de las
leyes formales de la aritmética”, como también se dice) fue establecido por
Hankel en 1867, como consecuencia de su reflexion sobre los trabajos de
Hamilton sobre los complejos y los cuaternios. Hankel reclamaba con valor
de “principio” que al seguir el procedimiento genético de obtener sucesivos
sistemas de nimeros, la nueva definicion de nimero y sus operaciones con-
tenia a la anterior como caso particular, y mantenia la validez de las propie-
dades (asociativa, conmutativa, etc.) que satisfacen las operaciones (asi
sucedia de los naturales a los complejos, pero ya no con los cuaternios).
Hankel sostenia que estas leyes tenian un caracter “formal” y el principio de
su mantenimiento podia verse también como la concordancia entre los pro-
cedimientos formales del cidlculo con nimeros y la realidad concreta a la
que esos calculos se aplicaban'.

9. Segun [Pringsheim, Faber 1992] el libro de andlisis algebraico [Schlomilch, 1845] tuvo mucha influen-
cia en la asimilacion de Cauchy por la escuela combinatoria alemana.

10. Hermann Hankel (1839-1873). La referencia es [Hankel 1867].

11. Este aspecto formal resaltado por Hankel, al igual que Boole, Peackok, Hamilton y otros que aprecia-
ron el significado de los calculos seguin reglas con independencia de los objetos a que los cdlculos se
refieren, marca un camino hacia la definicion axiomdtica de las estructuras algebraicas.
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Se consideraba altamente educativo comprender este proceso de exten-
sion de los nimeros, bajo el control del principio de permanencia, a la vez
que utilizarlo de modo que cada nuevo sistema permitia resolver nuevas
ecuaciones mediante un nuevo tipo de “operacion inversa”. Un curso o
libro de este tenor consistia en abordar, organizados de un modo otro, estos
dos asuntos: A) La definicion progresiva de los nimeros y sus operaciones,
de los naturales hasta los reales en un principio y mas tarde hasta los com-
plejos. B) La exposicion de los temas basicos del andlisis algrebraico, colo-
cados todos ellos después de los nimeros o diseminados a lo largo de este
recorrido genético, colocando después de cada tipo de nimero los temas
que le son propios.

Completaremos este apartado describiendo el contenido de dos obras
europeas de amplia difusion que siguen el esquema del anilisis algebraico
y tuvieron influencia en Espana.

Baltzer: Die Elemente der Mathematik

La obra del aleman Baltzer™ es la mas antigua de las dos que vamos a
comentar. Se publicé en 1860 y tuvo siete ediciones alemanas, la Gltima de
1885. Ejercio influencia en Italia a través de la traduccion que hizo Cremona®,
y también en Espana una década después. La traduccion al castellano,
Elementos de Matematicas, tuvo formato de bolsillo y se dividié en cinco
volimenes (el original tenia dos) que se fueron publicando entre 1879 y
1881 con estos titulos: Aritmética vulgar, Aritmética universal, Algebra,
Geometria, Trigonometria. Se utilizé como libro de texto en institutos de
ensefanza secundaria y en la Institucion Libre de Ensefianza'. El primer
tomo es demasiado elemental, desde luego pensado para una etapa ante-
rior a la universitaria. En el prologo a la traduccion espanola escribia
Echegaray":

. a pesar de la modestia de su porte y de las materias elementales
que trata, es libro de verdadero mérito y de indiscutible utilidad, que
puede prestar, a no dudarlo, grandes servicios en la ensenanza... es una
gimnasia del espiritu, util y provechosa al mismo tiempo. [Baltzer 1879-81,
v. 1, pp. vi-viil

12. [Baltzer 1860]. Richard Baltzer (1818-1887) ya habia alcanzado notoriedad en 1857 con una obra
sobre determinantes.

13. [Baltzer 1865-68]. Version italiana realizada por Luigi Cremona (1830-1903) a partir de la segunda
edicion alemana.

14. [Baltzer 1879-81]. Los volimenes de contenido mas elemental, 1, 4 y 5, se tradujeron de la quinta
edicion alemana de 1875, y el 2 y el 3 de la sexta de 1879. Los volimenes 2, 3 y 4 aparecieron en
1880 y el ultimo en 1881. Vedse [Nunez, Servat 1988] y [Milllin 1991].

15. José Echegaray (1832-1916), para su biografia véase [Sinchez Ron 1990].
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Se entendia por aritmética “vulgar” el estudio de los nimeros basado
en su representacion decimal, comprendiendo a los nimeros naturales y los
racionales, con la divisivilidad elemental (maximo comun divisor y minimo
comun multiplo), la regla de tres y los repartos proporcionales.

El contenido de andlisis algebraico propiamente dicho lo forman los
volimenes segundo y tercero, cuyo desglose en “libros” aparece en la
Tabla 1.

TaBLA 1.
ANALISIS ALGEBRAICO EN EL LIBRO DE BALTZER

Las cuatro especies del cilculo literal

Aritmética Universal La potencia, la raiz, el logaritmo y la progresion geométrica

El binomio, la combinatoria y sus aplicaciones

Las fracciones continuas, y las series, exponencial, bindmica y logaritmica.

Las ecuaciones en general y las funciones y ecuaciones cuadraticas en particular
Las ecuaciones cuibicas y bicuadriticas, las numéricas y las indeterminadas.
Teoria de las funciones algébricas.

Algebra

La aritmética “universal” da un paso en abstraccion respecto a la “vulgar”,
estudia los diferentes sistemas de nimeros, hasta los complejos, con indepen-
dencia de su representacion en un sistema de numeracion, usando el calculo
literal; es un estadio mas general y apropiado para el inicio de la ensenanza
universitaria. Sobre ella escribia Echegaray en un segundo prélogo:

. un tratado de Aritmética universal, es decir, una Aritmética a la
cual se aplica el algoritmo ordinario del Algebra, y que comprende el
estudio de las principales propiedades de los nimeros y de sus combina-
ciones y formas; pero son numeros representados por letras y propieda-
des numéricas representadas por formulas algebraicas.

... las letras representan nimeros enteros o fraccionarios, conmensu-
rables o inconmensurables, reales o imaginarios (complejos); pero nime-
ros, al fin, en un riguroso sentido. Y por esto excluye de ella las teorias en
que los signos... representan otras [operaciones] distintas y de orden
superior... Ejemplo de ello, ... la admirable creacién de Hamilton, es

Es digno de ser destacado, como apunta Echegaray, el caricter formal de
la exposicion que Baltzer hace de los nimeros. No menciona expresamente
de qué numeros se trata, tampoco introduce definiciones especificas por un
“método genético” explicito, sino que va exponiendo las operaciones basicas,
suma, producto y potencia con expresiones formadas por letras (polinomios)
y los nimeros mas generales (negativos, racionales, etc.) van apareciendo a
medida que considera las operaciones inversas de las tres badsicas anteriores;
todo ello porque las propiedades formales de la aritmética valen para todos los
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nimeros, como dirfa Hankel, que no es mencionado en la obra. El punto mas
delicado en este proceso es la introduccion de los nimeros irracionales, que
solventa con una idea de aproximacion indefinida a través de la expresion
decimal de los ntimeros. Ademas de la introduccion de los nimeros, en el
volumen segundo se exponen temas basicos de aritmética, dlgebra y andlisis,
los que indican los titulos de los “libros” que forman el volumen (ver Tabla 1)
y ademas teoria de nimeros basica (congruencias etc.), aritmética mercantil,
determinantes, nimeros figurados y probabilidades.

El volumen tercero se dedica al dlgebra entendida al modo clasico
como resolucion de ecuaciones, el traductor Jiménez' lo expecifica en el
prologo a este volumen:

El Algebra, segin Baltzer, es la Teoria de las funciones algebraicas,
caso particular de la Teoria de las funciones o del Andlisis,... el objeto del
Algebra es la Resolucion de las ecuaciones algebraicas. [Baltzer 1979-81,

v. 3, p. viii]

Este volumen se inicia con una insistencia en la idea de los irracionales,
esta vez como razon de cantidades inconmensurables a la manera euclidea,
seguida de nociones intuitivas de funcion, continuidad y derivada (cociente
incremental), para entrar enseguida en la resolucion de ecuaciones algebrai-
cas, mas a través de ejemplos que de métodos generales. El dltimo capitulo,
que el autor califica como “andlisis algebraica, o sea teoria de las funciones”,
es algo mas tedrico; trata sobre polinomios de una variable, interpolacion,
descomposicion de una fraccion racional y resolucion numérica de
ecuaciones (teorema de Sturm, de Cauchy sobre los ceros contenidos en un
recinto plano, de Gauss o teorema fundamental del algebra). Termina con
una mencion al método de Griffe y a la resultante por el método de Euler.

Capelli: Instituzioni di Analisi Algebrica

Se encuentran diseminadas por la notas que cierran los capitulos de los
Restimenes gran cantidad de citas bibliograficas que indican las referencias
utilizadas por el autor y las recomendaciones que hace para estudios mis
avanzados. Entre ellas las hay especificas para ciertos temas, pero también
otras dirigen a “tratados” de contenido muy extenso que son citados fre-
cuentemente, entre ellos varios de andlisis algebraico':

16.  Eulogio Jiménez (1834-1884), matemdtico vinculado a la Institucion Libre de Ensenanza.

17. Remitiendo para su estudio a la memoria de [Encke 1879], lo que aprovechan los traductores para
indicar en una nota que estaba “traducida al castellano, y explicada ain mds” por el astronomo
Miguel Merino y Melchor (1831-1905).

18. Los tres aparecen citados en articulos de la Enciclopedia Teubner dedicados a algoritmos indefinidos
y andlisis algebraico. Esta pudo ser la fuente usada por Rey Pastor para seleccionar sus obras de
referencia.
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Cesaro, E., Corso di Analisi Algebrica, 1894.
Burkhardt, H., Algebraishe Analysis, 1908.
Capelli, A., Istituzioni di Analisi Algebrica, 1909.

Estos libros presentan un nivel superior al de Baltzer, a cuya traduccion
italiana Cesaro remite para evitar ocuparse de las cuestiones mas elementa-
les. Entre las mejoras que incorporan se encuentra una presentacion muy
clara del método genético de ampliacion de los sistemas de nimeros respe-
tando el principio de Hankel, incorporando la construccion aritmética de
los reales por cortaduras (Dedekind) o sucesiones convergentes (Cantor,
Meray). Por otra parte, la exposicion de los diversos capitulos de las mate-
maticas se va escalonando a lo largo del libro, intercalando temas entre los
diferentes sistemas de nimeros, segin un criterio en parte pedagogico y en
parte sistemdtico que cada autor hace mas o menos explicito. El libro de
Burkhardt es un representante genuino de la construccion de los sistemas
de nimeros por el método genético, pero ofrece poco contenido matemati-
co complementario en sus doscientas paginas. El de Cesaro es un libro de
contenido mas amplio, surgido de los cursos impartidos por el autor en
Niépoles entre 1886 y 1891. Sobre el programa dice el autor que es “sabia-
mente ecléctico” pero “desgraciadamente demasiado diverso” por las exi-
gencias de la ordenacion de los estudios de matematicas. Es muy frecuente
en este periodo, en torno a 1900, que los autores se quejen del desajuste
entre lo que seria un libro sistematicamente organizado desde el punto de
vista de la materia y, por otra parte, el contenido de los cursos a impartir
que viene obligado por los planes oficiales. Quizas por ello, por ser libros
ajustados a cursos con programas limitados, ambos traten los desarrollos de
las funciones elementales en variable real.

Pero la obra citada de Capelli”, la mas moderna de las tres, pertene-
ciente ya al siglo XX, es la mas adecuada para apreciar la evolucion del
andlisis algebraico en el inicio de la ensenanza universitaria, y también nos
interesa porque tuvo mayor influencia que las otras en la forja de la version
del analisis algebraico que ensend Rey Pastor. El Andlisis algebraico de
Capelli, un grueso volumen de casi mil paginas, consta de veintidés capitu-
los, cuyos titulos vamos a presentar en la Tabla 2 agrupados (por nosotros,
no por el autor) en cuatro partes y resaltando en negrita para cada una de
ellas un rétulo que indica el sistema de nimeros que la determina (el pri-
mero se refiere al nimero natural). Pretendemos asi resaltar claramente la
existencia de un criterio para escalonar el contenido matematico a medida
que se van poniendo en circulacion los sistemas de nimeros.

19. [Capelli 1909]. Esta obra tuvo una edicién menos completa en 1902. A. Capelli (1855-1910). Estudié
en Roma en 1877 y completo su formacion en Berlin, donde recibi6 la influencia de Kronecker y
Weierstrass. En 1881 es nombrado profesor de andlisis algebraico de la Universidad de Palermo. Fue
especialista en teorfa de las formas y ecuaciones algebraicas.
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TABLA 2.

iNDICE DEL LIBRO DE CAPELLL

Método genético Temas propios

1. Génesis combinatoria de
la aritmética e introduccion
al célculo literal.

I1. Divisibilidad y propiedades elementales de los nimeros naturales.
III. Elementos de andlisis combinatorio.

V. Aplicaciones de los ntimeros racionales. VI. Teoria de los determinantes
IV. Operaciones con y su aplicacion en la resolucion de problemas algebraicos de primer grado.
nimeros racionales. VII. Elementos del cilculo de las funciones racionales enteras. VIII.
Divisibilidad de las funciones enteras de una o mas variables.

X. Series de términos reales - Fracciones continuas infinitas. XI. Continuidad
IX. Operaciones con los y derivabilidad de las funciones de variables reales. XII. Las funciones trigo-
nimeros reales. nométricas. XIII. Propiedades generales de las ecuaciones con coeficientes
reales. XIV. Resolucién numérica de las ecuaciones.

XVI. Series de potencias enteras y positivas de una variable. XVIL. Las fun-
ciones elipticas. XVIII. De las raices de la ecuacién de grado n. XIX. Teoria
XV. Operaciones con general de la divisibilidad y de la eliminacion. XX. Transformacion de las
nimeros complejos. ecuaciones. Resolucion general de las ecuaciones de los cuatro primeros
grados. XXI. Principios de la teoria de los irracionales algebraicos. XXII.
Transformacion lineal de las formas algebraicas. Invariantes y covariantes.

Capelli llega a exponer los desarrollos en serie de potencias de las fun-
ciones trascendentes elementales en variable real, que es el objetivo estan-
dar del andlisis algebraico tradicional, pero en la introduccién de su obra
expone una concepcion del andlisis algebraico algo distinta:

Se define por andlisis algebraico la rama del anilisis matematico que tiene
por objeto el estudio de las funciones algebraicas. [Capelli 1909, p. xil

El autor italiano entiende las funciones algebraicas en sus términos mas
generales, como explica en la misma pagina del libro; para una variable, son
las funciones implicitas y=f{x) que resultan de una ecuacion F(x,))=0, donde
F(x,)) es un polinomio en dos variables®. Pero sucede que el estudio de estas
funciones con toda generalidad entra en los dominios del analisis superior,
incluso de variable compleja, de modo que los libros dirigidos a la ensenanza
de los dos primeros cursos universitarios, como los antes citados, reducen
también el alcance tedrico del anlisis algebraico asi concebido, limitindose al
estudio de las funciones algebraicas mas sencillas, los polinomios.

3. LA SITUACION EN ESPANA

Para los fines de este articulo basta considerar la Gltima parte del siglo
XIX, pasada ya la Ley Moyano (1857) que cre6 las Facultades de Ciencias

20. A partir de una ecuacion polinomial de la forma F(xz,x2,...,5,,))=0 surgen las funciones algebraicas
de varias variables.
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(Exactas, Fisicas y Naturales), y los primeros anos del XX*. En la reforma
de planes de estudios 1866 (del Ministro de Fomento Manuel de Orovio)
se consolidé una situacion que venia de anos anteriores, en la que para
ser Bachiller en Ciencias se estudiaba, entre otras materias, una asignatura
de Complementos de Algebra, Geometria y Trigonometria en primer curso
y otra de Geometria Analitica en segundo. Luego, para ser Licenciado en
Ciencias Fisico-Matematicas se cursaban en un primer curso (tercero en el
computo total) Calculo Diferencial e Integral y Geometria Descriptiva,
ademas de Fisica etc. Todas estas asignaturas tenian clase diaria, al igual
que la Mecanica Racional de segundo de Licenciatura (cuarto en el com-
puto total) que culminaba la formacion tedrica del licenciado. En este
esquema, el contenido de andlisis algebraico elemental estaba en el
Complemento de Algebra, previo al estudio del cilculo infinitesimal®. La
reforma de Orovio planteaba que los primeros anos de los estudios de
Ciencias Fisico-Matematicas fueran los de acceso a las ingenierias, que
perdian asi independencia en la formacién de sus profesionales; los inge-
nieros protestaron, liderados por los de Caminos, reclamando para ellos
mismos la formacion en la matematica de aplicacion y, por otra parte, que
en la Facultad se elevara el nivel tedrico, lo que suponian innecesario para
los ingenieros. En esta linea argumental se expresaba un articulo publicado
sin firma en la Revista de Obras Publicas, en el que su autor consideraba® insu-
ficiente el Complemento de Algebra y reclamaba la presencia en nuestros
centros superiores de cursos de algebra (parte del analisis algebraico) como
los que Serret impartia en la Sorbona, en los que se explicaran, ademas de los
temas mas elementales de la resolucion de ecuaciones que en nuestro pais se
ensenaban, otros como las congruencias, la teoria de los determinantes y un
asomarse a la teoria de Galois, aspecto de dlgebra superior que ya quedaria
fuera del marco del andlisis agebraico. En esa fecha el libro de Serret andaba
por su tercera edicion y se estaban traduciendo en TItalia los Elemente de
Baltzer, libro que avanzaba en la direccion propuesta, pues el autor reconoce
el influjo de Serret en la parte relativa a la resolucion de ecuaciones (anterior a
la teorfa de Galois), aunque la obra del francés tiene mayor nivel que la del
aleman. Estas criticas de 1866 no surtieron efecto hasta la reforma de 1887, en
la que la asignatura antes citada desaparecio surgiendo dos llamadas Analisis
Matematico 1°y 2°, con el mismo contenido de dlgebra y trigonometria que la
desaparecida®. El contenido de las nuevas asignaturas antes citadas, segin el
decreto de creacion de las catedras correspondientes, debia ser el siguiente:

21. La evolucion de la ensenanza universitaria de las matematicas, programas, textos y profesores, desde
principios del siglo XIX, puede verse en [Outerelo 2009].

22, Textos de referencia para estas materia y época son, entre otros, los bien conocidos de Juan Cortazar
y Abasolo (1809-1873). Formado en los anos treinta como ingeniero de caminos en Paris y, a su
regreso a Espana, influyente catedritico de matematicas los anos centrales del siglo.

23. Véase una amplia cita en [Garma 1988, p. 125].
24. El cambio de nombre sin cambiar el contenido se explica por la ambigiiedad mantenida en la época

entre los significados de los términos “dlgebra” y “analisis”, que se mantuvo hasta entrado el presente
siglo. Ver por ejemplo la relacion de planes y textos en [Lusa 1994].
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El primer curso comprendera las teorias de Aritmética, no explicadas
en la segunda ensenanza; el dlgebra elemental en toda su extension y la
trigonometria rectilinea y esférica con el andlisis de las funciones
circulares.

Comprendera el segundo curso el Algebra superior con la teoria
general de ecuaciones y la introduccion al estudio de las teorias modernas
del algebra®.

Se observa la similitud de este programa general con el contenido del libro
de Baltzer antes descrito, en lo que se refiere a analisis algebraico mas trigono-
metria. Las asignaturas eran comunes a las tres Secciones de las Facultades de
Ciencias, lo que anadia un componente de necesidades docentes heterogéneas.

Los primeros catedraticos que impartieron en Madrid dichas asignaturas
fueron Monreal y Ruiz de Salazar, a los que siguieron Andrés y Villafane, incor-
poriandose en 1898, procedente de Zaragoza, el mis joven Octavio de Toledo®,
de edad similar a Marzal, quien protagonizo el cambio de siglo en Barcelona?”.

Llegamos asi a la famosa reforma general educativa de 1900, a cargo
del ministro Garcia Alix. Afect6 a la universidad y, en particular, al plan de
estudios de matematicas (Seccién de Exactas en las Facultades de Ciencias),
en el que no se modernizaron los estudios de andlisis matemadtico, perma-
neciendo las tres asignaturas sucesivas en los tres primeros cursos: Andlisis
Matematico 1°, Analisis Matematico 2°, Elementos de Calculo Infinitesimal.
La licenciatura constaba de cuatro anos, pero en cuarto no se ampliaba el
estudio del andlisis, sino que se aplicaba lo aprendido a la asignatura
Mecdnica Racional®. Este plan recibié también numerosas criticas, esta vez
desde el propio campo de las matematicas, que reclamaban la incorpora-
cion de mas andlisis y su aplicacion a la geometria®. Cuando arranco este
plan en Madrid, el catedratico de Andlisis Matematico 1° era Octavio de
Toledo, y Villafane el de Analisis Matematico 2°, mientras que Irueste impar-
tia Elementos de Cilculo Infinitesimal.

La mejor manera de entender lo que significaba la somera descripcion
oficial de las asignaturas es consultar los manuales o programas de los

25. Real Decreto de 30 de noviembre de 1877, Gaceta de 1 de diciembre.

20. Vease Outerelo [2009], donde hay sucintas biografias de Agustin Monreal y Garcia (1824-1889), Emilio
Ruiz de Salazar y Usategui (1843-1895), José Maria Villafane y Vinals (1830-1915) y Luis Octavio de
Toledo y Zulueta (1857-1934). Para Villafane véase también [Llombart, Lorenzo, 2001], para Octavio
de Toledo [Peralta 2005].

27. Miguel Marzal y Bertomeu (1856-1915), catedratico de Analisis Matematico, primero en la Universidad
de Valencia y luego en la de Barcelona.

28. Este plan de estudios ofrecia también una secuencia de cuatro Geometrias sucesivas mayoritariamen-
te sintéticas, tres de matemadtica pura con un remate de aplicada: Métrica, Analitica, de la Posicién
(proyectiva) y Descriptiva. Finalmente el tercer vial lo formaban asignaturas de formacion cientifica:
Qimica, Fisica, Cosmografia y Astronomia.

29. El paladin de esta critica fue Zoel Garcia de Galdeano (1846-1924), al que emul6 su discipulo Rey
Pastor. Véase su biografia en [Hormigén 1983, 2004].
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profesores. Bien significativo es el libro que producia Marzal en Barcelona,
tiel seguidor de Baltzer, con alguna adicion y mejora®*. Su colega en Madrid,
Octavio de Toledo, también en la linea de Baltzer, edité en 1900 su progra-
ma® para la asignatura Analisis Matematico 1° y mas tarde publicé libros de
texto®. De modo que la obra del aleman, traducida al castellano el ano 1878
y siguientes, era una clara referencia para los profesores (Madrid y
Barcelona) de las asignaturas que nos ocupan en la parte final del siglo XIX
y primeros anos del XX. Fl resultado de la presion critica a favor de mas
andlisis matematico ejercida desde el inicio del nuevo siglo fue el paulatino
aumento de horas dedicadas a esta materia. En 1909 se paso a la Geometria
Métrica (de primer curso) el contenido de trigonometria, lo que permitio
desplazar al Andlisis Matematico 2° algo de cdlculo diferencial de varias
variables, perdiendo asi en parte su caricter exclusivo de “andlisis algebrai-
co”, igual que hemos visto en los libros adaptados a la ensenanza de Baltzer
y de Capelli.

Con esta tradicion entroncaron los Resumenes de Rey Pastor, llegado a
Madrid en 1913 para sustituir al jubilado Villafafe. Desde su creacion en
1909 se encargaba de Complementos de Cilculo Infinitesimal José Ruiz-
Castizo, el catedratico de Mecanica Racional, que compartié la asignatura
con Rey Pastor una vez que en 1915 la nueva asignatura aument6 una hora
semanal de clase. Cuando en 1918 se jubilo Irueste, el encargo de Elementos
de Cilculo Infinitesimal pasé a Rey Pastor®; que de este modo expandia su
tarea docente en la direccion del andlisis superior, sin llegar, como era su
ferviente deseo, a la asignatura de andlisis el doctorado, que tenia acumula-
da Octavio de Toledo. En el periodo 1914-20 hubo una clara competencia
entre los dos catedriticos de andlisis matematico, separados por treinta anos
de edad, tanto en el ambito académico cuanto en el de la produccion de
libros de texto®.

4. LOS RESUMENES DE REY PASTOR

La costumbre que tenian los catedriticos responsables de cada una de
las asignaturas Analisis Matematico 1°y 2° de turnarse en la imparticion de

30. Marzal empez6 como luego haria Rey Pastor, con unos Restimenes de las lecciones de... litografiados
en varios volimenes, pero no llegd a sacar a imprenta su anunciado “tratado de analisis matematico”.
El esquema de su obra era: para primer curso, en tres voliimenes, Algebra universal (I Calculatoria, IT
Combinatoria), Algebra elemental, Trigonometria rectilinea y esférica; para el segundo curso otros
tres: Teoria de funciones, Teoria general de ecuaciones, Teorfa elemental de las formas algébricas.
Publicé su obra en varias ediciones entre 1893 y 1910.

31. [Octavio de Toledo 1900]. El programa constaba de 48 lecciones de andlisis algebraico mas 12 de tri-
gonometria.

32. Véase [Peralta 2005].

33.  No por mucho tiempo, pues marché a Buenos Aires en 1921.

34, Véase [Espanol 2006].
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ambas, de modo que cada profesor ensenaba los dos primeros cursos a un
mismo grupo de estudiantes, permitié a Rey Pastor que, aunque su catedra
especifica era la de primer curso, que ensené en 1914-15, pasara a impartir
el segundo en 1915-16. Esta es una buena razon para considerar conjunta-
mente los dos Restimenes, pues tienen una unidad que ha de articularse en
dos cursos segun la secuencia marcada por el plan de estudios vigente, que
era el promulgado en 1900 por el ministro Garcia Alix, con la trigonometria
segregada desde 1909.

En los apuntes del primer curso no aparecieron los algoritmos indefini-
dos (limites, series y fracciones continuas) que eran parte natural del curso.
Estos temas encabezaron los apuntes del segundo curso, con esta explica-
cion del autor:

El plan primitivo de este curso comprendia la aritmética universal completa,
es decir, incluso los algoritmos indefinidos mas importantes: series, produc-
tos infinitos, fracciones continuas infinitas y determinantes infinitos. La bre-
vedad extraordinaria de este ano académico nos ha obligado a suprimir esta
parte, con la cual comenzaremos el segundo curso antes de entrar en la
teorfa de funciones. [Rey Pastor, 1914, p. 423]

Los Restimenes tienen desde el principio la estructura en cuatro partes
propia del esquema del andlisis algebraico, que Rey Pastor elabora con una
sistemdtica muy rigurosa en la linea de Capelli. En cada parte, explicitamente
rotulada, define el nimero que toca (natural, racional, real y complejo)®, las
operaciones que pueden hacerse con ellos y las propiedades que tienen
estas operaciones, insistiendo en cada ampliacion del sistema en el “princi-
pio de permanencia de las leyes formales de la aritmética”. Introducido el
nimero y su operativa, pasa a desarrollar en cada parte aquellos temas de
la matematica que le son propios. El conjunto unificado de los dos Resuimenes
queda reflejado en la Tabla 3, en el que los nimeros romanos indican los
capitulos de cada uno de ellos en su columna respectiva. Completaremos
después esta tabla con otra, Tabla 4, que describe el contenido con mas
detalle. En la columna derecha queda indicada la obra posterior en la que
se desarrollaron los temas de los Resumenes, a las que nos referiremos en la
seccion siguiente.

35. Rey Pastor no considera el nimero entero porque introduce los negativos a la vez que las fracciones
y en toda la primera parte la resta y la division s6lo se hacen cuando es posible; esto era frecuente en
libros de principios del siglo XX. De este modo, situada en los nimeros naturales la divisibilidad
pierde elegancia, sobre todo en las cuestiones asociadas a la férmula de Bezout.
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TaABLA 3.
Los RESUMENES DE REY PASTOR

Resumen 1 Resumen 2 Libros

Parte Primera: El nimero natural

I.-Fundamentos de la aritmética

II.-Teorfa de la divisibilidad numérica EAA

III.—Combinatoria

Parte Segunda: El nimero racional

I.-Operaciones elementales y fracciones continuas

II.—Funcién racional EAA

1II.—Algoritmo de los determinantes

Parte Tercera: El nimero real

I.-Operaciones elementales EAA
I.—Algoritmos indefinidos EAA
II.-Funciones de variable real TFR

Parte Cuarta: El nimero complejo

I.-Operaciones elementales EAA
III.—Funciones de variable compleja EAA/LA
IV.—Algebra IA

En el primer resumen los capitulos estin numerados internamente a
cada parte, mientras que en el segundo hay un orden general para toda la
obra. El Resumen 1 estd mas matizado en su division interna que el Resumen
2, pues ambos tienen un numero similar de paginas (430, 412 respectiva-
mente). Estas caracteristicas reflejan la urgencia con que el autor realizaba
estos apuntes, pero no merman claridad a su diseno educativo. En la tabla
siguiente vamos a sintetizar de modo mas libre y amplio su contenido:

TABIA 4.
EL CONTENIDO DE LOS RESUMENES

Método genético

Temas propios

Niimeros naturales

Rey Pastor define los nimeros naturales a partir de
la coordinacién (correspondencia biyectiva) de
conjuntos finitos, y las operaciones con ellos
mediante la suma y el producto de conjuntos.

Sistemas de numeracion.
Divisibilidad y congruencias.
Ecuaciones diofinticas lineales.
Combinatoria.

Grupos de sustituciones.

Numeros racionales

Definidos mediante fracciones (positivos) y frac-
ciones con signo (negativos), introduciendo la
igualdad (equivalencia) entre las mismas. Luego se
definen las operaciones con independencia de la
fraccion representante del nimero racional.

Fracciones continuas. Polinomios y sus derivadas
(formales). Férmula de Taylor. Interpolacion.
Divisibilidad de polinomios de una variable.
Determinantes. Sistemas lineales
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Numeros reales

Definidos mediante pares de sucesiones conver-
gentes de nidmeros racionales, lo que exige un
criterio de igualdad (equivalencia) entre ellos,
para establecer esta igualdad utiliza las cortaduras
de nimeros racionales.

Raices. Potencias. Logaritmos. Limites. Series.
Fracciones decimales indefinidas.

Fracciones continuas indefinidas

Funciones de variable real (una y varias variables).
Continuidad y derivadas. Férmula de Taylor.
Series de funciones. Desarrollo de funciones en
serie de potencias.

Numeros complejos

Se definen como pares ordenados de nimeros
reales sometidos a operaciones. Luego se dan
otras representaciones numéricas y geométricas.

Raices. Potencias. Logaritmos. Limites y series.
Funciones de variable compleja. Funciones ele-
mentales. Limites. Argumento.

Teorema fundamental del dlgebra. Exceso algébri-

co. Separacion y aproximacion de raices. Método
de Graffe. Funciones simétricas. Eliminacion.
Resolucion algebraica de ecuaciones de grado
menor que cinco. Teorema de Ruffini. Problemas
geométricos de tercer grado.

Una vez explicado el nimero natural y sus operaciones, complemen-
tadas con el cilculo literal propio de la Aritmética universal, Rey Pastor
tiene elementos para exponer el “objeto y plan de la asignatura”, adelan-
tando también el de la asignatura siguiente®. El primer curso ha de tratar
los “sistemas de nimeros” y sus “operaciones elementales” (las “basicas,
adicion y multiplicacion, la potenciacion y sus inversas), los “algoritmos
finitos” y los “algoritmos indefinidos” y, finalmente, el “dlgebra elemental”
entendida como el estudio inicial de las “funciones enteras” (polinomios).
El segundo curso completara el estudio de las funciones enteras entrando
en el “dlgebra superior” y empezard el estudio del “analisis matematico
propiamente dicho”, lo que significa iniciar la “teoria de las funciones de
variable real”. Este plan, que se detalla en la Tabla 4, consiste en el “anali-
sis algebraico” tipico de la ensenanza, con una ligera incorporacion de la
teoria de funciones, igual que en la obra de Capelli. Pero Rey Pastor aporta
claramente elementos personales en el diseno.

Por una parte, hace completamente explicito y nitido el espiritu del
tradicional andlisis algebraico basado en la génesis de los nimeros y el
principio de permanencia:

La palabra nzimero tiene, pues, en cada una de estas fases, un significado
cada vez mas amplio, y en cada una de ellas definiremos de nuevo las dos
operaciones fundamentales (adicion, multiplicacion) de tal modo que se
conserven las mismas propiedades formales anteriores (uniforme, conmutati-
va, asociativa).

Este principio, que sirve de norma al definir las operaciones en un sistema
ampliado, se llama principio de permanencia de las leyes formales. [Rey
Pastor 1914, p. 51]

36. Véase [Rey Pastor 1914, pp. 50-56].
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Rey Pastor reconoce, en las notas al final del capitulo, que las leyes forma-
les de las operaciones entre “magnitudes cualesquiera” se pueden desarrollar
de modo puramente formal, siguiendo a Grassmann y Hankel, para luego ser
aplicadas a casos concretos, pero no entra en esta forma abstracta de dlgebra
que va abriendo camino hacia la teoria de las estructuras. No obstante, interpre-
ta el principio de permanencia de las leyes formales con esa tendencia a la
abstraccion, asi, por ejemplo, lo que se expone en la parte de los nimeros
racionales valdrd para cualquier “cuerpo de nimeros” cuyas operaciones res-
pondan a las mismas leyes que los racionales, lo que Rey Pastor hace explicito
cuando trata de los nimeros reales y de los nimeros complejos.

Por otra, probablemente pensando en el concepto de analisis algebrai-
co dado por Capelli, deja claro que va a exponer un andlisis algebraico en
version elemental, sin considerar funciones algebraicas generales; al consi-
derar s6lo las explicitas el andlisis algebraico se reduce al dlgebra:

El estudio de las funciones algebraicas se reduce a la teoria de las funciones
enteras o polinomios; y esta teoria, especialmente la investigacion de los
valores que anulan al polinomio o sea la resolucién de ecuaciones algebrai-
cas, se llama Algebm. [Rey Pastor 1916, p. 303].

El estudio de las funciones algebraicas generales (implicitas) queda
fuera del analisis algebraico (elemental) para ser estudiado como parte del
analisis “trascendente”.

Senalemos por ultimo el gusto de Rey Pastor por el término “algorit-
mo”, entendido como una combinaciéon de las operaciones basicas y sus
inversas. Un algoritmo puede ser “finito”, por ejemplo el algoritmo de los
determinantes” o “indefinido” si ademds utiliza la operacion de paso al limi-
te, por ejemplo las series numéricas. El uso de este término fue llevado
todavia mas alld en E4AA4 (1917), donde el estudio de los polinomios, que
son combinaciones de operaciones basicas e inversas (que representan fun-
ciones), es llamado “algoritmo algebraico”; de modo correlativo, las series
de potencias son algoritmos indefinidos con los que expresar funciones®.

5. DE LA UNIDAD DE CAPELLI A LA DIVERSIDAD DE REY PASTOR

Como hemos visto, a lo largo de 1914-16 Rey Pastor ha concebido dos
cursos de introduccién al analisis con su version personal del analisis

37. Rey Pastor advierte en las notas que también hay una teoria de los determinantes infinitos, definidos
mediante un paso al limite (en el entonces incipiente andlisis funcional). Mientras que los finitos
pertenecen al ambito del nimero racional, los infinitos pertenecerian al del nimero real, donde la
teorfa de limites tiene pleno sentido.

38. Véase también el expresivo titulo de su libro [Rey Pastor 1931, 20006]. La linea de investigacion
sobre sumacion de series divergentes que Rey Pastor desarrollé intensamente entre 1919 y 1936
es en cierto modo una continuacion natural de su interés por los algoritmos ilimitados del andli-
sis algebraico.
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algebraico en la linea de Capelli. Es notorio, basta comparar las Tablas 2 y
3-4, que los contenidos expuestos por Capelli y Rey Pastor son altamente
similares, las diferencias de contenido son minimas y si se quieren buscar
matices diferenciales debe hacerse en el orden expositivo, el estilo de cada
autor o en el grado de concision de las explicaciones. Capelli es riguroso y
escueto, utilizando abundante lenguaje simbdlico; Rey Pastor no le va a la
zaga en rigor al italiano, pero se explica con mas detalle usando en menor
medida el lenguaje simbdlico. En este sentido, el autor espanol se sitia en
un nivel intermedio entre Capelli y los autores espanoles de las primeras
décadas del siglo XX, que escriben textos muy retoricos®.

Para comparar de un modo integro las obras de Capelli y Rey Pastor
habria que confrontar la del italiano, ademds de con los Restimenes, con las
obras que los desarrollaron: EAA (1917), TFR (1921-25), LA (1924), y que en
conjunto cubrian con exceso todo el temario de las asignaturas de Analisis
matematico 1° y 2°, entrando en la de Elementos de Cilculo Infinitesimal de
tercer curso. Por las circunstacias que conforman la biografia del autor en
esos anos, el desarrollo del proyecto plasmado en los Reszimenes hasta que-
dar recogido en las obras impresas como se indica en la Tabla 3, se produjo
a lo largo de un periodo demasiado dilatado, por lo que el caracter unitario
que pudiera tener el proyecto inicial se fue difuminando. Repasaremos las
cuatro partes de Capelli observando la ubicacion de sus contenidos en la
obra de Rey Pastor.

Las primeras partes (nimero natural) en la obra de Capelli y en el
Resumen 1 de Rey Pastor son equivalentes. Rey Pastor incorpord esta pri-
mera parte a la primera edicion de EAA, con mejoras y adiciones que no
desdibujan el aspecto general de los capitulos correspondientes. Casi lo
mismo puede decirse de la segunda parte (nimero racional), pero hay que
mencionar que Capelli trata la divisibilidad de polinomios en varias varia-
bles, caso general notablemente mas complicado que el de una variable
que aparece como “algoritmo algebraico” en Resumen 1; pero Rey Pastor
corrigi6 esta falta de generalidad al publicar EAA (1917).

En las partes tercera y cuarta (nimero real y nimero complejo) la situa-
cion cambia. Capelli completa de modo muy exhaustivo los temas que son
propios de cada sistema de ndmeros, mientras que Rey Pastor tiende a ajus-
tar mds su obra escrita a la marcha real de los dos cursos, dejando en
Resumen 1 lo basico de los temas asociados a reales y complejos y reunien-
do el resto del material en Resumen 2. Asi por ejemplo, Capelli explica en
la parte tercera la resolucion nimérica de las raices reales de las ecuaciones
algebraicas (con coeficientes reales), mientras que Rey Pastor pasa todo el
tema de la resolucién de ecuaciones, ya sea numérica o algebraica, al

39. Los autores de este trabajo publicardn en breve otros articulos en los que se realizard una com-
paracion de detalle en ciertos temas (algoritmos algebraicos lineales y algoritmos indefinidos)
entre Capelli, Rey Pastor y Octavio de Toledo.
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campo complejo, unificando el tratamiento de esta parte del dlgebra en el
segundo curso.

Con este criterio, EAA quedo rapidamente disenada como texto del que
tomar materiales para el primer curso, apropiandose del calificativo de ana-
lisis algebraico en su version elemental y del prologo insertado en Resumen
2 (la Advertencia reproducida en el apéndice). El contenido de EAA es el de
Resumen 1, articulado en sus cuatro partes, con el anadido del primer capi-
tulo del Resumen 2, los algoritmos indefinidos reales, y la parte inicial del
segundo que trata las series de nimeros complejos. Esta decision de adap-
tar mas sus libros a los cursos ya se aprecia en los Reszimenes y el autor la
hace explicita en el prélogo de EAA:

En su mas amplia acepcion, suele llamarse Andlisis matemdtico a la cien-
cia edificada sobre el concepto de nimero, y se divide en algebraico y
trascendente.

Llamamos Andlisis algebraico al estudio de las operaciones con los nimeros,
y de los diversos algoritmos que resultan de combinar éstas, incluso el algo-
ritmo algebraico, compuesto de las operaciones racionales e irracionales. El
Andlisis trascendente comprende el estudio general de las funciones de
varias variables reales y complejas, continuas y discontinuas, analiticas y no
analiticas, algebraicas implicitas y trascendentes.

El desarrollo ulterior de cada uno de los capitulos que componen el Anilisis
algebraico da origen a ramas diversas: la Aritmética, la Teoria de los nimeros, la
Combinatoria, el Algebra... [Rey Pastor, 1917, pp. 3 y 4l

En definitiva, Rey Pastor recrea con EAA una version elemental del
analisis algebraico con los sistemas de nimeros y unos pocos temas pro-
pios de cada uno de ellos, formando un conjunto adaptado a un primer
curso universitario y adaptando a este esquema una definicion particular
del anilisis algebraico. El resto del material incluido en el libro de Capelli y
en Resumen 2 tomara vida propia como rama especializada.

Con el capitulo II de Resumen 2 inicié Rey Pastor en 1918 la peripecia
de escribir 7FR, de la que aqui recogemos tan sé6lo unos detalles de su ini-
cio®, que completaremos con algunos datos adicionales. En 1921 publicé
Rey Pastor un avance de su futuro libro, que constaba de

... tan solo unas paginas de texto (1-248) guardadas por tapas rdsticas con
los datos bésicos del libro en la cubierta. Esta obra es, exactamente, la parte
inicial (Introduccién y Capitulos T a VII) de la primera edicion definitiva
(1925)... [Espanol er al. 2008, p. 225].

40. Estd descrita con amplitud en [Espanol et al. 2008]. Rey Pastor empez6 a escribir 7FR en 1918, publico
unos fasciculos iniciales en 1921, anadié mas en 1924 y completo la primera edicion en 1925.
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El contenido de este primer fasciculo estd en clara correspondencia con
la parte del capitulo 11 de Resumen 2 (§7-15, pags. 77-163) dedicado a fun-
ciones de una variable real, si bien el texto de 1921 esta mas elaborado; la
Tabla 5 muestra dicho paralelismo.

TABLA 5.
CORRESPONDENCIA PARCIAL ENTRE RESUMEN 2Y TFR

Capitulo II de Resumen 2 Capitulos en TFR (1921)
§7. Conjuntos abstractos Introduccion: La Aritmética trasfinita
§8. Conjuntos lineales I. Variables independientes reales
§9-10. Funciones de una variable y sus limites 1. Funciones de una variable

§11. Continuidad de las funciones de una variable | III. Funciones continuas

§12-14. Derivadas, variacion de las funciones

derivables IV. Funciones derivables

V. Funciones enteras

§15. Formula de Taylor VI. Funciones derivables n veces. Férmula de Taylor

§16-20. Sucesiones y series de funciones. Series

. . VII. Funciones analiticas
potenciales. Desarrollo de las funciones elementales

El capitulo V de TFR (1921) representa un cierto retroceso momenta-
neo en la evolucién de Rey Pastor, retomando un aspecto del libro de
Capelli ya comentado, el tratamiento de la resolucion numérica de ecua-
ciones restringido al campo real, lo que no hizo en Resumen 2, donde
toda la resolucion de ecuaciones fue reunida como algebra en el campo
complejo, independientemente de considerar los casos particulares de rai-
ces racionales o reales. Este capitulo desaparecerd en la siguiente entrega
de TFR incorporandose definitivamente a LA. Por el contrario, la parte del
capitulo 1T de Resumen 2 dedicada a funciones de varias variables (§21-25,
pags. 210-264) aparecerd mejorado en la segunda entrega de TFR (1924).
Cuando un ano después aparecio la primera edicion completa de TFR estos
temas no sufrieron variaciones significativas. Hay que notar que el capitulo
VII incluye el desarrollo en serie de potencias de las funciones elementales,
en el caso de variable real, que queda asi separado del andlisis algebraico
elemental que el autor ha identificado con EAA*.

Al igual que en el libro de Capelli, la variable compleja tiene un trata-
miento muy sucinto en las obras paralelas de Rey Pastor. El breve capitulo

41. Vimos que también Capelli hizo una adaptacion del concepto de andlisis algebraico, pero la defini-
cién mas general seguia vigente en esos anos. Asi por ejemplo, Félix Klein (1849-1925) describié en
1908 el proceso general seguido en la ensenanza, que era el estudio del que estamos llamando ana-
lisis algebraico elemental (nimeros y polinomios) al que “sigue en seguida el llamado Anilisis alge-
braico, que ensena a desarrollar en series infinitas las funciones mds sencillas...” Luego, dice Klein,
viene un nivel superior que consiste en la “Teoria de Weierstrass de las funciones de variable comple-
Ja, que parte de las series potenciales”. Hemos citado de la traduccion espanola [Klein 1927]. Klein
realizé esta descripcion del sistema de ensenanza vigente cuando proponia su modificacion para
introducir cuanto antes el calculo infinitesimal.
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Il de Resumen 2 (ver Tablas 3 y 4 trata las series de nimeros complejos,
tema que se incorporé a EAA, la continuidad de la funcion compleja y la
variacion de su argumento, justo lo que necesita para demostrar, ya en el
capitulo 1V, el teorema fundamental del dlgebra. Este capitulo IV (pags. 303-
467) fue publicado, con ligeras variaciones y mejoras, como primera edicion
de LA en 1924, un pequeno libro de 142 pdginas. También esta parte de
Algebra, la resolucion de ecuaciones algebraicas, tiene un alcance muy
similar al de Capelli. La ampliaciéon posterior de LA con la introduccion de
la teorfa de Galois cae ya fuera del marco del primitivo andlisis algebraico.

Quedan tnicamente dos capitulos del libro de Capelli que no fueron tra-
tados por Rey Pastor en este bloque de libros de texto, el XVII y el XXII, dedi-
cados respectivamente a las funciones elipticas y a la teoria de invariantes.

Terminaremos con una observacion sobre la unidad de los tres libros
de Rey Pastor. En la publicacion de TFR (1925) hay una pagina previa al
prologo con este rotulo: «Tratado de Andlisis Matematico. Vol. II». El volu-
men primero seria EAA, pues decia el autor en el prélogo que 7FR era
“natural continuacion” de EAA. Pero esta primera obra habia tenido una
segunda edicion en 1922 sin que se mencionara que fuera el primer volu-
men de un tratado. Por otra parte LA (1924) también es, aunque en otra
direccion, “natural continuacion” de EAA, pero no se presentd como parte
de un tratado. Aunque en sucesivas ediciones ambos libros, al igual que LA,
van a evolucionar por separado, parece que Rey Pastor, una vez superados
los limites naturales del analisis algebraico, tuviera pensado seguir la cos-
tumbre —que practicaron Marzal y Octavio de Toledo entre otros— de
componer un “tratado de analisis matematico” en varios volimenes; pero el
tiempo confirmé que EAA quedd pronto estabilizado, mientras que TFR y
LA fueron evolucionando independientemente. En particular, ya en los anos
treinta, 7FR dio paso a un nuevo libro Elementos de la Teoria de Funciones*
en el que se estudia el desarrollo en serie de potencias de las funciones
elementales de variable compleja, llegando asi a exponer el objetivo final
del analisis algebraico superior.

6. CONCLUSIONES

1. El analisis algebraico, que se origind en Euler, consistia en el estudio
de los temas basicos del analisis matematico previos al calculo infini-
tesimal. Se ocupa de las operaciones basicas con los ndmeros y los
algoritmos finitos o indefinidos con ellos. Incluia el estudio de los
polinomios (dlgebra) y su objetivo maximo era el desarrollo en series
de potencias de las funciones elementales. Cauchy le dio un nuevo
impulso incorporando la convergencia y la variable compleja.

42. Véase [Espanol et al. 2000].
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2. En el ambito educativo secundaria-universidad, el andlisis algebraico
se adapto a planes docentes y tuvo versiones de menor alcance, que-
dando estructurado por la construccion de los sistemas de nimeros,
y el estudio con ellos de los temas elementales del analisis matemati-
co. Si se llegaba a expresar como series de potencias las funciones
elementales se hacia solo con variable real.

3. El analisis algebraico que Rey Pastor encontré en la universidad espa-
nola, en las asignaturas Analisis Matematico 1° y 2°, estaba basado en
un libro Elementos de Matemdticas de R. Baltzer, traducido en Espana
entre 1879 y 1881. Las necesidades docentes plasmadas en planes de
estudios obligaron a mezclar el andlisis algebraico con otras materias.
Primero fue la trigonometria y luego la derivacion de las funciones
reales.

4. Los Restimenes (1914-16), que siguen la tradicion del andlisis alge-
braico europeo, aportan modernidad a la obra previa de los mate-
maticos espafoles en ese campo docente universitario, en la linea
de una referencia de mas nivel y actualidad, el libro Istituzioni di
Analisi Algebraica de A. Capelli (1909).

5. El contenido de Resuimenes fue desarrollado en tres libros del autor,
Elementos de Analisis Algebraico (1917), Teoria de las Funciones
Reales (primer fasciculo de 1921) y Lecciones de Algebra (1924), que
forman un conjunto expositivo personal pero muy similar a la obra
citada de Capelli, abarcando el andlisis algebraico (con los desarro-
llos de las funciones elementales tratado en variable real) mas la
derivacion de las funciones reales.

6. En Elementos de Andlisis Algebraico (1917) el autor establecié un
concepto restingido del andlisis algebraico ajustado a lo que se ense-
faba en Andlisis Matemadtico 1°.

7. Las ampliaciones posteriores de Lecciones de Algebra'y Teoria de las
Funciones Reales (1925) anaden otros temas que salen del campo
delimitado por el tradicional andlisis algebraico.

7. APENDICE: LA “ADVERTENCIA” EN RESUMEN 2

En el Resumen 1 el autor entré en materia sin ningin tipo de presenta-
cion, pero al ano siguiente insertd en las primeras paginas la “advertencia”
programatica que reproducimos a continuacion. Es claro que ese preambu-
lo sirve para el conjunto de los dos cursos, aunque no apareciera en el pri-
mero®, sin duda por la premura con que fue elaborado.

43. Sin embargo, la Advertencia paso a ser, con algunos cambios y anadidos, la introduccion de EAA.
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Advertencia

Solamente después de haber luchado con las dificultades que el estudio
de los tratados modernos (aun siendo franceses o italianos) presenta a los
alumnos de los primeros cursos de Facultad, nos hemos decidido a publicar
las lecciones de este ano académico con andlogo plan concebidas y por el
mismo método expuestas que las del curso anterior.

Es tan heterogénea la composicion de estas clases, comunes a matema-
ticos fisicos, quimicos y arquitectos, que cualquier plan adoptado es para
unos u otros fatalmente defectuoso. Necesitan ineludiblemente los primeros
educarse en la Matematica l6gica, conviene a los otros mds la Matematica
intuitiva. Interesa a estos sobre todo el Calculo aproximado, numérico y gra-
fico, para aquellos son esenciales en cambio las teorias abstractas.

No podiamos adoptar el comodo recurso de sacrificar las necesidades
de una clase de alumnos a la conveniencia de los otros; ni reducir el progra-
ma a los elementos comunes necesarios a todos ellos, pues el caricter de
estos primeros cursos no es solamente preparatorio, sino que los estudios de
Algebra y Funciones en ellos realizados tienen caricter definitivo, por ser los
Unicos que figuran en toda la carrera de Ciencias exactas, y ésta la dnica
encargada del cultivo de la Matemdtica superior en Espana.

Procuramos obviar esta incompatibilidad sin eludir la obligacion de
importar en Espana las teorias modernas de Matematica especulativa, expli-
cando escuetamente en la clase general un programa minimo, con las cues-
tiones capitales que a todos interesan; y organizando todos los anos un curso
breve de ampliacion y complemento, o bien de caracter monogrifico, para
los alumnos aventajados, en el cual tendrdn lugar adecuado multitud de teo-
rias esenciales solamente para los matematicos, o solamente para fisicos y
quimicos, las cuales son objeto de uno o varios cursos en casi todos los pai-
ses, y en nuestro desdichado plan de estudios no tienen cabida.

Este ano hemos iniciado en esta clase especial la Teorfa elemental de
funciones analiticas y persistiremos en este ensayo, variando siempre de
materia; pues el tnico modo de mostrar a los alumnos la amplitud inmensa
del campo matemadtico en cualquiera de sus direcciones, y de iniciar en ellos
la necesaria especializacion, es recorrerla en anos sucesivos, siguiendo itine-
rarios diferentes.

El programa minimo, completado con varios §§ menos esenciales y no
explicados en la clase general, constituye el contenido de este tomo. Fuera
presuntuoso llamar aqui la atencién sobre aquellos capitulos en que mayor
labor original hemos aportado; haremos solamente dos observaciones.

Huyendo de la tendencia a elevar los asuntos elementales, dotdndoles
de algoritmos o tecnicismos que les dan apariencia de teorfa superior, nos
hemos esforzado, por el contrario, en elementalizar las cuestiones dificiles,
todo lo posible sin menoscabo del rigor.

El rigor constituye hoy un mandato imperativo en todo libro de
Matemadtica pura. Toda demostracion no rigurosa se considera como de valor
nulo. Demostraciones no rigurosas, tantas como se quieran, pueden darse de
toda propiedad falsa. Las necesidades de la ensenanza pueden obligar a
suprimir una demostracion, si esta es larga y dificil; lo inadmisible de todo
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punto es dar como satisfactoria una demostracion a medias, que exigiendo
un complemento de fe en el alumno, ahoga en €l su sentido critico, inutili-
zandolo para toda ulterior obra original.

Sin titubear hemos adoptado, pues, el método /ogico, y no el intuitivo;
pero en las explicaciones orales procuramos aclarar todos los conceptos con
oportunas representaciones graficas, y en las clases practicas hemos dedica-
do atencion preferente al Calculo numérico, utilizando los necesarios medios
auxiliares (mdquinas, reglas de calculo, tablas diversas, etc).

Hemos puesto especial cuidado en omitir toda clase de detalles supér-
fluos o secundarios, que sélo desorientacion producen en un primer estudio.
Deteniéndonos solamente en las estaciones principales, es posible llegar en
poco tiempo bastante lejos, sin gastar mares de tinta y montanas de papel.
Perderse en una selva de detalles y casos particulares, que confunden y
oscurecen los troncos primarios, es condenarse voluntariamente a no salir
nunca de la Matemdtica elemental.

Un curso general no es un tratado; es una excursion exploradora por el
campo de una Ciencia, que sirve de preparacion al estudio de los tratados.
Sélo de los mas convenientes para los alumnos espanoles daremos en estos
apuntes amplias noticias bibliograficas (no un simple catilogo de libreria),
que orienten al alumno de Ciencias exactas.

Cuando estos alumnos amplien sus conocimientos en tales tratados
modernos, juzgaran (y a su fallo inapelable nos sometemos) si ha sido o no
acertada la seleccion de materiales que constituye este modesto ensayo,
hecho con cardcter provisional, en espera de una organizacion mas racional
de la carrera de Ciencias.

Con esta Advertencia el autor nos indica el espiritu “renovador” con
el que se lanzo a la tarea de preparar sus apuntes desde el primer curso
1914-15, espiritu que fue fervientemente reconocido y aplaudido en la rese-
fa de los Restimenes publicada por M. Correa [1914-15, 1915-16] en la
Revista de la Sociedad Matemdtica Espariola, lo que era una critica implicita
a la situacion previa existente en la ensefanza universirtaria de esta materia.
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