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Abstract. In this paper, gathering several topics present in the work of Newton da Costa,
we propose a rigorous foundation for a possible formulation of scientific theories according
to the semantic approach. Following da Costa, as a first step we develop a general theory
of structures; inside this theory we show how we can characterize formal languages as par-
ticular kinds of structures, more specifically, as free algebras. Next we discuss how we can
link a language to a structure, with which we can formulate the axioms that are intended to
capture the theory of the structure. Finally, we show how we can, employing the framework
developed, formulate da Costa and Chaqui’s formalization of the so-called Suppes’ Predicate,
used to characterize scientific theories in a rigorous way.
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1. Introducao

Um dos grandes desafios para a filosofia da ciéncia no século XX é responder a per-
gunta: o que é uma teoria cientifica? Esta pergunta é particularmente importante
pois é com relacdo a teorias que formamos nossas crencas; as teorias sdo aquilo que
aceitamos ou rejeitamos; e sdo as teorias que, de alguma forma, se relacionam com o
mundo, e permitem o progresso em nosso conhecimento. Entéo, especificar em que
consiste uma teoria cientifica é tarefa de grande relevancia para a filosofia da cién-
cia. A histéria recente das disputas acerca de uma resposta adequada a esta questéo,
conforme ela nos é contada pelos adeptos da visdo atualmente predominante, nos
diz que temos duas alternativas: a abordagem sintdtica e a abordagem semantica.
Comecemos com um breve esboco da abordagem sintdtica, ja que ela surgiu pri-
meiro e a abordagem seméantica foi formulada como uma reacdo as suas alegadas
limitacoes.

O problema acerca da natureza das teorias cientificas teve grande destaque nos
trabalhos de um grupo de filésofos que se denominavam o Circulo de Viena, que pas-
saram a se reunir em Viena sob a lideranga de Moritz Schlick no comeco da década de
20, e que dominou a cena filoséfica por varias décadas. Os membros do Circulo eram
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em sua maioria filosofos e cientistas interessados em dar uma fundamentacéo cienti-
fica a filosofia, contra os excessos da filosofia idealista do final do séc.XIX, adotando
uma forma de empirismo que buscaram tornar compativel com a ciéncia da época. A
abordagem do Circulo ficou conhecida como Received View, ou abordagem sintética.’
Segundo esta concepcdo, uma teoria é constituida de: i) um cdlculo légico abstrato;
ii) um conjunto de férmulas deste célculo, os axiomas da teoria; iii) um conjunto de
regras de correspondéncia. O cdlculo légico, além de um aparato dedutivo, tem seu
vocabulario nao-légico dividido em duas partes: os termos observacionais e os ter-
mos teoricos. As regras de correspondéncia relacionam estes termos, nos mostrando
como entender os termos tedricos em funcio dos termos observacionais. Postulados
tedricos entdo sdo formulados utilizando-se apenas o vocabulario tedrico que, junto
com as regras de correspondéncia, permitem que se produza uma interpretacdo da
teoria. Muitas dificuldades foram apontadas relativamente a esta abordagem, dentre
elas estavam sua extrema artificialidade e o fato de que diferentes formulacoes de
uma mesma teoria, por utilizar por exemplo um vocabuldrio diferente, ou introduzir
novas regras de correspondéncia, deveriam contar como teorias diferentes, algo que
ndo parece razoavel para nossa compreensao intuitiva de teorias (a historia e andlise
detalhada dessa concepcio pode ser encontrada em Suppe 1977).

Contra este modo de ver as teorias surgiu uma nova abordagem a partir da dé-
cada de 50, tendo como um de seus proponentes P Suppes, e amplamente adotada
atualmente por fildsofos de diferentes escolas, tanto realistas quanto anti-realistas.
Segundo uma das formas desta abordagem, chamada de abordagem semantica as
teorias cientificas (para um excelente resumo histdrico dessa abordagem, ver Suppe
1989), grosso modo, para caracterizarmos uma teoria ndo devemos nos concen-
trar na particular linguagem que utilizamos para formulé-la, mas antes nos modelos
dos axiomas. Assim, a formulacdo dos axiomas determina uma classe de modelos,
e mesmo que diferentes formulagdes possam caracterizar uma mesma classe, nada
serd perdido pois a énfase é dada as estruturas designadas, ndo ao modo como elas
sdo selecionadas. Com isto, alguns defensores da abordagem seméntica chegam ao
ponto de afirmar que teorias sdo entidades extra-linguisticas, no sentido de nao de-
penderem da particular linguagem utilizada para selecionar a classe de modelos que
caracteriza a teoria. Esta énfase nos modelos, que caracteriza a abordagem semén-
tica, suscita também muitas duvidas. O que sdo modelos? Modelos em que sentido
desta palavra? Que tipo de aparato conceitual é empregado para apresentar os mo-
delos? Os modelos utilizados pela abordagem seméntica podem ser empregados para
esclarecer diferentes aspectos da pratica cientifica?

Neste artigo, trataremos de algumas destas questdes concernentes a abordagem
semantica. Se devemos ser rigorosos, entdo os detalhes devem ser apresentados e
as lacunas preenchidas. Primeiramente, nos restringiremos a um sentido bastante
preciso do termo modelo: o sentido 1égico, modelo como uma estrutura conjuntista.
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Neste sentido, para que uma estrutura matematica seja um modelo, devemos espe-
cificar um conjunto de férmulas da qual ela é um modelo. Assim, apresentar uma
teoria cientifica, mesmo na abordagem semantica, envolve o uso de linguagens, mal-
grado alguns defensores desta concepcao. Como fazemos a ligacdo entre a linguagem
e as estruturas que caracterizam a teoria? Como veremos, podemos fazer isto através
do famoso predicado de Suppes, uma férmula da linguagem da teoria de conjuntos
que serve para relacionar estruturas com os axiomas dos quais eles sdo modelos.
Nosso objetivo é tratar destes temas fazendo uma conexao entre varias propostas
presentes na obra de Newton C. A. da Costa, que em varios trabalhos, em colabo-
racdo com filésofos e matematicos, prop0s as pecas chave para uma forma de com-
preender o problema. Aqui, faremos a ligacéo entre os elementos presentes na obra
de da Costa e daremos a eles a coeréncia necessaria para que uma resposta rigorosa
ao problema em questdo seja estabelecida. Comecaremos apresentando uma teoria
geral de estruturas matemadticas. No contexto destas estruturas, podemos selecionar
algumas delas, as dlgebras livres, que irdo desempenhar o papel de linguagens for-
mais. Discutiremos a relacio entre linguagem e estruturas, especificando como se
pode estabelecer uma linguagem que “fala” de modo natural dos elementos e rela-
¢Oes em uma estrutura, sendo assim conveniente para que se formule os axiomas
de uma teoria da qual a estrutura em questdo é um dos modelos. Na dltima etapa,
generalizamos a abordagem para definir uma classe de estruturas, que serdo mode-
los de um certo conjunto de axiomas, definindo um predicado de Suppes, conforme
formalizado no trabalho de da Costa e Chuaqui (ver da Costa e Chuaqui 1988).
Passemos primeiramente as estruturas.

2. Uma teoria de estruturas

A nocéo de estrutura desempenha hd muito um papel importante na matemadtica
classica, papel que se tornou central desde que o coletivo francés Bourbaki, em me-
ados do século passado, buscou reescrever a matematica evidenciando seu carater
estrutural. Para Bourbaki, a matematica pode ser vista como o estudo das estruturas
maes (algébricas, de ordem e topoldgicas), e das estruturas oriundas da combinagéo
destas (Bourbaki 1948, 1968). Nesta secdo, seguiremos a apresentacdo de da Costa,
Rodrigues 2007, fazendo pequenas modificacGes que ficardo patentes no decorrer
do texto. Todos os desenvolvimentos serdo realizados em ZFC informal. Primeira-
mente, devemos observar que todo o trabalho aqui desenvolvido pode, em principio,
ser feito em teoria de categorias. Nossa opcdo por ZFC reflete tanto o fato de ser
a ferramenta mais comumente utilizada pelos filésofos da ciéncia (mesmo que de
modo implicito) como por haver sido eleita por P Suppes para suas investigacoes em
filosofia da ciéncia.
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Nossa primeira definicdo serd do conjunto 7 de tipos. Esse conjunto sera também
importante no desenvolvimento das linguagens formais na proxima secao.

Definicdo 2.1 O conjunto T de tipos é o menor conjunto satisfazendo as seguintes
condigoes:

1. Os stimbolos 0,1,...n—1, com 1 < n < w, pertencem a T;

2. Se ay,ay,...,a,_1 € T, entdo (ag,dy,...,a,_1) €T, 1 <n < w, onde {(ay, a;,
...,a,_1) € uma sequéncia finita de n termos, composta por dy, ay,...,d,_1.

Definiremos agora a ordem de um elemento de 7.

Definicdo 2.2 Se a € 7, a ordem de a, denotada por ord(a), é definida como:
1. ord(k)=0, parak=0,1,...,n—1;
2. ord({ag,ay,...,a,_1)) = max{ord(ay),ord(ay),...,ord(a,_,)} + 1.

Ou seja, ord é uma fungdo do conjunto T no conjunto «w dos niimeros naturais.
A partir de uma familia de conjuntos base D, D+, ..., D,_;, 0s conjuntos dominio
da estrutura, a definicdo seguinte nos permite obter as relacoes e propriedades sobre
essa familia. Nesta definicfo, as operacdes conjuntistas usuais de conjunto poténcia
e produto cartesiano sdo usadas; serdo denotadas, respectivamente, por “#” e “x”.

Definicao 2.3 Seja Dy, Dq,...,D,_; uma familia de conjuntos ndo vazios. Definimos
uma fungdo t, chamada de escala baseada em Dy, D1, ...,D,_; tendo T como dominio
da seguinte forma:

1. t(k) =Dy, parak =0,1,...,n—1;

2. Se ay,ay,...,a,_1 €T, entdo t({ap,a,...,a,-1)) = P(t(ay) x t(a;) X ... X

t(an—l))-

Através da funcio t, intuitivamente falando, podemos construir relacées e pro-
priedades baseadas nos tipos, tendo como base os elementos da familia D,,, isto é,
Dy,D1,...,D,_;. Dado a € 7, os elementos de t(a) sdo ditos do tipo a. Conforme a
ordem dos tipos aumenta, cresce também a complexidade dos objetos atribuidos a
eles. Os elementos de tipo k =0,1,...,n— 1, por exemplo, (isto é, elementos de Dy,
pela definicdo acima) sdo chamados individuos de tipo k, paracada 0 <k <n — 1.
Os elementos de t({{1))) sdo propriedades de propriedades de individuos de tipo
1, como podemos ver pela definicdo acima. Como outro exemplo, os elementos de
t({0,0,1)) sdo relacbes terndrias nas quais os primeiros dois relata sio individuos
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de tipo 0 e o terceiro € de tipo 1; ja os elementos de t({(0, 1), 1)) sdo relacoes; elas
relacionam uma relagéo entre individuos de tipos O e 1 e um objeto de tipo 1.

O conjunto | J(range(D,)) é chamado de escala baseada na familia D, e o de-
notaremos por £(D,,).

Uma sequéncia é uma funcio cujo dominio € um ndmero ordinal, finito ou infi-
nito. Em nosso tratamento, familia terd o mesmo sentido que sequéncia. A sequéncia
ag,dy, ... cujo dominio é o ordinal A, sera escrita (a,),c; ou q,, t € A, ou simples-
mente a,, se o dominio estiver claro pelo contexto.

Defini¢éo 2.4 O cardinal K}, associado a (D) € definido como

n—1 n—1 n—1
Kp, = sup{| | ] Dil,|2(|_) DL 122 DL, 3.
k=0 k=0

k=0

. -1 . . -1
Aqui, || J;—, Dl denota o cardinal do conjunto | J;_, Dx-
Definiremos agora a estrutura e sobre a familia D,,.

Definicdo 2.5 Uma estrutura e baseada na familia D,, é um par ordenado da forma
e=(Dy,R,)

Aqui, R, é uma sequéncia de elementos de £(D,,), e supomos que o dominio dessa
sequeéncia € estritamente menor que K, . Dizemos que K, e €(D,,) séo o cardinal e
a escala associados a e, respectivamente.

Como ja dito, cada elemento de ¢(D,,) possui um certo tipo. A ordem de uma
relacgéo é definida como a ordem de seu tipo, ou seja, a ordem do tipo dos elementos
que formam a relacdo. A ordem de e, denotada ord(e), é a ordem do maior dos tipos
das relagbes da familia R,, se houver alguma, caso contrario, ord(e)=cw.

As estruturas da matematica classica podem todas ser reduzidas a estruturas de
acordo com a definicdo apresentada. No inicio desta secdo, assinalamos que a nossa
apresentacdo conteria algumas modificacées com relacdo a proposta original de da
Costa e Rodrigues 2007. Divergimos ao permitir que individuos e operag¢des ocorram
nas estruturas, ao passo que da Costa e Rodrigues reduzem operagdes a relacoes e
identificam individuos com seus conjuntos unitarios. A principal razdo dessa mu-
danca é simplificar a exposicdo neste trabalho, ja que do ponto de vista matematico
essas diferencas sdo apenas uma questdo de convencdo. Portanto, na defini¢do de
estruturas aqui proposta os objetos da familia R, podem ser ndo somente relagdes,
mas operagdes também, isto €, relacOes satisfazendo a bem conhecida condicao fun-
cional, ou ainda elementos distinguidos do dominio.
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3. Linguagens Formais

Apresentaremos agora uma abordagem das linguagens formais desenvolvida a partir
da nocéo da estrutura acima delineada. Aqui, linguagens serdo uma tipo especial
de estrutura, as algebras livres. Nesta secdo, utilizaremos o arcabouco da teoria de
estruturas apresentada na secio anterior, e apresentaremos alguns tépicos de algebra
universal necessarios a nossa exposicao.

Definicdo 3.1 O tipo de similaridade de uma estrutura e = (D,R,) é uma familia s; .,
de tipos, tal que para cada A <, s; € o tipo de R;.

Dizemos que duas estruturas tém o mesmo tipo de similaridade quando a fami-
lia s é igual em ambas, ou seja, quando suas relagdes tém o mesmo tipo. Como uma
familia é sempre ordenada, dadas duas estruturas com o mesmo tipo de similari-
dade, as relacoes em ambas ocorrem sempre na mesma ordem, a ordem dos tipos da
familia.

Definicdo 3.2 Uma s-dlgebra 21 é uma estrutura (A,R,) tal que ord(R,) < 1 para
cada n e 2 tem tipo de similaridade s.

A restricdo da ordem das relagcdes para 1 ou menos serve para fazer cada s-
algebra uma algebra no sentido usual, isto é, uma estrutura composta de um con-
junto (o dominio) com uma familia de operacoes definidas sobre esse conjunto.

Definicéo 3.3 Sejam 2, B s-dlgebras com A = (A,R,) e B = (B,R!). Um homomor-
fismo de 2l em B € uma fungdo ¢ : A — B tal que, para todo R, ., da s-dlgebra 2 cujo
tipo € (04, ...,0;), temos:

¢(Ryr<(ar,..., @) =R _ (p(ar),..., p(ar)).

Definicdo 3.4 Sejam 2 e B s-dlgebras, e ¢ : A— B um homomorfismo. Se ¢ é uma
bijecdo dizemos que a fungdo ¢ : A— B é um isomorfismo entre 2 e B

Definicao 3.5 Seja X um conjunto, seja § uma s-dlgebra com dominio F e seja T :
X — F uma fungdo. Dizemos que (F,c) (também denotado por F) é uma s-dlgebra
livre sobre o conjunto X de livre geradores se, para toda s-dlgebra 2l e fungdo T : X — A,
existe um unico homomorfismo ¢ : F — A tal que po = .

Teorema 3.1 Para todo conjunto X e todo tipo de similaridade s, existe uma s-dlgebra
livre sobre X. Essa s-dlgebra livre sobre X € tinica a menos de isomorfismo.

A prova da existéncia de uma tnica dlgebra livre para X pode ser vista em Barnes
e Mack 1975, com as devidas adaptacoes.

A partir dos desenvolvimentos acima realizados passamos, agora, ao desenvolvi-
mento das linguagens formais como casos particulares de algebras.
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3.1. Uma linguagem formal para a teoria de tipos simples

Apresentaremos nesta secio a linguagem da teoria de tipos simples como uma espe-
cifica s-algebra. Comecamos com algumas definicoes.
Para cada tipo a € T, temos:

1. Um conjunto enumeravel V,, dito o conjunto de variaveis de tipo a.

2. Um conjunto R, de simbolos de constante de tipo a, que eventualmente pode
ser vazio para alguns elementos de 7.

Definiremos agora o conjunto de todas as varidveis e constantes da linguagem.

Definicdo 3.6 Para todo a € T:
1. V=JV,, o conjunto das varidveis;

2. R=|JR,, o conjunto das constantes.

Como podemos observar, para cada conjunto da familia D, haverd uma familia
de variaveis restrita a D;.. Esta é, portanto, uma linguagem poli-sortida.
Para cada elemento de 7, definimos um termo deste tipo do seguinte modo:

Definicao 3.7 Seja a € 7, o conjunto T de termos € definido por:
T, =V, UR,.

O proéximo passo consiste em especificar o conjunto de geradores para formar
nossa dlgebra livre. Vamos tomar X como sendo o seguinte conjunto:

X ={T% tg,...,t,_)IT* € T,a={ag,...,ap_1) €T, t € Tt}

Como se pode ver nessa definicdo, a # 0,1,...,n — 1. A idéia intuitiva por tras
desta restricdo é que ndo formamos férmulas atémicas apenas com termos indivi-
duais.

Sejas = {N,C,(IIx)|x € V,,a € 7}, tal que N = (0), C = (0,0), e (I1x) = (0). Os
conectivos e quantificadores sdo operagdes construidas a partir dos correspondentes
tipos da sequéncia s; e, para nos acomodarmos a notacdo usual, na dlgebra livre
(que existe e é tnica, pelo teorema acima) denotaremos a operacdo correspondente
ao tipo N por —, a operacdo bindria C por —, e os operadores undrios I1x por Vx.
P(V,R) é as-algebra livre sobre o conjunto X acima, com V e R como acima definidos.

Um elemento w de P(V,R) é chamado férmula.
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Definicao 3.8 Seja w € P(V,R), o conjunto V(w) € o conjunto de varidveis da formula
w, assim definido:
V(w)=( {{U|U S V,w € P(U,R)}.

As varidveis que ocorrem numa férmula podem ser livres ou ligadas. Definimos
o conjunto das variaveis livres da seguinte maneira:

Definicdo 3.9 Seja w € P(V,R). O conjunto var(w) de varidveis livres de w € definido
por indugdo:

1. var(R%(tg,...,tp—1)) ={t; : t; €V},

2. var(X%(tg,...,th_1)) ={t; : t; e V;}U {X};
3. var(—w) = var(w);

4. var(w, — wy) =var(w; Uvar(w,);

5. var(Vxw) =var(w) — {x}.

Isso conclui nossa construcio das linguagens formais como algebras livres. Temos
a linguagem da teoria simples de tipos, e um aparato dedutivo pode ser fornecido
ao se separar algumas férmulas para atuarem como axiomas e ao se especificarem
regras de inferéncia (para detalhes sobre como isto pode ser feito, o leitor pode
consultar o acessivel trabalho de Copi 1971).

Podemos agora considerar fragmentos da linguagem da teoria de tipos acima
exposta. Mais abaixo, mostraremos como podemos obter aquelas que sdo conhecidas
como linguagens de primeira, segunda ou n-ésima ordem. Consideremos a seguinte
definicéo:

Definicao 3.10 A ordem de um termo é a ordem de seu tipo.

Para obtermos linguagens de segunda ordem, por exemplo, temos de nos restrin-
gir a termos cujos tipos sejam de ordem 1 ou menos, e, em particular, a varidveis de
ordem 1 ou menos. Além disso, temos que considerar, ao construir o tipo de simila-
ridade s, somente quantificadores sobre varidveis de tipos disponiveis a nds, ou seja,
nesse caso, aquelas cujas ordens sdo 1 ou menos. Assim, quantificaremos somente
sobre individuos ou propriedades e relacoes sobre individuos. Da mesma maneira,
podemos obter linguagens de n-ésima ordem restringindo o conjunto de termos a
ordem n — 1 ou menos, e, da mesma forma, permitindo quantificacdo apenas sobre
variaveis de ordem n—1 ou menos. Resumimos esse raciocinio na seguinte definicéo:
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Definicao 3.11 A ordem de uma linguagem £ ¢é definida como
ord(£) =max{ord(x,) : x, €V } +1.

Esta definicdo, em nossa opinifo, capta a nocdo intuitiva de que a ordem de uma
linguagem nos informa sobre os conjuntos sobre os quais quantificamos, ou, mais
precisamente, sobre a ordem dos objetos sobre os quais quantificamos.

4. Linguagem e estruturas

Nesta secdo, relacionamos os dois desenvolvimentos feitos acima: a teoria de estru-
turas e linguagens vistas como algebras livres. Associada a cada estrutura e podemos
construir uma linguagem formal que nos permitira falar dos elementos desta estru-
tura, linguagem esta que tera como simbolos de constante exatamente um simbolo
para cada relacdo presente na estrutura, com ambos, o simbolo de constante e a
correspondente relagdo, sendo de mesmo tipo. Nossa proposta é a de que dada uma
estrutura e, para construir uma linguagem adequada a essa estrutura devemos im-
por que a ordem dos termos da linguagem sejam iguais ou menores que a ordem
da estrutura.? Dessa forma, o conjunto X de livres geradores da 4lgebra livre, como
definido acima, serd restrito a esses termos, isto €, ao construirmos uma linguagem
formal como uma algebra livre, o conjunto de livres geradores sera constituido pelas
férmulas atomicas construidas através dos simbolos disponiveis.

Como consequéncia dessa discussdo, as linguagens nas quais podemos tratar de
modo mais natural dos elementos de uma estrutura sdo as linguagens £ tais que
ord(e) < ord(£). Por exemplo, para estruturas de primeira ordem é conveniente
usar, no minimo, linguagens de primeira ordem. Tomemos, como um exemplo sim-
ples, a teoria de grupos, que lida com grupos (estruturas de primeira ordem). Essas
estruturas, pela abordagem aqui desenvolvida, sdo tratadas de forma mais natu-
ral por linguagens de segunda ordem, pois assim podemos falar sobre subgrupos
e quantificar sobre subconjuntos do dominio. Isso, naturalmente, ndo significa que
seja impossivel usar linguagens de primeira ordem nesse caso. Na realidade, a lin-
guagem usualmente utilizada para desenvolver a teoria de grupos é uma linguagem
de primeira ordem, a linguagem da teoria de conjuntos ZFC, que também é usada
para tratar de outras teorias que nédo sdo de primeira ordem, como estruturas bem-
ordenadas e corpos de Dedekind completos (Kunen 2009). Enfatizando mais uma
vez, ndo estamos negando que se possa estudar estruturas de ordem m utilizando
uma linguagem de ordem menor que m, por exemplo, para se verificar que tipo de
resultados podem ser obtidos em uma linguagem assim limitada, ou o quanto da
teoria pode ser assim desenvolvida; estamos apenas afirmando que nossa definigéo
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permite estabelecer de certo modo as linguagens que nos permitem tratar de modo
mais natural das estruturas em questao.

Apresentada uma linguagem apropriada (no sentido acima discutido) para se
falar dos elementos de uma estrutura e, € relativamente simples definir, para essa
linguagem, a nocdo de uma estrutura satisfazendo uma sentenca a dessa linguagem
no sentido tarskiano, isto é, e = @, bem como a nog¢do de consequéncia semantica
[ = a. Ndo apresentaremos estas definicdes aqui, mas note que no caso de estru-
turas de ordem superior restringimos nossa apresentacdo a estruturas principais, ou
seja, as chamadas estruturas secunddrias, ou estruturas de Henkin, ndo serdo consi-
derados por nds.

5. Predicado de Suppes e abordagem semantica

Dada uma estrutura e uma linguagem adequada para essa estrutura, discutiremos
nessa se¢do como formular o predicado de Suppes a partir dessa estrutura usando
essa linguagem (seguiremos da Costa e Chuaqui 1988). Nesta secdo, vamos expor
os desenvolvimentos técnicos do trabalho de da Costa e Chuaqui, que deram uma
formulagéo precisa da idéia suppesiana de que axiomatizar uma teoria é dar-lhe um
predicado conjuntista.

Recordemos, inicialmente, a definicdo de tipo de similaridade de uma estrutura
e: informalmente falando, trata-se de uma familia de tipos que determina o tipo das
relacOes presentes na estrutura. De acordo com essa definicdo, duas estruturas tém
o mesmo tipo de similaridade se os tipos de suas relagdes formam a mesma familia,
e se as estruturas tém o mesmo numero de conjuntos em seus dominios.

Sejam e = (D,,R,) e g = (E,,L,) estruturas de mesmo tipo de similaridade.
Podemos estender uma dada funcdo f : Dy — Ej com k < n para uma funcéo de
e(D,) em ¢(E,) do seguinte modo:

Definicao 5.1 Seja f uma fungdo como a descrita acima, para cada tipo a € T defini-
mos:

1. Para os objetos de tipo k, com 0 < k < n, temos f(Dy) = {f(x) : x € D)},

2. Para a € 7 tal que a = (ay,...,a,_1), e R o conjunto de objetos de tipo tipo a,

temos f(R) =P (f (tq)) X f(tg) X ... X f(tq,_))

Essa funcdo associa objetos de tipo a em ¢(D,,) a objetos de tipo a em ¢(E,). O
caso mais interessante é quando a seguinte definicdo é verificada:

Defini¢do 5.2 Sejam e = (D,,R,) e g = (E,, L,) estruturas de mesmo tipo de simila-
ridade s;.,, e seja f uma fungdo bijetora de Dy em E; com 0 < k < n, dizemos que
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a familia f' = fs,., € um isomorfismo entre e e g quando f,(R*) = L%, onde R" e L
significam que R e L tém tipo a.

Definicao 5.3 Uma sentenca ® da linguagem apropriada para a estrutura e é dita
transportdvel se para toda estrutura g isomorfa a e temos que

eEd gk .

Agora, com estas no¢des em maos, podemos formular a definicdo de predicado
de Suppes:

Definicdo 5.4 Um predicado de Suppes é uma formula P(e) da linguagem da teoria de
conjuntos que diz que e é uma estrutura de tipo de similaridade s satisfazendo I, um
conjunto de sentengas transportdveis ® de uma linguagem adequada a e.

Quando ocorre P(e), isto €, quando e satisfaz B e é dita uma P-estrutura. De
acordo com da Costa e Chuaqui (da Costa, Chuaqui 1988, p. 104), essa definicéo
captura o sentido no qual podemos dizer que uma teoria é uma classe de mode-
los, precisamente a classe de modelos que sdo P-estruturas para algum predicado P
adequado. Nesse sentido, a formulacido do predicado de Suppes aqui apresentada
pode ser vista como uma formulacio extremamente rigorosa da afirmacéo informal
de que, para os defensores da abordagem semantica, uma teoria é uma classe de
modelos.

H4 um ponto importante a ser notado aqui: podemos tratar, pelo menos em
principio, de todas as teorias cientificas deste modo, fornecendo um predicado de
Suppes para axiomatizar a teoria, com uma excecdo. Considere a teoria que estamos
utilizando para escrever os predicados de Suppes: a teoria de conjuntos ZFC. Nao
podemos fornecer um predicado de Suppes para ZFC do mesmo modo que fariamos
para outras teorias cientificas, como a mecénica de particulas. Este ponto fica claro
se considerarmos que ZFC ndo pode fornecer modelos para si mesmo, de acordo
com o segundo teorema de incompletude de Godel. Ou seja, se assumirmos que
ZFC é consistente, temos que os modelos de ZFC nédo serdo modelos no sentido
tarskiano usual, construidos dentro da teoria de estruturas apresentada acima. Este
ponto, pouco enfatizado em geral, revela o grande poder da linguagem da teoria dos
conjuntos e seu grande poder unificador.

Outro ponto a ser notado é que os modelos que caracterizam uma teoria, como
definido acima, sdo realmente modelos no sentido légico, da definicdo tarskiana
usual. Apresentamos uma linguagem e uma estrutura que deve satisfazer axiomas
formulados nesta linguagem. Como estivemos assumindo uma forma de interpre-
tacdo canodnica, em que cada simbolo ndo-légico da linguagem € atribuido a uma
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relacdo correspondente na estrutura, foi possivel deixar implicita a nocdo de inter-
pretagdo dos simbolos ndo l6gicos que estd sempre envolvida na definicdo usual de
modelos.

Por outro lado, poderiamos ter abordado o problema por outro viés. Ao invés
de termos selecionado uma linguagem formal que fizemos corresponder a estrutu-
ras particulares, poderiamos ter simplesmente escrito os axiomas no predicado de
Suppes diretamente na linguagem da teoria de conjuntos. Neste caso, néo estaria
envolvida uma definicdo de satisfacdo entre estrutura e linguagem, como é reque-
rido pelos modelos na defini¢do usual mas, antes, provariamos que as relagdes que
figuram na estrutura em questiao possuem as propriedades exigidas pelo predicado
de Suppes. Para ilustrar a situacdo com um exemplo, consideremos o modo como a
aritmética de Peano é desenvolvida nos textos usuais de teoria de conjuntos (ver En-
derton 1977). Provamos que em ZFC existe uma estrutura {w, 0, 0), algumas vezes
chamada de estrutura de Peano, em que w é o conjunto dos ordinais finitos de von
Neumann, 0O é o conjunto vazio que, por definicio, pertence a w, e o é a funcio su-
cessor que, para cada n € w, atribui n U {n}, o seu sucessor por defini¢do. Provamos
que os axiomas de Peano sdo “satisfeitos” diretamente em ZFC; por exemplo, que
o € injetora e que w € indutivo. Assim, os axiomas de Peano sdo teoremas de ZFC
quando entendidos como propriedades desta estrutura particular. Nesse caso, nao
estd envolvida uma linguagem especifica da aritmética que deve ser interpretada
nesta estrutura, a fim de mostrar que a estrutura satisfaz os axiomas formulados
nesta linguagem. J4 quando apresentamos uma linguagem para a aritmética, por
exemplo, de primeira ordem £,z = {0, +, -}, e a interpretamos na estrutura de Peano
em ZFC, precisamos de uma atribuicdo de objetos na estrutura para os simbolos da
linguagem, freqiientemente realizada por uma funcio interpretacdo, e de relagoes
de satisfacdo entre sequéncias de elementos do dominio e féormulas escritas nesta
linguagem. Em particular, para as féormulas que representam a versdo em primeira
ordem dos axiomas de Peano, teremos que na interpretacido usual a estrutura de
Peano serd modelo, no sentido de Tarski, da aritmética de Peano quando esta for
formulada em linguagem de primeira ordem.

Desta discussdo, temos que existem dois sentidos diferentes em que uma teoria
pode ser uma classe de modelos. No primeiro sentido, a palavra modelo é usada
de modo um pouco diverso daquele empregado nos textos de légica usuais; no se-
gundo, conforme estamos empregando neste trabalho, o sentido da palavra modelo
¢ o usual. Este é um ponto pouco discutido na literatura sobre a abordagem se-
mantica. Uma questdo que podemos colocar é se na primeira abordagem, quando
escrevemos os axiomas diretamente na linguagem da teoria de conjuntos, teremos
que o predicado de Suppes realmente determina as mesmas classes de estruturas
que séo obtidas quando formulamos os axiomas de uma teoria numa linguagem for-
mal especifica, ou se hd classes que podem ser obtidas por uma abordagem, mas
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ndo por outra.Nao entraremos nestas discussdes aqui, mas o leitor interessado pode
consultar Marshall e Chuaqui 1991.

Consideremos agora exemplos de predicados de Suppes para a teoria de grupos,
e com menos detalhes para os corpos reais e espacos vetoriais sobre este corpo.

Exemplo 5.1 O predicado de Suppes para a teoria de grupos

Seja G um conjunto; como definido previamente, introduzimos a funcéo t;, ou sim-
plesmente t, cujo dominio é o conjunto 7 de tipos, para criar a escala £(G). Esco-
lhemos, entéo, a relacio o de tipo (0,0,0), isto é, o € Z(G x G x G), uma relagio
— de tipo (0,0), isto é, — € Z(G x G) e um elemento i de tipo O, isto é, i € G.
De acordo com as definicGes estabelecidas anteriormente, a ordem de cada uma das
relacdes é 1 e a ordem de i é 0. Lembrando o fato de que uma funcéo n-aria é uma
relacdo n + 1-dria, a operacdo usual de composi¢éo se torna uma relacdo terndria, e
a operacdo inverso se torna uma relacdo bindria.

A estrutura de grupo é & = (G, 0, —,1) e a ordem dessa estrutura é a maior ordem
de suas relacgoes, logo, ord(®) é 1. O préximo passo é escrever os postulados e dar
o predicado conjuntista.

Como definido anteriormente, a linguagem para ® é uma linguagem de segunda
ordem. O conjunto T de termos é formado por um conjunto de varidveis V = | JV,
tal que ord(a) < 1 e o conjunto {o(00.0) _{0,0) ;01 de simbolos de constante. O
tipo de similaridade s para essa linguagem é s = {—, —,(Vx)|x € V,,a € 7}, com
a restricdo feita acima de que ord(a) < 1. Para o conjunto X de livres geradores
tomamos X = {T%(ty,...,t,_1)IT* € Tp,a = {(ag,...,a,_1) € T, tx € T}, portanto,
pelo teorema 3.1 existe uma dlgebra livre sobre o conjunto de geradores X, e essa é
a linguagem para a estrutura &.

Com a linguagem especificada, podemos escrever os axiomas usuais para a teoria
de grupos. Denominando-os Al, A2 e A3, escrevemos:

1. VxVyVz(((xoy)oz)=(xo(yoz)))
2. Vxdy(x —y =1i)
3. Vx(xoi=x)

Entdo, o predicado de Suppes para a teoria de grupos € escrito da seguinte ma-
neira:

6(X) < 3IGIoI—3Fi(X =(G,o0,—,i) A(c € t({0,0,0)))
A(—=€t({0,0)) A (i € t(0)) AAL AA2 AA3).

Passamos agora aos exemplos do predicado para corpos e espacos vetoriais reais.
N3io examinaremos com todos os detalhes.
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Exemplo 5.2 O predicado de Suppes para corpos e espagos vetoriais

Inicialmente, vamos apresentar o predicado de Suppes para corpos. Nesta estrutura
hd apenas um conjunto base, o conjunto K. Os objetos desse conjunto sido de tipo
0. As operacdes sdo +, -, 0, 1, <, que sdo de tipos (0,0,0), {(0,0,0), 0, 0 e {(0,0),
respectivamente. Fazemos um pequeno alerta aqui para que o leitor ndo confunda o
simbolo de tipo 0 com o elemento O corpo. De maneira usual, essas sdo as operacgoes
de adicdo, multiplicacdo, o elemento neutro da adicdo, o elemento neutro da multi-
plicacdo e a relacdo “menor que” entre os elementos de K. A linguagem dos corpos,
de acordo com a nossa abordagem, é uma linguagem de segunda ordem language.
Os axiomas para corpos reais sdo bem conhecidos e sdo férmulas transportaveis;
denotaremos por C; a conjunc¢édo dos axiomas de corpo no seu predicado de Suppes:

A(X) < 3FKI+3-30313< (X = (K,+,-,0,1,<) A (+ € £((0,0,0)))
A(- € £({0,0,00)) A (0 € £(0)) A (1 € £(0)) A (<€ £({0,0))) A C)).

Com auxilio da nocdo de corpo, podemos apresentar a estrutura de espago ve-
torial 20 sobre este corpo. Nesse estrutura ha dois conjuntos base, o conjunto V de
vetores e o conjunto K de escalares. Os objetos de V sdo do tipo 1. Junto com as ope-
races do corpo, teremos aqui as operacdes +, -, 0 que sio de tipos (1,1,1), (0,1,1),
1, respectivamente. Um espaco vetorial euclidiano é um espago vetorial com a adi-
¢do de produto interno e produto vetorial, denotados por (x,y) e [x,y] e cujos tipos
sdo (1,1,0) e (1,1,1), respectivamente. As ordens das linguagens de espago vetorial
e de espaco vetorial euclidiano sdo, de acordo com nossa abordagem, 2, isto é, uma
linguagem de segunda ordem. Os axiomas para essas estruturas sdo bem conhecidos
e claramente transportaveis; denotaremos a conjuncio dos axiomas especificos para
espaco vetorial por V;. O predicado de Suppes pode ser escrito como:

V(X)) < 3IKIVI+3I-30313 <3IF3F30X = (V,K,+,-,0,1,<,7,,0)
A(+ € t({(0,0,00) A (- € t({0,0,0))) A(0 € t(0))
A1 € t(0)A(<e t({0,00))A(+ € t((1,1,1)))
AGCet((0,1,1))A0€t(1)AC).

6. Conclusao

A contribuicdo que buscamos dar nesse artigo foi expor, inspirados nos trabalhos
de Newton da Costa, uma abordagem unificada do conceito de estrutura e de uma
linguagem associada a uma estrutura. Estamos cientes de certas complicacoes e tec-
nicismos envolvidos em nossa exposi¢do; no entanto, o rigor dai provindo nos parece
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de inegavel valor em qualquer discussdo que trate dos fundamentos (no caso deste
artigo) da concepgdo semantica de teorias cientificas. Ademais, a abordagem aqui
desenvolvida nos parece bastante instigante quando temos em vista os importan-
tes resultados que podem e estdo sendo obtidos a partir dela. A titulo do exemplo,
podemos citar a teoria de Galois generalizada desenvolvida por Newton da Costa
e Alexandre Rodrigues 2007. Por fim, nos parece claro que ainda que discussoes e
desenvolvimentos num nivel mais informal sejam muito frutiferas e motivadoras,
certos topicos da filosofia da ciéncia ganhariam muito se a discussdo se desse num
nivel mais formal e rigoroso como, por exemplo, através das ferramentas aqui pro-
postas.
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Resumo. Neste artigo, a partir de topicos presentes na obra de Newton C. A. da Costa, pro-
pomos uma fundamentagéo rigorosa para de uma possivel formulacdo de teorias cientificas
através da abordagem semantica. Seguindo da Costa, primeiramente desenvolveremos uma
teoria geral das estruturas; no contexto desta teoria de estruturas mostraremos como carac-
terizar linguagens formais como um tipo particular de estrutura, mais especificamente, como
uma algebra livre. Em seguida, discutiremos como associar uma linguagem a uma estrutura,
com a qual poderemos formular axiomas que buscam captar a teoria da estrutura. Por fim,
mostraremos como podemos, utilizando este aparato conceitual, fundamentar a formaliza-
¢do de da Costa e Chuaqui do chamado predicado de Suppes, utilizado para caracterizar
teorias cientificas de modo rigoroso.

Palavras-chave: Abordagem semantica, estruturas, modelos, predicado de Suppes.

Notes

! Recentemente, esta visdo de aparente consenso entre os membros do circulo tem sido ques-
tionada, mostrando que havia pelo menos duas correntes predominantes entre os membros
do grupo (ver Uebel 2006).

2 Seguimos aqui uma sugestio de da Costa.
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