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Resumen

En este trabajo se muestra como a partir de la solucién analitica de la ecuacién de ondas se puede recuperar el
ingenioso modelo utilizado por Helmholtz para determinar la frecuencia de resonancia mas baja de una cavidad

acustica que tiene forma de botella.
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Abstract

In this paper we show how from the analytic solution of the wave equation we can recover the ingenious model used
by Helmholtz to determine the lowest resonance frequency of an acoustic cavity that is shaped like a bottle.
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I. INTRODUCCION

Los primeros resonadores Helmholtz [1] fueron
construidos por H. von Helmholtz en 1860, quien los
utilizo, entre otras cosas, para demostrar que cualquier
sonido musical complejo puede ser considerado como una
mezcla de la frecuencia fundamental y sus armonicos con
diferentes amplitudes. Las teorias de Helmholtz sobre el
sonido han tenido un impacto considerable en su época y
han estimulado a muchos investigadores a realizar estudios
sobre las relaciones entre la fisica, la psicologia y la
musica. Rudolph Koenig, el fabricante del resonador que
se muestra en la figura 1, hizo suya la profesion de
“materializar las ideas de Helmholtz en aparatos” [2].

Un ejemplo de la resonancia Helmholtz es el sonido
que se crea cuando uno sopla transversalmente sobre el
cuello de una botella. Cuando se fuerza al aire a
introducirse en una cavidad, la presion interior de la misma
crece. Una vez que el agente externo que fuerza al aire
hacia el interior de la cavidad desaparece, el aire
comprimido del interior fluye hacia afuera. Este flujo de
aire tiende a sobre-compensar la diferencia de presion.
Debido a la inercia del aire en el cuello una pequefia
porcién de aire sale al exterior de modo que la presion de
la cavidad disminuye, alcanzando un valor ligeramente
menor que la externa y esto hace que el aire de nuevo fluya
hacia el interior. Este proceso tiende a repetirse de manera
continua, sin embargo, los cambios de presién van
decreciendo.

Este comportamiento es similar a las oscilaciones
libres amortiguadas de una masa atada al extremo de un
resorte. El aire atrapado en la camara actla como el
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resorte. El aire, como es compresible, tiene una constante
elastica [3].

FIGURA 1. Resonador Helmholtz construido por R. Koening en
el afio 1865.

Los cambios en las dimensiones de la camara modifican
las propiedades elasticas del “resorte”: una camara grande
tendrd una constante menor, y viceversa. El aire en el
cuello es la masa del oscilador. El aire en el cuello tiene
una velocidad mayor que el aire en la cdmara. Si el cuello
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es mas largo su masa serd mas grande, y viceversa. Si el
cuello tiene una seccion muy pequefia comparada con la
seccion de la cdmara la velocidad en el cuello serd muy
grande mientras que si su seccion aumenta la velocidad se
reducira.

En la seccion 2, vamos a mostrar como Helmholtz se
valié de un modelo basado en los razonamientos de los
parrafos anteriores para calcular la frecuencia de
resonancia de una cavidad acustica que tiene la forma de
una botella.

Se puede también encontrar la frecuencia de
resonancia de la botella resolviendo la ecuacion de ondas
en su interior, con las condiciones de borde adecuadas [4].
Este procedimiento se presenta en la seccion 3. Con este
método, sin embargo, se enmascara el elegante
razonamiento fisico realizado por Helmholtz [1] [5]. El
objetivo de este trabajo es mostrar como, a partir de la
solucion analitica de la ecuacion de ondas, se puede
recuperar el modelo utilizado por Helmholtz y determinar
las condiciones de su validez. En la seccién 4 se muestra
gue cuando la longitud del sistema es pequefia comparada
con la longitud de onda y la seccion del cuello pequefia
comparada con la seccién de la camara, la energia
potencial del sistema se concentra en la camara y la
energia cinética en el cuello. La energia total del sistema
se mantiene constante, alternandose de potencial a cinética
de la misma forma que en un resorte. Utilizando las
expresiones analiticas de estas energias se calcula la
constante elastica efectiva de la camara.

La solucién de la ecuacion de ondas muestra que la
botella, ademés del modo Helmholtz, tiene infinitas
frecuencias de resonancias. EI modo Helmholtz tiene lugar
solamente cuando la impedancia acustica de las dos partes
del sistema (cuello y cdmara) son muy diferentes. Si el
radio del cuello aumenta, la frecuencia del modo
Helmholtz aumenta y tiende a la frecuencia més baja del
tubo cerrado — abierto de seccién constante que se obtiene
cuando la seccidn del cuello se hace igual a la seccién de
la camara.

Il. LA FORMULA DE HELMHOLTZ

Consideremos una botella como la que se muestra en la
figura 2 que tiene un gran volumen V, y un cuello
estrecho de longitud L, y seccion S;. El volumen del pico
V, =S,L, es muy pequefio comparado con V,. La botella
estd abierta a la atmdsfera que tiene una densidad p, y
presion p, .

Helmholtz [1] [5] para encontrar la frecuencia de una
de las oscilaciones libres que puede realizar este sistema,
supuso que el aire en el cuello se mueve como un piston
solido mientras que el aire en el volumen principal de la
botella se comprime y expande de manera alternativa
como si fuera un resorte.

Si la masa de aire m en el interior del cuello se
desplaza, en un cierto instante una distancia x hacia la
derecha como se muestra en la figura 2, la presion interna
desciende y como resultado se obtiene una fuerza que trata
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de llevar a esta masa de aire a su posicién de equilibrio.
Esta fuerza de restitucion F, se debe a la diferencia de

presion Sp, entre la presion interna y la presion externa, y
viene dada por:

F,=0pS, , M)

donde S, es la seccion del cuello.

k
—_
X

FIGURA 2. Modelo para encontrar la frecuencia mas baja de
oscilacion de la botella.

La variacion de presion &p se relaciona con la variacion

de volumen o6V a través del médulo de compresibilidad
B del gas [6]:
oV
op=-B—. 2
P v, )
La variacion de volumen viene dada por o6V =S§x,

entonces:
F =-BL1-—=-k_x, (3)
donde
k,=B—=—, 4)

es la constante elastica equivalente del aire contenido en el
volumen principal.
La masa del aire en el cuello de la botella es

m=p,S,L,. Por lo tanto, la frecuencia angular o viene

dada por
k
o == [ O, ©)
m VL

donde ¢ =/B/ p, es la velocidad del sonido en el aire.
Para una botella abierta a la atmésfera, c ~340m/s,y

de dimensiones,V, =10°m®,S, =10"*m*, L, =5x107°m,

se tiene @, ~477.15s™ o sea f ~75.98 Hz. Si se sopla

suave y sostenidamente la boca de la botella se obtiene un
sonido de esta frecuencia aproximadamente.
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111 SOLUCION DE LA ECUACION DE ONDAS EN
EL INTERIOR DE UN TUBO DE SECCION
CONSTANTE

Suponemos que la seccidn transversal del tubo es circular
y que sus dimensiones y/o el intervalo de frecuencias
exploradas son tales que solamente se excita el modo
longitudinal de mas baja frecuencia. Esto se cumple si la
frecuencia de la onda f es menor que la frecuencia de

corte f. del modo transversal superior mas cercano que
viene dado por f, ~0.92c/7a donde c es la velocidad del
sonidoy a el didmetro del tubo [7].

Simbolizamos con p, p y v, las pequefias

variaciones de la presion, densidad y la componente x de
la velocidad de un fluido, que se encuentra en el interior de
un tubo de seccion constante, respecto a los valores
constantes de la presion p,, de la densidad p, y de la

velocidad v,, =0. Nota: pPes ahora la variacion de
presion que en la seccion anterior designamos con 5 p.

Si retenemos solamente los términos de primer orden
y si se supone que los movimientos del fluido son
adiabaticos, la ecuacion de conservacién de la masa y la
ecuacion de movimiento de Euler toman la forma [8]:

op

—=-B—, a

ot OX @ (©)
Do LB

ot Dy OX

donde B es el modulo de compresibilidad adiabatico del
fluido.
De estas ecuaciones se deduce que p(y v,) satisface

la ecuacion de ondas:

o°p 1 0%p
-=%Foo. 7
ox2 ¢ at? )

Para encontrar la solucién armoénica de esta ecuacién
hacemos

p(x,t) = p(x)e"" . (®)
Remplazando (8) en (7) encontramos

d’p

oz TP P=0, ©)

donde f=wlc.

La solucion de esta ecuacion diferencial es inmediata
y viene dada por

p = Ae "+ Be'”, (10)

La velocidad del fluido asociada a esta onda de presion
viene dada por
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vV (X,1) =V (x)e'". (12)

Si reemplazamos (11) y (10) en la ecuacion (6b)
encontramos

v, = L(Ae"”x -Be'™), (12)
ZO

donde Z, = p,c es laimpedancia caracteristica del fluido.

IV SOLUCION DE LA ECUACION DE ONDAS
EN EL INTERIOR DE UNA BOTELLA

Para simplificar el problema vamos a suponer que la
botella tiene una secciodn circular que abruptamente cambia
de radio, al pasar del cuello (regi6on 1) a su volumen
principal (regién 2) como se muestra en la Fig. 3. La
seccion y longitud del cuello son S; y L, mientras que la

seccion y longitud del volumen principal son S, y L,

respectivamente. Como en el cuello y en el volumen
principal la seccidn es constante, en cada una de estas
regiones la presion debe satisfacer la ecuacién de ondas

).
L

0 i

FIGURA 3. Botella de seccion circular. La seccién S, del
volumen principal cambia abruptamente a S1 en el cuello.

En la region 1, la presion (si no se tiene en cuenta el efecto
de borde) debe ser nula en x=L,. La solucién arménica

de la ecuacién (7) que satisface esta condicion de borde
viene dada por

B, () = Asin A(L, —X) (13)
La onda de velocidad del fluido asociada es
U, (x) =—i A cos f(L, —X). (14)

0
En la region 2, la presion debe ser maximaen x=-L, . La

solucion armoénica de la onda de presién que satisface esta
condicion viene dada por

P, (X) = Ay cos B(L, +X) . (15)

La onda de velocidad asociada es
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v,(x) = —izﬁsin AL, +X). (16)

0

Para empalmar las soluciones en x =0 debemos establecer
las condiciones de contorno en esa seccion. Como en una
onda sonora p< p, Yy p< p,, el aire se comprime muy
poco, entonces podemos suponer que el volumen se
conserva. Si despreciamos el flujo de aire en la direccion
radial, que tiene lugar en las proximidades de x=0, la
condicidn de contorno viene dada por [7]

S,¥,(0) =S,¥,(0) . a7)
La otra condicion de contorno es la continuidad de la
presion,

p.(0) = p,(0), (18)
en efecto, si p,(0) = p,(0), la masa infinitesimal que se
encuentra en un pequefio entorno alrededor de
x = 0 tendria una aceleracion infinita.

Las condiciones (17) y (18) nos proporcionan las
ecuaciones

A ~ B GinpL -
Z. cos S, Z. singL, =0, (19)
AsinpgL, —A,cospL, =0, (20)

donde Z,,=2,/S, y Z,,=2,/S, son las impedancias
acusticas de los medios 1y 2, respectivamente.

Los autovalores del sistema se encuentran anulando el
discriminante del sistema, lo que nos da

Z,,sinkL sinkL, —Z,, coskL, coskL, =0.  (21)
Esta ecuacién puede escribirse de la forma
tan AL, tan AL, = Zeo _ 5 . (22)
Zal SZ
Si pL <1y pL, <1, laecuacion (22) se reduce a
2 S,
pul, ==, (23)
SZ
que nos lleva a la férmula de Helmholtz:
, S,
=—1= 24
p== e (24)

Como pL <1y pL,«1, la longitud de onda A es
mucho mayor que L, y L, y el sistema puede considerarse
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de parametros concentrados [7] como supuso Helmholtz
para construir su modelo.
Si §,/S, =1, el sistema resulta un tubo uniforme de

longitud L +L,. En esta situacion, la ecuacion (22) se
reduce a

tan gL, =cot SL,,

Como, 1-tanatanf = (tana+tanpg)cot(a+ ), esta

ecuacion implica que cot(kL, +kL,) =0, lo que nos da
pL+pPL, =712,3712,5712,...,

que corresponden a los modos de un tubo de longitud
L, + L, cerrado en un extremo y abierto en el otro.

Si se mantiene S, constante mientras S, tiende a cero,
se obtiene una “cavidad” de longitud L, cerrada en sus
dos extremos. La ecuacion (22) se transforma en
tan SL, =0 cuyas soluciones son pL, =r,2x,.... Estos
autovalores corresponden a los modos de un cilindro de
longitud L, cerrado en ambos extremos.

En estos dos casos, S,/S,—>1 y S,/S,—0, la

longitud de onda del modo mas bajo es comparable a la
dimensién del sistema (la cuarta parte y la mitad,
respectivamente). Estos modos, si bien son los que tienen
la frecuencia mas baja, no son modos Helmholtz, ya que
sus longitudes de onda son comparables con las
dimensiones del sistema.

A. Célculo de los autovalores
En el caso general, para calcular los autovalores debemos
encontrar, grafica o numéricamente, las raices de la

ecuacion (22). Sin embargo, en lugar de encontrar los
ceros de la ecuacion

tan L, tan SL, —%: 0,
2

es mas conveniente encontrar los maximos de la funcién

U= 1
|tan AL, tan BL, —S,/S,|+¢&

(25)

donde & es un nimero positivo muy pequefio.
En la figura se muestra la grafica de log,,(U) en

funcion de f =w/27, para una botella que tiene las
L, =0.05m,L, =0.15m,S, =10"m* vy
S, =6.8x10°m?. Se supuso que la velocidad del sonido ¢
es igual a 343.5 m/s (T = 20° C), p, =1.2Kg/m* y que

£=10". La frecuencia mas baja, f, =75.98Hz es la
frecuencia del modo Helmholtz. La frecuencia que se

dimensiones,
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obtiene a partir de la formula de Helmholtz (ecuacién (5))
nos da f, =76.59 Hz. La diferencia, que es del orden del

1% se debe a la aproximacion de tankL por kL.

75.98 Hz

1148 Hz

Log10 (V)

“o 500 1000 1500
Frecuencia (Hz)

FIGURA 4. Log;(U) en funcién de las frecuencias. Los picos se
encuentran en la frecuencia de los modos normales. En la figura
se observa el pico correspondiente al modo Helmholtz (75.98 Hz)
y el de un modo de frecuencia més alta (1148 Hz).

El modo Helmholtz tiene una longitud de onda.
A=cl/f =4.5m que es mucho mayor que la longitud total

del sistema, L=L +L,=020m. Sin embargo, la

longitud de onda del segundo modo (0.30 m) es
comparable con las dimensiones del sistema.

B. Analisis de las ondas estacionarias de presion y
velocidad

De la ecuacion (20) obtenemos

sin /i’L1

26
A=A sl AL (26)

Como en general A es complejo, hacemos
A =|Ale". 27)

Para encontrar las ondas estacionarias de presion y
velocidad se multiplican las ecuaciones (13) a (16) por
e'*. Considerando (26) y (27) y tomando la parte real se
obtiene

p, (X, t) = pm cos f(x+L,)cos(wt + ), (28a)
vV, (x,t) =="sin f(x+L,)sin(wt+ ), (28b)
p,(x,t) = pm : ,gLf sin B(L, — x)cos(wt + @), (29a)
v, (x,t) = P Cosz t 0s A(L, —X)sin(wt +a) , (29b)

donde p, = |AZ| es la amplitud de la onda de presion en el
medio 2.
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presion (u.a.)

velocidad (u. a.)

1 ,
0,5¢ ]
0 1 1 1
-0.15 01 -0.05 0 0.05
x(m)
157 : : : .
10} 1
5 L ,
0 L L L i
-0.15 0.1 -0.05 0 0.05
x(m)

FIGURA 5. Ondas de presion (arriba) y velocidad (abajo), que se
calculan con las ecuaciones (28) y (29) para k=2zf,/c,

donde f, =75.98Hz.

En la Fig. 5 se grafican las ondas de presion y de velocidad
(en unidades arbitrarias) en funcion de x, para una botella
que tiene las dimensiones dadas en el péarrafo anterior,
cuando esta oscilando en su modo Helmholtz. La onda de
presion tiene una amplitud casi constante en el interior de
la cavidad principal y decrece casi linealmente, en el
cuello, hasta tomar el valor cero en su extremo. La
velocidad del aire en el cuello es mucho mas grande que la
velocidad del aire en la cavidad principal .La razon entre
estas velocidades es S,/S, (del orden de 68 para este

ejemplo).

@
2
c
©
1]
L
o
X (m)

1r . . . -
<
2
T 0 i
©
o
[8]
o \
g 4 —

L L L
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05
x(m)

FIGURA 6. Ondas de presion (arriba) y velocidad (abajo), en el
interior de la botella, para el segundo modo cuya autofrecuencia
es f=1148 Hz.

Este comportamiento de las ondas de presion y de
velocidad es coherente con el modelo que elaboro
Helmholtz para encontrar la frecuencia propia de este
modo pues de acuerdo a estas graficas en la cavidad
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principal la energia va a resultar puramente potencial
elastica y en el cuello puramente cinética.

En la Fig. 6 se muestran las amplitudes de las ondas de
presion y de velocidad, en el interior del tubo, para el
segundo modo, cuya autofrecuencia es 1148 Hz. La
curvatura que tiene este modo es una evidencia que su
longitud de onda es comparable con las dimensiones del
sistema. Por el contrario, las gréficas sin curvatura de la
Fig. 5 confirman que, para el modo Helmholtz, la longitud
de onda es muy grande comparada con las dimensiones del
sistema.

V. CALCULO DE LAS ENERGIAS CINETICA
Y POTENCIAL DEL MODO HELMHOLTZ

Para el modo Helmholtz, gL <1 y pL, <1, por lo
tanto, podemos hacer las siguientes simplificaciones:
cos S(x+L,)=1, para cualquier x en el intervalo
(-L,,0), sin B(x+L,) = B(x+L,), para cualquier x en el
intervalo (-L,,0), cosS(x+L)=1, para cualquier x en
el intervalo (0,L), sing(x+L)=p(x+L), para
cualquier x en el intervalo o,L) y
cos gL, /sinpL, =1/pL, 'y su frecuencia es la

correspondiente al autovalor dado por la ecuacion (24).

Utilizando estas aproximaciones, la presion y la
velocidad en el volumen principal y en el cuello vienen
dadas por:

p, = P, CoS(w,t+a), (30a)

v, zg—:h2(1+ x/L,)sin(e,t +a) (30b)
=P, LlLZ X cos(w,t +a), (31a)
v~ Lsin(, t+a). (31b)

0

La densidad de energia total u, en cada una de las
regiones, es la suma de la densidad de energia potencial
elastica [7]

2

p
u, = , 32
P2Z,c (32
y la densidad de energia cinética
u, = % PV’ (33)

De las ecuaciones (30a) y (30b) se deduce que la densidad
de energia cinética en el volumen principal u., es un
infinitésimo de segundo orden con respecto a la densidad
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 3, No. 1, Jan. 2009
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de energia potencial u,,; esto es, u, shzzupz. En el

cuello, sin embargo, la energia potencial elastica es un

infinitésimo de segundo orden con respecto a la densidad
P 2

de energia cinética; esto es, u,, <h°u,.

Por lo tanto, si despreciamos los términos de segundo
orden en h y h,, la densidad de energia es puramente
potencial en el volumen principal y puramente cinética en
el cuello. En esta aproximacion la energia potencial total
del sistema E, se obtiene integrando la densidad de
energia potencial u,, sobre el volumen principal, lo que
da:

2
E, =E,, cos*(o,t+a), (34a)
donde E,, es la energia potencial maxima que viene dada
por
2
V.
w=tnty (34b)
27,
De la misma manera la energia cinética del sistema E_ se
obtiene integrando la densidad de energia cinética u,
sobre el volumen del cuello, asi se tiene:
a2
E, = E,, sin“(o,t+0a), (35a)
donde E,, es la energia cinética maxima que viene dada
por
2
1 pGL)

Ecm =P . (35b)
270 (pL)°Z;
Si en (35b) reemplazamos S por w, /¢, ecuacion (24), se
puede demostrar que
E.=E

cm pm
La energia total del sistema es entonces:

E=E,,cos’ (o t+a)+E, sin*(o,t+a)=E, =E,
Esto es, la energia total del resonador se mantiene
constante. Entonces, hay una transformacion permanente
de energia cinética en energia potencial y viceversa, del
mismo modo que en un oscilador masa — resorte en
ausencia de rozamiento.

A. Célculo de la constante elastica equivalente de la
cavidad principal

Para calcular la constante elastica equivalente de la
cavidad principal tenemos que relacionar su energia
potencial con la amplitud de desplazamiento de la masa,
que designaremos como @, .
De la ecuacion (31b) obtenemos
http://www.journal.lapen.org.mx
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_ Py

vy, = Zh , (36a)

donde v, es la maxima amplitud de la velocidad en el
cuelloy como v=0®/at, se tiene
Vi = @y Py (36b)

m

A partir de (36a) y (36b) tenemos:

P = Zoho, @, - (37)
Reemplazando (37) en (34b) nos queda:
1. a2
Epm = Ekeqcblm ' (38)
donde k., , la constante elastica equivalente de la cavidad,
es
SZ
k,=B—=X, 39
€q V2 ( )

resultado que coincide con la expresion encontrada en la
seccion I1.

VI. CONCLUSIONES

Hemos mostrado que, partiendo de la solucion analitica de
la ecuacion de ondas acUstica, se puede recuperar la fisica
del modelo utilizado por Helmholtz para encontrar la
frecuencia del modo que lleva su nombre. Calcular la
frecuencia del modo Helmholtz de esta manera es un poco
maés laborioso. Sin embargo, la deduccion que se obtiene
utilizando esta matematica mas dura puede generalizarse a
otros sistemas fisicos. En efecto, las analogias matematicas
basadas en las ecuaciones diferenciales, en muchos casos,
son mas fructiferas que las analogias basadas en los
mecanismos [9]. Existe una gran variedad de fenémenos
fisicos que se describen por medio de una ecuacién de
ondas lineal: ondas electromagnéticas, acuUsticas, ondas
mecénicas en medios eldsticos, etc. En todos estos casos se
puede introducir el concepto de impedancia [7], aun para
las ondas cuanticas [10]. En cualquiera de estos fendmenos
puede aparecer, por lo tanto, un modo tipo Helmholtz. La
condicién que se debe cumplir es que se tenga un salto
grande en la impedancia de los dos medios y que sus
dimensiones sean pequefias comparada con la longitud de
onda asociada. Aunque habitualmente no se lo subraya, el
modo de oscilacion del sistema clasico masa — resorte es
en verdad un modo Helmholtz. Este sistema tiene infinitos
modos de frecuencias superiores, que en la practica se los
confunde con los modos normales de un resorte fijo en sus
dos extremos, pues el nodo de estos modos estd muy
préximo a la masa del oscilador. Sin embargo, si la masa
es comparable con la masa del resorte, el nodo del segundo
modo esta separado de la masa y se pueden observar
oscilaciones de amplitud relativamente grandes en esta
segunda resonancia. Por lo tanto, la analogia de los modos
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de una botella con los de un sistema masa — resorte, no se
limita sélo a su modo mas bajo, 0 modo Helmholtz, sino
también a sus modos de frecuencias superiores.

La utilizacion de resonadores Helmholtz es cada vez
mas frecuente en los laboratorios del nivel medio [11] [12]
y universitario [13] [14], tanto como un prototipo de un
oscilador o como un dispositivo para filtrar sonido en una
dada gama de frecuencias, pues son muy faciles de
construir 'y las mediciones se realizan mediante
micréfonos, parlantes y detectores de sefiales que se
encuentran normalmente en los laboratorios de estos
establecimientos. Son también muy empleados [15] [16]
como amortiguadores de ruido en ductos, vehiculos y
maquinas 0 en nuevos dispositivos experimentales [17]
para simular el comportamiento de metamateriales. Es por
lo tanto un tema relevante para incluirlo en los cursos de
vibraciones y ondas o de ecuaciones diferenciales en las
carreras de ingenieria y de ciencias fisicas.
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