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Resumen

Este trabajo deduce el modelo dindmico de un
Quadrotor, que consiste en una estructura central
donde se encuentran las baterfas y la avidnica
del dispositivo unida a cuatro largueros con un
conjunto propulsor (motor-hélice) en el extremo
de cada larguero, formando una cruz perfecta
brindando la posibilidad de sustentarse en el aire
controlando su orientaciéon y traslacion.

Multiples articulos hablan de este modelo dinamico
en los cuales se hacen suposiciones para vehiculos
bajo techo, simplificando considerablemente la
complejidad del modelo. Por esta razén se modela
fisicamente la dinamica del vehiculo como un
sistema no lineal tomando en cuenta fendémenos
aerodinamicos de las hélices. Luego se realiza una
linealizacién del modelo y una comparacion entre
los modelos “real” y “linealizado” usando un
control LQR estabilizante.
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Abstract

This work shows the study of the dynamic model
for a quad-rotor helicopter, which consists of a

central body formed by a box with the batteries
and on-board computers for control and avionic
functions. The body is joined by four beams which
have a motor with two rotating wings at the far
extreme of each of them. This gives sustentation to
the vehicle and gives the possibility of controlling
the orientation and translation of the system.

Although several theoretical papers can give
account of the quad-rotors dynamic model, many
of these attempts make several assumptions that
are only true for small indoor type vehicles. For
this reason, the first stage of this work is to model
physically the dynamics of the vehicle as a totally
non-linear system, where the complex dynamics
of the rotating wings are taken into account. This
is followed by a linearization and a comparison
between the “real” and linear systems and then
design a LQR control for it stabilization.

Keywords

Dynamic model, linear system, non-linear system,
quadrotor, LQR control.

Introduccion

En el presente articulo se concibe un modelo
dinamico para un vehiculo aéreo de despegue

vertical cominmente conocido como Quadrotor,

AVANCES Investigacion en Ingenieria 13 (2010)



72

el cual consta de cuatro propulsores dispuestos
al final de los cuatro extremos de una estructura
en cruz y ubicados perpendicularmente a cada
uno de los largueros. Para el estudio dindmico de
esta aeronave es necesario incluir conceptos de
mecanica de cuerpos rigidos, dinamica de vuelo,
aerodinamica, sistemas dinamicos y control, entre
los mas representativos.

En el presente articulo se mostrara el procedimiento
y analisis que hace posible el modelamiento en
general para una aeronave como si fuera un cuerpo
rigido, y especificamente para el Quadrotor, de
acuerdo a su principio de funcionamiento que es
similar al de los propulsores de un helicoptero
convencional, y especialmente similar en su
aerodinamica. Diversos articulos [1 - 10] parten
de un modelo dinamico para un Quadrotor ya
existente usado en articulos anteriores donde no se
conoce la fuente del modelo dinamico. Se ha hecho
entonces la revision de un trabajo doctoral [11]
como el punto mas alto de comparacién y el cual es
el modelo mas completo dentro de la bibliografia,
pero aun asi es deficiente en la explicacion de cada
uno de los términos.

Usando los conceptos y principios del rotor de
un helicéptero mostrados en [13, 14], el modelo
dinamico aquf analizado y desarrollado se emplea
para conocer aspectos como la estructura del
modelo, cémo influyen las perturbaciones del
entorno sobre el dispositivo, y qué informacion
podria perderse al linealizar el modelo dinamico
obtenido para disefiar y simular un control LQR.

Metodologia

De la literatura revisada se hace evidente que
el vehiculo aéreo a estudiar es representado
por un modelo no lineal, inestable y complejo,
dada su naturaleza e interaccion con el entorno.
La investigacién tedrica de este articulo logra
obtener un modelo linealizado en un punto
de equilibrio pero estabilizable
modificando  las  entradas  del
(velocidades de los motores).

inestable
sistema
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Cantidad de movimiento lineal
y angular de un cuerpo rigido

La cantidad de movimiento lineal para un cuerpo
rigido es un vector que se define como el producto
de la masa por la velocidad instantanea del centro
de masa con que dicha masa se desplaza, asi:

(1) p=mves

N
Donde p es el vector de cantidad de movimiento
lineal, cuya unidad en el sistema internacional de
unidades es k g.m/s.

De la misma manera, la cantidad de movimiento
angular para un sélido rigido se define como el
resultado de la matriz de inercias con respecto
al centro de giro y que pasa por el centro de
gravedad, multiplicada por la velocidad angular, as:

- -
QH=I,w

-
Donde H es la cantidad de movimiento angular,
que en el sistema internacional tiene unidades de
kgm*ls oN.m.s.

Segunda ley de movimiento de Newton
para la traslacion y la rotacion

Al derivar las cantidades de movimiento de
n respecto al tiempo,
y suponiendo una masa constante, se obtiene la
segunda ley de movimiento para la traslacion y la
rotacion, asi:

traslacion y rotaciéon con

- d,
= Y cg -
3) Z i TP E Mmoo = Mg
i=0
n
L do dw
(4) ZTi:H:ICgE-FwXICQE
i=0
Para i=1,2,3,.n y las cuales se enuncian

respectivamente como: “La sumatoria de fuerzas
externas que actian en un cuerpo rigido producen
en él una aceleraciéon proporcional a su valor



e inversamente a su masa’ y “La sumatoria de
momentos externos que actdan en un cuerpo
rigido producen en ¢l una aceleracién angular
proporcional a su valor e inversamente proporcional
a su momento de inercia”.

Dinamica basica de una aeronave
ILa dinamica de un cuerpo rigido

definida por las siguientes
ecuaciones, de acuerdo a las secciones anteriores:

queda

completamente

G F='p, v

=

6) Ty = "Heyg

Donde el superindice [ indica que estas ecuaciones
son referidas a un marco de referencia inercial (/).

Figura 1. Aeronave y marcos de referencia en / y B.

Ahora supdéngase dos marcos de referencia como
se muestra en la Figura 1: un primer marco fijo a
un sistema de coordenadas inercial (/) y un segundo
marco (B) fijo al centro de gravedad de la acronave.
Entonces, las ecuaciones de movimiento quedan
definidas de la siguiente forma:

n
o B> B— B— -
(7) EFL: pr+ "w X “wp Xp
i=0
n
(8) Z Fi = m B‘I})I +m BBI X Bﬁ[
- —
=0 Fexternas Ftangencial Frormal

n

) Zfi=3ﬁ1+ B%, x Ba, x H
i=0
n

(10) Z T =g B, + P& x 1oy P

=0 Mexternos Mace ang Mgceadireccion

para i=1,2,3,...n.

A continuacion se muestra el sistema de ecuaciones,
conocido con el nombre de ecuacion de Newton-
Euler:

Zi: ot _|:ml3x3 0 :| BZI
i o I
Zi: 0

{

- -
Bw xm Bu,

1)

- -
Bovx1.,, Bo

{

cdg -

Bw

La ecuacion 11 es no-lineal y de mucha complejidad.
Se llega a simplificar si se asume que el marco de
referencia (B) es solidario al marco de referencia
(1), tal que los movimientos de traslaciéon de B con
respecto a [ sean nulos pero con los tres grados de
libertad en la rotacién, como se muestra en la Figura
2, y ademas se supone que el desplazamiento que
puede ocurrir es dado en el marco de referencia (/).

Figura 2. Marcos de referencia en el quadrotor.

N
Loanteriorsignificaque Bv1 =0 yporconsiguiente
se reduce el término:

Bwi x Bui=0
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De esta manera, se puede representar la dinamica
del sistema con las siguientes ecuaciones:

Y= Fu| |m¥
12) | || -
ZIZOF‘”_my
W ARLE

I N A A I A A S I
ZZ: oTyi =1, Ol+\ly 0 —¢]|0 1, 0 0
ST o -0 ¢ oll° =y

N
Donde @ por definiciéon se puede escribir en la
forma de matriz antisimétrica (ver [12]) asf:

& 0 -y 9
Z): 0 v 0 —&
vl-6 ¢ o

Por la propiedad de una matriz antisimétrica:
axb =8 (a)b

Donde S (a)es la matriz antisimétrica de a. Se
puede llegar a:

- Ixx¢ ¢l// (Izz_[yy)
@ |5 o a5 v -r)
= L.y| |90U,,-1.)

Donde el segundo término de la derecha de la
Ec. 14 es el efecto giroscépico de la aeronave, en
este caso un quadrotor, en términos de las ratas
de giro de los angulos de Euler (balanceo, cabeceo
y rotacion, de ahora en adelante llamados en el
documento Roll, Pitch y Yaw por su uso general en
la aeronautica mundial).

En las anteriores ecuaciones quedd planteado el
sistema de ecuaciones para el quadrotor sin tener
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en cuenta las fuerzas externas que lo afectan. A
continuacién se presentan los fendmenos mas
representativos, los cuales se reflejan en fuerzas y
momentos que afectan la dinamica, que permite el
vuelo en estado estable o inestable y que depende
de las condiciones de velocidad de las hélices
y del entorno. Dichas fuerzas y momentos que
componen el conjunto de fuerzas y momentos
externos pueden estudiar en

A continuacién se explican los términos presentes
en la Ecuacion 15:

. (sen @ seny +cosy senfcos ¢)Z; T
(— cosy seny +seny cos @ sen 6’)2; T,
y cosdcosy Z; T

Los empujes T’ de los cuatro propulsores siempre
son paralelos al eje de Yaw, por ende giran su
posicion con respecto a los ejes X, Yy Z en los
cuales se estudia el movimiento de traslacion del
quadrotor, por lo que se tiene la transformacion en
términos de los angulos de Roll, Pitch y Yaw. Los
empujes 7 son las fuerzas perpendiculares al plano
de cada una de las hélices que en forma general
para un ala rotatoria viene dada por ([13, 14]):

T=C,pA(QR)

Donde: p es la densidad del aire, 4 es el area
barrida por la hélice, Q es la velocidad angular
de la hélice, Res el radio de la hélicey C, es
un coeficiente (factor de correcciéon debido a la
hélice) hallado de manera experimental o terica
mediante:

1 1 0 1
C,= 4yl 0. —1-u) =2 __2
p aa(6 M ] ( b, — (=) J

En la cual o es la relacion de solidez (relacion
entre el area de las hélices y el area del disco que las
contiene), aes la pendiente de sustentacion (que
indica el cambio en el angulo de ataque a lo largo
de la hélice), i es la relacion de avance del rotor
(relacion entre la velocidad horizontal del centro



(15)

Donde i=1, 2, 3,4.

de gravedad del quadrotor yla velocidad horizontal
al extremo de la hélice debido a la rotacion de la
hélice), 6, es el angulo de incidencia del petfil en
la raiz de la hélice, y @, es la vatiacién del angulo
de incidencia del perfil al final de la hélice.

H .y H,: Las fuerzas H, son la resultante
de fuerzas distribuidas a lo largo de la hélice
en la direccién y sentido opuesto del vuelo.
Aparecen como consecuencia del desbalanceo
de velocidades a lado y lado de la hélice debido
a la traslacion del quadrotor que se refleja en
una fuerza de arrastre mayor en la semihélice de
mayor velocidad como se muestra en la Figura
3. Esta fuerza HH esta dada en cada hélice por:
H=C,pAQR’

rad

Donde:
1 , 2> 1 0
C,=oc|—u>C,+—Aul, ——=
H 0{4:“ a7 ﬂ( 0 > JJ
Ver [14] y [13] (ver Figura 3).

X v z

1 . 1 . 1 .
o C —A4 px C —A4. C.—A4
£ . P >S5 cPY y 3 cPZ

Estos términos son las fuerzas de fricciéon que
aparecen en todo cuerpo que se traslada en
presencia de algin fluido, en este caso el aire
se opone al movimiento del quadrotor, donde

(sen ¢ sen y/+coswsenﬁcos¢)Z;Ti —Z;Hﬂ —CX%AC fops
(—cosw senl//+senl//cos¢sen6’)2?:lTi —Z;Hﬁ —Cy%AC Ly
i mg—cosqﬁcostyZ?_ITi—Zj_lei—CZ%Acpz

ll (T4 _T2)+(_1)i+1 211 Rmxi_lz (ijl Hyi)+"]r QQr
i+ 4 4 p
LT+ )Y R -4 1) 60,

L, -H )+, - ) ) Y 040 Q,

X

y

.
z

Pérdidas
. \fR-V)

s

Pérdi&
t(QR+V)

Figura 3. Fuerzas H ;.

C,, C, y C, son coeficientes experimentales
y/o tebricos que depende de la forma del
cuerpo, A es el area del centro del quadrotor y
p es la densidad del aire.

[, (T, =T,): Decbido a una diferencia en
velocidad y/o aceleracion entre los propulsores
4y 2, se genera un momento con respecto al eje
de roll de esta magnitud debido a los empujes
en las hélices 4 y 2, en la cual L, es la distancia
perpendicular que existe entre el eje de giro de
las hélices y el centro de gravedad del quadrotor,
como se observa en la Figura 4.
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(a) Momentos [, (T,-T,) y I, (T,— T,) (b) Debido al desbalanceo de empujes

Figura 4. Momentos.

Iy (T; =T}): Decbido a una diferencia en
velocidad y/o aceleracién entre los propulsores
1y 3, se genera un momento con respecto al eje
de pitch de esta magnitud como se explico en el
anterior item (véase Figura 4).
i+1 4

(=D i R, . Este término aparece como
una consecuencia del movimiento de traslacion
en xx del quadrotor. Obsérvese de la Figura 5
que cada hélice esta sometida a una velocidad
de entrada @ R pero en direccion contraria a las
cuales se suma la velocidad de traslacion de su
centro de gravedad V', y como es de esperarse una
semihélice tiene mas sustentacion que la opuesta
debido a una mayor velocidad de entrada, de esta

manera s genera el momento R (1’1’101’1’16111:0

mxi

con respecto al eje x de la hélice 7).

Este momento para un par de semihélices esta
dado por la siguiente ecuacion:

R, =C,, pAQR)’R
Donde:

1 1 1
Co,=poal—0,——0,_ —=2
Rm :u (6 0 8 T 8 j

DY R,

al anterior, la diferencia es que el movimiento

Es un momento similar
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Empuje menor

Empuje menor

QR+V

Figura 5. Momento con respecto a X: debido a la
traslacion en X de un par hélices.

esta referido al eje y, tanto en el movimiento de
traslaciéon como el de rotacion.

4

lz (Z,»Zl Hyi) : Asi como en los dos items
anteriores se generé un empuje extra por la
traslacion en x debido a velocidades diferentes
en las dos hélices, también se produce una fuerza
debida a estas velocidades pero por las pérdidas
en las hélices ¥ que también son diferentes
debido a la traslacion en el eje y. Esta fuerza
genera un momento alrededor de x al existir
una distancia /,.



4
. 0 (Zl-:l H,, ) : Es un momento igual al anterior
producido por H pero con respecto al eje y
cuando el cuerpo se traslada en x.

o J,0Q, . Este momento se genera debido al
giro de las hélices con velocidad angular relativa
Q) respecto a otfo marco de referencia con
velocidad angular @ y se conoce como el efecto
giroscopico del propulsor con respecto al eje x.

o J, #Q,: Este momento se genera debido al
giro de las hélices con velocidad angular relativa
Q, respecto a otro marco de referencia con
velocidad angular ¢ y se conoce como el efecto
giroscopico del propulsor con respecto al eje y.

Pérdidas
t(QR-V)

x4 e '
Pérdidas o N
t(QR+V) ¢/ L

Figura 6. Momento con respecto a x debido a la
traslacion en y de un par hélices.

« (=D Zi:l 0, : Sucede cuando hay desbalance
en los movimientos de las hélices que giran a
derechas con los que giran a izquierdas.

Donde:
0=C,pA(QR)*R

Donde:

o > 0 1 1 1
C, =—\+4*)C, +21|60, —=||=60,——0 _—— 1
H 8( Iu)d (O 2 60 8 T@ 4

- |_(sz —Hx4)+(Hy3 —Hyl) J:Estemomento
lo producen las fuerzas de desbalance de friccion
H causadas por la traslaciéon en x o y.

* J,Q,: Efecto giroscopico de la hélice con
respecto al eje r (ver Figura 7).

En las ecuaciones 16 a 18 (pag. 78) se puede
observar el resultado de reacomodar las ecuaciones.

Control LQR
(Linear Quadratic Regulator)

El método de control LQR, es la solucién 6ptima
a un problema de minimizacién con lo cual asegura
la estabilidad del sistema en lazo cerrado, ademas su
computo es facil. Se puede comenzar por definir el
problema mas general que da solucion a este problema.

(a) Velocidad en los motores. (b) Momentos de arrastre.

Figura 7. Desplazamientos.
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(16)

Por lo tanto:

A7)

Ixx ¢ +¢l// (Izz _Iyy)
Iyy 54_& l/./(]xx _[zz)

Ly+dod,, -1, ]

-] (seng seny +cost//sen9c0s¢)2?:lT, —Z;Hxi -C, %AC px|x
ti (—cost// sen(//+senl//c0s¢sent9)2j:17} —Z;Hﬂ -C, %Ac Pyl Yy
S mg—cos¢cosw2j:17’i—2j:1Hxi—CZ%Acpz z
TXi i+1 4 4 ’
ll (T4 _Tz)+(_1) zi:l Rmxi_l2 @i:l Hyi)—‘r‘]r GQr
T, A A .
ll (T; _T3)+(_1) ! i=1 Rmyi - 12 (Zizl Hxi )_‘]r ¢QI
T, R .
" Wt -1 )+ a1 ) ) Y 04,0
. . (seng seny +cosy senfcos ¢)Z;Ti —z; H, -C, lAc px| X
mx 2
o 4 4 1 o | e
my (— cosy seny +senl//cos¢sen9)zilei _Zi:IH.Vi -C, EAC pPy|y
mz _ mg—cosgﬁcost//Zj:lTi—Z;HX,—CZ%ANDZ z

ll (T4 _T2)+(_1)i+1 Zj:l Rmxi - 12 (Z?:I Hyi)+ Jr QQr
4

4 .
R e,

L, a0 )Y T 04,0,

LT =T)+(=D)"

Ahora al reacomodar el sistema en variables de estado, resulta:

(18)

1 [(senqﬁ seny +c0s1//sen¢900s¢)z:Ti —Z:Hxi -C, %Ac pPX|X
m i= i=

|

y

1 1 .
— {(— cosy Seny +seny cos ¢ sen H)Z;Ti - Z; H,-C, EA” Py

m |
|

z

1 {mg—cos¢cosg{/Zf‘ITi —Zf‘lHri _CZ%ACPZ
m i= i= R

1 o o it 4 4 .
]_I:el//(]yy _Izz)+ll (T4 _T2)+(_1) l Zizl Rmxi - 12 (Zizl Hyi )+Jr HQr:|

1 o o it 4 4 .
1_|:l//9(lzz_lxx)+ll (Ti _73)+(_1) l Zi=l Rmyi_ll (Zi=l Hxi)_Jr ¢Qr:l

yy

l c l .
I_|:¢0([vcv _[yy)+ll [(HX2 _Hx4)+(Hy3 _Hyl):|+(_1) Zj:l Qi+‘]r Qr:|
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Dado el sistema dinamico
() = Ax(t)+ Bu (1) x(t,)=x,
Con x(t)eR" y u(t)eR",
2()=C, (1

Con z(t)eR”. Se define una funcién de costo
cuadratica:

J%J [ZT(r)Ruz(z)+uT(t)]d”%”(ff)l’tfx(t,»)

Con R_.>0 y R >0, P,20, A(f)es una
funciéon continua del tiempo y B(¢), C(¢), R_,
y R,
acotadas constituyendo asi un sistema LTV (Linear
Time V ariant).

son funciones continuas en el tiempo y

Entonces el problema general del LQR es encontrar
una entrada u (¢) 6ptima en un lapso. Dicha entrada
esta dada por la expresion:

u,,(H)=—R,, B" P(1)x(1)=—K (t)x(t)

Donde P(t)P(t) es la solucién a la ecuacion
diferencial de Ricatti:

~P({t)=AP(t)+P(t)A+C'R__C-P()R ' B" P(¢)

Pero en la mayoria de los casos la soluciéon que
se busca es para sistemas lineales invariantes en
el tiempo (LTI), entonces la ecuacion diferencial
de Ricatti alcanza un valor en estado estable. Es
decir P(#)=0. En este caso la solucién al problema
LQR esta dada por:

(19) A"P+R_-PBR'B" P=0

Donde R_=C'R__C.

Denominada la ecuacién algebraica de Ricatti para
el control (CARE por sus siglas en inglés: Contro/

Algebraic Ricatti Equation) encuentra el valor 6ptimo
de Py la entrada 6ptima:

20)  u()=-K, x(1)

Y se puede encontrar desde MATLAB encontrando

K . con la sintaxis: K, =lqr(4,B,C" R,,C,R,).

e | U X
Planta

K

-

Figura 8. Control estabilizante LQR.

Resultados

En el control de sistemas es de vital importancia
obtener un modelo sencillo que contenga la
informacién mas preponderante para facilitar
el disefio de un controlador. A continuacién se
presentara un modelo dindmico simplificado
esperando que la dinamica no se afecte de
manera ostensible. Segun [11] la afectacién se
puede despreciar sin cambios importantes (ver
Ecuacion 21, pag. 80).

Como se ve en los planteamientos anteriores el
modelo no es lineal y complejo para efectos de
control, se haran entonces dos suposiciones que se
presumen no cambian mucho el modelo pero si lo
simplifican de manera considerable.

Las fuerzas debidas a la friccion con el aire se pueden
plantear como perturbaciones conocidas tanto en
el modelo no-lineal como en el lineal. Para el caso
especifico en que las velocidades y desplazamientos
lineales y angulares son pequefios se tiene que los
coeficientes: Cyy 5, Cy 5, Cp ., Cp, tienen valores
muy cercanos a 0. Véase, entonces, en la Ecuacion

22 (pag. 80) el modelo simplificado.

Si se analiza el sistema anterior se encuentra que
existen dos sistemas, el sistema que describe la
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- 1{(sen¢senl//+cos1//sen9cos¢) CaU(l)+C, aU(1)-Cbv,|v, }
Dy "
. v,
x
z.) % {(— cosy seny +sen(//cos¢sent9)C,a U +Cy,,al@)-Cbu, v, }
. v
y !
,.)Z % {mg— (cosgcosy) C,aU()+C,,aU)-C,bv, |V, }
@1) z | v,
o | |-, 0,(1, ~1.)+C1aUB)-C, haU)+Cy. a RUQ2)+J,0,U(5)
I ¢y bl
“ IL[@,,, w,(I.. ~1,)+ClaU(4)+C, haU(l)+Cp, RaU2)~J,0,U3)]
9 vy
. Wy
®y .
. ]i[wg, w, (I, ~1,)+C,aRUQ2)+C,1aUBR)+C,, laU(4)+J, U(S)}
_l// i zz
o, ]
Con U)=(Q,+Q," +Q,7+Q,”)
_ 2 2 2 2
i pAR? UR)=(Q}+Q,' (@, +Q,7)
U(3):(Q42 _sz )
bzlA ) U(4)=(Ql _Q3 )
2 ¢ UB)=(Q,+Q; -(Q,+Q,))
oL [(Sen¢ seny +cosy sen@cos ¢) C.a U(l)]
Uy m
. L,
X
. 1 [(=cosy seny +seny cos psen0)C,aU(1)]
Uy m
. Uy
Y 1
g — [mg — (cosgcosy) C,a U(l)]
D: m
. v,
Z p—
@ || Ii[wg 0,1, ~1.)+ClaU3)+J,0,U(5)
&5 @y
e Ii[% 0,(I.. ~1,)+ClaU(%) —J,0,U(3)]
7 o,
@y [1[% 0, (I, ~1,)+C, aRUQR)++J, &(5)}
LY | I o, |
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traslacién de la aeronave, y el otro que describe la
rotaciéon con respecto a su centro de gravedad (de
ahora en adelante actitud de la aeronave).

Notese que las segundas seis ecuaciones son
dependientes de los tges estado referentes a las
velocidades angulares @, € y w y de las entradas
U2), U3B), U@4) y U(5), y es independiente
de las posiciones y velocidades de traslacion de
la acronave y de la entrada U(l); pero las seis
primeras ecuaciones dependende ¢, @ y i ydela
entrada U(1). La cual se puede poner en diagramas
de bloque como:

Doble

Rotacién ? integrador

W
UQR...5) ™ —>| Traslacién

U1

Figura 9. Division del sistema en traslacion y rotacion.

Las ecuaciones de variables de estado son de la
siguiente forma:

1:)1 1 [(sen¢ seny +cosy sencos ¢) C.a U(l)]
m

x v,
(23) L.)y _ i[(fcosl// senl//+sent//cos¢sent9)Cta U(l)]
y v,
l.)z 1 [mg— (cosgcosy) C,a U(l)]
o _i[wg 0,(,, ~1.)+ClaU3)+J,0,U(5)] ]
y o

¢

@4) | oo | |l 0,0 1)+ ClaU@ -1,0,00)]
. 3

@y IL{% 0, (I, ~1,,)+C, aRU(2)++J, l‘J(S)}

zz

L d a)w

Se puede pensar que para controlar la traslacion de
la aeronave, se debe controlar primero la actitud de

la aeronave. Después, se realizara la linealizacion de
la actitud en los puntos de equilibrio. Entonces al
igualar este sistema a cero se obtienen los puntos
de equilibrio, asi:

[L[cug o, (1, —IZZ)+CtlaU(3)+J,a)0U(5)]

0 xx
0 @,

@5)[0|_ i[% w,(I.. ~1,)+ClaU(#) —J,0,UQ3)|
0 W,

1 .
0 I—{a)ﬂ) o, —-1,)+C, aRU(2)++JrU(S)}

zz

LY o,

Del sistema anterior, se deduce que los puntos de
equilibrio para la actitud son independientes de
los 4ngulos de rotacion de Euler ¢, € y y y se
observa, también, que para que esta igualdad se
cumpla las velocidades angulares y las entradas
deben ser cero, lo que indica que las velocidades de
rotacion de las hélices deben ser todas iguales. Del
sistema de traslacion:

0 1 [(sen¢ senl//+cos1//sen«900s¢) Ca U(l)]
m
0 v

X

(26) 0 % [(— cosy seny +seny cos ¢psen)C,a U(l)]

0 v,

0 s [mg— (cosgcosy) C,a U(l)]
m

0 UZ

Se observa que v, y v, ¥ deben ser cero, y
para que esto se cumpla se debe asegurar que los
angulos de roll y de pitch sean cero y que la fuerza
de sustentacion de la aeronave sea de la misma
magnitud e igual direccion y en sentido opuesto
al peso del Quadrotor. Luego se puede deducir
que los multiples puntos de equilibrio de todo el
sistema estan dados por:

27) X,=[0 0 0 0 0 0 0 000 0 yl

AVANCES Investigacion en Ingenieria 13 (2010)

81



82

Cualquier punto de equilibrio significaria Hover.
Al linealizar el sistema en el punto de equilibrio se
obtiene con ayuda de Matlab simbdlico:

fe 7 _ic,aU(l)*a |
Ux m
. v,
* 1
c | =2 caU)g
vy m
. Uy
Y |
o | | Cat
: v
28 . L e
a)[ xXXx
y @
o0 | | ——ClaU@)
o, | |1 C,aRUQ)+ J,U(5)
_W_ zZz
L a)u/ -
(00000000 0]
000 O0O0OO0O0
000 0O0TO 0T OO
o 4 0000000 0]
@) A=l 900000 0] M
01 00 0O0UO0O
0O 01 00 0 0O
(0001000 O
(B)
[0 0 0 0]
0000
00001000 0000
00000100 0000
Ay = Duv=
00000010 0000
00000001 0000
0000
1000 0
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Disefio de control LQR y simulacién

En esta seccion se reemplazaron los parametros
hallados a partir del quadrotor real y del virtual
bajo el software Solidedge en el modelo linealizado
de la forma X (t)=A4,,X(®)+B,,U(t), con
Y)=C,, X (@)+D,U(t) y aclarando que de
aqui en adelante Q=R y Q=R por unificacion
en la notacion que Matlab usa, como se puede
observar en las matrices (A), (B) y (C).

Con las matrices 4,,, B,y y las matrices de
peso O (Valorando la importancia de los estados)
y R (valorando la amplitud de las sefiales de
control), se puede solucionar el problema LQR
LTI computacionalmente con ayuda del Matlab
mediante el comando Iqt, se obtiene de esta manera
la Matriz constante del control:

0 127 4725 0 0
0 0 127.4725 0
0 0 0 278.0868
—7.5188 0 0 0
- 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 |
©)
10 0 0 0 0 0 0 O |
0100000 00
0010000 00 1000
Q:ooo1oooooR:o1oo
100 010 00 0 0010
01 00 0100 0 0001
0010 0 10 0
(00 0 1 0 0 10|




0.0000 -0.0000  0.0000 -3.2926

| 3.1701 -0.0000 -0.0000 -0.0000
| =0.0000 3.1701 —0.0000  0.0000
—0.0000 -0.0000 3.1659 -0.0000

Para el sistema linealizado se tiene como premisa
que el sistema es Optimo para dichos valores de
Q@ y R R, entonces los objetivos de desempefio
del sistema se logran al modificar estas matrices
de peso y al verificar que las sefiales de control
no saturen los actuadores. El sistema linealizado
no tiene restriccion alguna ya que se ha obviado
la dinamica de los actuadores lo cual no ocurre en
el sistema no lineal que aparte de tener en cuenta
las no linealidades del sistema modelado, también
se ha incluido la dinamica de los motores para
identificar que controlador es el apropiado para
no saturarlos, esto se logra al observar los voltajes
de entrada al circuito de potencia de los motores.
Una caracteristica importante del modelo es que
las entradas del sistema son funciones del cuadrado
de las velocidades de los motores que para disefio
del control en simulacién no es necesario conocet;
pero si se trata de incluir la dinamica de los motores
o ejercer una sefal de control real dada en voltios,
es necesario conocer las velocidades de los motores
que satisfacen un sistema de ecuaciones que a
continuacion se describen:

U, 111 1@
U, 0o -1 0 1| Q]
Uyl |10 -1 of @
o I S T T R U %

Luego se puede escribir:
Q' =4"U

Y obtener el valor de las velocidades angulares de
las hélices de los motores al asumir que siempre
son positivas por lo que las hélices siempre giran en
un mismo sentido (el de disefio).

0.0000  0.0000  0.0000 —3.1623
3.1623 —0.0000  0.0000 —0.0000
~0.0000 3.1623 —0.0000  0.0000
0.0000 —0.0000 3.1623 —0.0000
ol rroy 1 1o
4 2 4
ok 1 4 1y,
|4 2 4
1 11
2 - 0 —-—= =
2 4 2 4 ||Y
11 4 1
Q| L4 2 4 LY, ]

Lo siguiente es comparar el funcionamiento en
ambos sistemas al observar sus respuestas ante las
mismas condiciones iniciales (ver Figura 10).

Cuando se hace la linealizaciéon de un sistema los
puntos de equilibrio se trasladan a cero.

El control LQR sin efecto integral genera
estabilizacion, es decir, las variables de estado
tienden al punto de equilibrio en el sistema lineal.
En el sistema no lineal los puntos de equilibrio de
las variables de estado Roll, Pitch y Yaw son cero,
y para la altura es diferente de cero, por esto la
Figura 10 existe diferencia en el valor de estado
estacionario de la altura entre el sistema lineal y el
sistema no lineal (Figura 11).

Conclusiones

En el desarrollo tedrico del modelo de este
vehiculo aéreo, se obtuvo un modelo no lineal
dependiente de los
geométricos y aerodinamicos del dispositivo los
cuales dependiendo del parametro pueden ser una
funcién no lineal multiparamétrica o una constante

e inestable parametros

hallada por medicion indirecta o directa segun el
caso. Por lo tanto, el modelo no lineal puede tener
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Figura 10. Respuesta a la condicion inicial.
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Figura 11. Sefiales de control para los actuadores.

varias imprecisiones; sin embargo, su estructura es
util en un proceso de identificaciéon del modelo del
sistema.

La linealizacién del modelo no lineal restringe su
validez a puntos cercanos al punto de equilibrio y
particularmente lo desacopla, porque disefar un
control capaz de mantener el dispositivo alrededor
del punto de equilibrio es relativamente sencillo
con la técnica LQR. Particularmente el modelo
linealizado permite observar el comportamiento
del vehiculo en funcién de las entradas del sistema

AVANCES Investigacion en Ingenieria 13 (2010)

las cuales son las velocidades de los propulsores que
resulta bastante 16gico. El modelo linealizado no
tiene en cuenta los efectos que produce el entorno
sobre éste tales como las fricciones con el aire, y
tampoco tiene en cuenta los cambios de posicion
de las hélices debido al cambio en la actitud del
vehiculo, porque en el movimiento de las hélices
se producen fuerzas que afectan la geometria de las
mismas y por consiguiente las nuevas fuerzas de
sustentacion y arrastre cambian el comportamiento
del sistema. Debido a lo anterior y al mismo proceso
de linealizacion este modelo puede ser valido sélo



en una region llamada en el vocabulario aeronautico
internacional Hover. Este modelo linealizado es
util en el disefio de un control estabilizante; pero no
es lo suficientemente bueno para hacer un control
con cambio de referencias y en diferentes actitudes
como se pretende; luego el modelo lineal sera
importante para estabilizar el vehiculo, esto a su vez
permite hacer la identificacién del sistema basada
en una estructura de modelo dinidmico, como la
del modelo no lineal obtenido para el disefio de un
control total del vehiculo.

Se concluye de la Figura 10 que aunque el tiempo
de estabilizaciéon se puede hacer mas pequefio en
ambos sistemas, resulta conveniente dejatlo en este
tiempo; si se observa la Figura 11 se alcanzan los
limites de saturacion de los actuadores aunque s6lo
sea en perfodos muy cortos de tiempo. Cabe aclarar
que los actuadores tienen ganancia de 13 y la sefal
de control maxima es 9 voltios.

Para realizar tareas de navegacion con este
dispositivo no es suficiente estabilizar el sistema,
pues no se quiere solo suspender en el aire y
mantenerlo a cierta altura, se desea brindatle
la capacidad de seguir trayectorias al diseflar e
implementar un control capaz de seguir ciertas
referencias dadas por el usuario, llamese a este
ultimo algoritmo de navegacion o instrucciones desde un
control remoto.

Dadas las anteriores conclusiones y los fines
experimentales y de investigaciéon del vehiculo
aéreo se hace imprescindible construir un modelo
no lineal basado en su estructura y en datos
experimentales de funcionamiento para poder
ampliar la gama de controles aplicables al sistema
y poder mejorar su comportamiento de acuerdo al
tipo de misién.
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