Matematicas y Estadistica

Sobre la soluciéon de ecuaciones
de tercer y cuarto grado

ARNOLD OOSTRA

Departamento de Matemaéticas y Estadistica, Facultad
de Ciencias, Universidad del Tolima, Ibagué, Colom-
bial.

Resumen

En este articulo divulgativo se muestran y se deducen las férmulas que ex-
presan las raices de las ecuaciones polinémicas de primer hasta cuarto grado.
Ademis se proponen ejemplos y ejercicios sobre la solucién de ecuaciones de
tercer y cuarto grado.
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Abstract

‘We show and deduce the formulas that give the roots of first to fourth degree
polynomial equations. Besides we give examples and exercises on how to
solve third and fourth degree equations.

Key words and phrases: Polynomial equations, cube roots, complex numbers,
Tartaglia-Cardano formula, Ferrari’s equation.
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INTRODUCCION

Sin duda, una de las férmulas méas conocidas y usadas en la Matema-
tica es la que provee las soluciones de una ecuacion de segundo grado.
En cambio para las ecuaciones de tercer y cuarto grado tal procedi-
miento es practicamente desconocido, si bien se sabe que ellas pueden
resolverse mediante férmulas del mismo estilo. Aparecen algunas re-
ferencias en textos de historia pero en la bibliografia de uso general
no se encuentran explicaciones sencillas ni mucho menos ejemplos o
ejercicios. En esta nota se quiere llenar ese vacio, al menos para los
lectores de Tumbaga.

Por supuesto, la importancia de este tema es mas didactica e histori-
ca que técnica. En efecto, en la actualidad existen programas de com-
putador que mediante métodos numéricos resuelven completamente y
al instante cualquier ecuacién polinémica de cualquier grado.
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1. SoLuciON DE ECUACIONES DE PRIMER Y SEGUNDO GRADO

En todo este escrito, las “ecuaciones” son ecuaciones polinémicas con
una sola indeterminada. Una ecuacién de primer grado tiene la forma
siguiente, donde los coeficientes a y b son ntmeros reales o complejos

v a# 0.

ar+b=0

Préacticamente a simple vista se observa que la tinica solucién esta dada
por la igualdad siguiente:

r=—

a

Mucho mas interesante resulta una ecuaciéon de segundo grado, que
en general tiene la siguiente forma donde a, b y ¢ son niimeros reales o
complejos y a # 0.

‘ ar’ +br+c=0

Multiplicando esta ecuacién por a y agrupando algunos factores resul-
tan las ecuaciones siguientes:

a’z* + abr + ac = 0
(ax)? + b(ax) = —ac

Definiendo la indeterminada y como ax se obtiene la siguiente ecuacién,
en la cual se puede “completar el cuadrado” como se indica a conti-
nuacién:

y? + by = —ac

y° + 2y (g) = —ac
on(2) () -(2) -
(+3)

y ==
)2_ b — 4ac

_'_
b
YTy

En general, la ecuacién 22 = d tiene dos soluciones: si d es un niimero re-
al positivo, son vd y —V/d; si es un real negativo, son iv/—d y —iv/—d; si
d es un nimero complejo no real, también existen dos raices cuadradas,
opuestas la una de la otra. En todos los casos se escribe simplemente
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z = +v/d, donde el signo + (mds o menos) no significa “casi” como en
el lenguaje comun, sino que significa “dos valores, opuestos el uno del
otro”.

Asi las ecuaciones anteriores conducen a las siguientes:

b b% — 4ac
I O e
vty 4
b Vb? — 4ac
y+g =t
b  Vb% —4ac
y:——ii
2 2
—b £+ Vb? — 4ac
y:
2

Sustituyendo de nuevo el valor asignado a y y dividiendo entre a (lo
cual es posible porque a # 0) se llega a la muy conocida férmula

b+ vVb? — 4ac

2a

(1.1) x

2. RAICES CUBICAS COMPLEJAS

En la seccién anterior se hizo evidente que la solucién de las ecua-
ciones cuadraticas estd ligada a la existencia de raices cuadradas. De
igual manera la solucién de las ecuaciones ctbicas esta profundamente
relacionada con las raices ctibicas de ntmeros reales y complejos. Por
ello se destina este apartado a revisar ese tema.

Un ndmero real arbitrario r tiene una sola raiz cubica real /r. Un
numero complejo no nulo z tiene tres raices cuibicas complejas. Viendo
un numero real como un complejo, entonces también todo real no nulo
tiene tres raices ciibicas complejas, de las cuales, como se verd, una es
real y las otras dos son complejas conjugadas.

Para el calculo de sus raices ctbicas complejas, el ntimero complejo
z # 0 se expresa en su forma trigonométrica

z = p(cos + isenb)
= plcos(0 + 27) + isen(6 + 27)]
= plcos(0 + 4m) + isen( + 4m)]
= plcos(0 + 67) + isen(d + 6m)] = - -

(2.1)

Aqui p es un niimero real positivo y 6 es un real con 0 < 0 < 2.
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Ahora bien, si a(cos« + isen «) es una posible raiz cubica de z, por
el conocido teorema de De Moivre se tiene que

[a(cos o + i sen a)]® = a® (cos(3a) + isen(3a))

Igualando con la expresion (2.1) para z resultan los valores siguientes:

3= P luego a=/p
3a =10 luego a = g
3a =6+ 27 luego a = 0227T
3a =6+ 4r luego a = 0 +347T
3a =0+ 6m luego a:9+367rzg

3a =6+ 8 luego 04:9+87T59+27T
3 3
Aqui el simbolo = designa angulos equivalentes en el sentido de que la
diferencia entre ellos es un multiplo de 2. Se observa que o« = G siy
sélo si t(a) = t(3) para todas las funciones trigonométricas t.

Nétese que los muchos dngulos de (2.1), que alli representan todos
el mismo ntimero complejo, en el cdlculo de las raices dan lugar a tres
angulos no equivalentes y que dividen la circunferencia en tres partes
iguales. Resumiendo, las raices cubicas complejas de z = p(cosf +
isen @) son las siguientes.

Jp (C080 + iseng)

Yp (cos™2T 4 i sen2T)

Yp (cos? T + i sen i)

En particular, si r es un ntimero real positivo, se tiene p =1y 6 = 0,
de manera que hay una raiz real en el semiplano derecho y dos raices
complejas conjugadas en el semiplano izquierdo; si 7 es un ntimero real
negativo es p = —r y 6 = 7 luego hay una raiz real en el semiplano
izquierdo y dos raices complejas conjugadas en el derecho. En ambos
casos las raices ctbicas de r son las siguientes:

o f<—§+§> %(—l—ﬁz)

Cabe anotar que de la misma manera pueden obtenerse las raices
n-ésimas de un nimero complejo z no nulo, siendo n cualquier entero
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positivo. Si z se expresa como en (2.1), las n raices estan sobre la cir-
cunferencia de radio real {/p, la primera con un dngulo 9 v las demés

. . . . . . / " 2
distribuidas de manera uniforme con diferencia de dngulos *. En par-
ticular, si n es impar entonces todo ntimero real tiene una sola raiz real
n-ésima; si n es par entonces un real positivo tiene dos raices reales
mientras un real negativo no tiene ninguna.

3. SOLUCION DE ECUACIONES DE TERCER GRADO

En esta seccién se desarrolla para las ecuaciones de tercer grado un
procedimiento similar al aplicado en la seccién 1 a las de segundo grado.

Simplificacion algebraica. Una ecuacién cubica tiene la forma si-
guiente, donde los coeficientes a, b, ¢ d son nimeros reales o complejos

ya##0.
(3.1) ‘ ar® +br? +cr+d=0

Multiplicando por a? o por otra constante adecuada, esta ecuacién toma
la forma

(ex)® + fa* +gr +h =0
Definiendo la indeterminada y como ex se obtiene la ecuacién

v+t +ky+1=0
En esta ecuacion se puede “completar el cubo” como sigue.
i3

<y+§) +my+n=20
Definiendo finalmente la indeterminada z como y + % la ecuacién an-
terior deviene

(3.2) 2+ pr+q=0
En resumen, toda ecuacién cibica puede llevarse a la forma (3.2),

esto es, con coeficiente principal 1 y sin término en el cuadrado de la
indeterminada.

La férmula de Tartaglia - Cardano. Las soluciones para la ecuacion
ctibica simplificada 2z*+pz+q = 0 estan dadas por la siguiente férmula:

T B L L Y @ P
(3.3) z\/ 5 T 4+27+\/ > 4-0-27

Si bien es seguro que ni Nicolo Fontana apodado Tartaglia —esto es,
Tartamudo— (1500-1557) ni Girolamo Cardano (1501-1576) emplearon
un simbolismo como este, sus aportes a la solucién algebraica de las
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ecuaciones ctubicas amerita llamar a la expresién (3.3) la formula de
Tartaglia-Cardano.

Puesto que los ntimeros dentro de los radicales pueden ser reales o
complejos, lo cual depende del discriminante A = % + ’2’—;, las dos raices
cubicas de (3.3) son complejas. Asi pues, esta expresion es la suma de
dos ntimeros complejos que toman, cada uno, tres valores distintos. Las
tres raices de la ecuacién (3.2) estdn entre las nueve posibles sumas.
Finalmente basta volver a sustituir las indeterminadas para hallar las

soluciones de la ecuacién original (3.1).

Deduccién de la férmula. La férmula de Tartaglia-Cardano (3.3)
puede deducirse como sigue. Supongase que la indeterminada z es suma
de otras dos, es decir,

Z=0+w

Efectuando este cambio de variable en la ecuacién simplificada (3.2),
se obtienen de manera sucesiva las ecuaciones siguientes:

(v+w)P+plv+w)+qg=0
v® + 30w + 3vw? + w? + p(v +w) + ¢ =0
v} + 3vw(v +w) +w® + plv+w)+qg=0
v® +w’ + (Bvw+p)(v+w) +¢=0
Esta ultima ecuacion se resuelve si se soluciona el sistema
{qﬁ* fuwttg=0

(3.4)
Jvw+p=20

Multiplicando la primera ecuacién de (3.4) por v y sustituyendo el

valor dado por la segunda vw = —%, resultan las ecuaciones

(V3)2 + 3w’ + quvd = 0

En este caso basta considerar una sola raiz cuadrada. A continuacién,
la formula de la derecha en el primer renglén se obtiene de (3.4) y en
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el segundo resulta de sustituir el valor calculado a la izquierda.

3 9 _ /q_Q ﬁ 3_ .3
v+2— 4+27 w” = —q—v
3_ _4 q_2 p_d 3_ 49 Q_2 p_3
VetV ) 1 ta7
3l q @ p? T N
”_\/ 2 VT o w_\/z T

De donde se obtiene la férmula (3.3).

La relacién vw = —% permite encontrar con mayor facilidad las
parejas de raices cubicas (v, w) cuya suma es la solucién efectiva de
la ecuacién (3.2).

Ejemplo. Se desea resolver la ecuacion cibica
(3.5) 2523 4+ 1522 — 92 +1 =0
En este caso basta multiplicar por 5 para obtener las ecuaciones
1252% + 752% — 452 + 5 = 0
(52)* + 3(52)* — 9(5x) +5 =0
Ahora se sustituye 5z por y y se completa el cubo:
y*+3y> — 9y +5=0
(P +3y2+3y+1)—12y+4=0
(y+1)°*—12y+4=0
(y+1)°—12(y+1)+16=0

Sustituyendo y + 1 por z se llega a la ecuacién simplificada

(3.6) 22— 122416 =0
Asi que en este caso p = —12 y ¢ = 16. En consecuencia % + 12”% =
% — % =64 — 64 = 0, y la férmula de Tartaglia-Cardano se reduce

a

Y Y
z = 2—0— 5

(3.7) = /-8 + /-8
Aqui se debe tener mucho cuidado de no escribir v/—8 + v/ —8 = 2/ —8

ni /—8 = —2 (aunque, como se verd a continuacién, en este caso
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eso arrojaria una de las soluciones de (3.6)). En realidad, como se
observé en la seccidén 2, las raices cibicas de —8 son las siguientes:

—2

1 V3. .
—2<—§+7z> =1—-+3i
2<;—\é§z> =143

Luego la solucién (3.7) podria expresarse como sigue:
z=1{=2, 1—V3i, 1+V3i} +{-2, 1 —V3i, 1+3i}

Ahora se buscan parejas de complejos, uno del primer conjunto y otro

del segundo, cuyo producto es —£ = 4.
| v ‘ w | z=v+w |
—2 —2 —4

1—V3i|1++3i 2
14++3i|1—=+3i 2

Asi que las soluciones de la ecuacion simplificada (3.6) son —4, 2 y 2,
como se verifica facilmente. Luego los valores para y = z — 1 son —5,

1, 1, y finalmente sustituyendo x = £, las soluciones de la ecuacién

original (3.5) son —1, £, 1.

Nota. Vale la pena advertir que en los ejemplos y en los ejercicios
presentados en este articulo, los coeficientes se han escogido cuida-
dosamente de tal forma que los calculos sean sencillos. Por supuesto,
en ecuaciones arbitrarias estos calculos pueden resultar considerable-
mente engorrosos, pero el procedimiento es el mismo y funciona a la
perfeccion.

Ejercicios. Resolver las siguientes ecuaciones cibicas:
1. 223 —32°4+1=0
2. 423 +622 —-32—-7=0
3. 2723 +542% +27Tx +1=0

4. SOLUCION DE ECUACIONES DE CUARTO GRADO

Si se observa con cuidado, puede notarse que el método desarrollado
en la seccion 3 consiste en reducir la ecuacién dada a una o varias
ecuaciones de grado menor. Existe un procedimiento similar para las
ecuaciones de cuarto grado, que se explica en esta seccion.
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Reduccién a una ecuacién de tercer grado. Una ecuacién de cuar-
to grado tiene la forma siguiente, donde los coeficientes a, b, ¢, d, e son
numeros reales o complejos.

(4.1) ar +bx® +cx® +dr+e=0

Siguiendo los mismos pasos que en la seccidon anterior, esta ecuacién
puede llevarse a una forma simplificada en la cual el coeficiente principal
es 1 y no hay término en el cubo de la indeterminada, como se muestra
a continuacion:

(4.2) 4 pftqz+r=0

Ahora se consideran dos casos.

Caso I. ¢ = 0. Las soluciones de la ecuacién simplificada (4.2) con ¢ =
0 estan dadas por la féormula siguiente. Aunque no se escribe el signo
4, aqui se trata de raices cuadradas complejas, luego se entiende que
cada raiz aporta dos valores y en principio resultan cuatro soluciones
de la ecuacién:

p ., /P
(43) z = \/—§+ Z—T’

Caso II. ¢ # 0. Ahora, las soluciones de (4.2) estdn dadas por la férmu-
la

_0y/e e p qé
(4.4) 2= —I—\/ 172 9%

Aqui § € {—1,1} dando lugar a dos férmulas, en cada una de las
cuales las raices cuadradas complejas arrojan, en principio, dos raices.
Por otro lado, el complejo € es cualquiera de las raices de la siguiente
ecuacién cubica auxiliar, llamada la resolvente cibica de la ecuacién
(4.2), y v/ es cualquiera de sus raices cuadradas.

(4.5) 23+ 2p2® + (p* —4r)z — ¢* =0

Revirtiendo las sustituciones hechas se encuentran las soluciones de la
ecuacién original (4.1).

La resolvente cubica (4.5) podria llamarse la ecuacion de Ferrari
dado que Ludovico Ferrari (1522-1565) fue quien resolvi6é por primera
vez ecuaciones de cuarto grado, reduciéndolas a ecuaciones de tercer
grado.
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Deduccién de las férmulas. En el primer caso, ¢ = 0, definiendo
una nueva indeterminada u como u = 22, la ecuacién (4.2) se reduce a

u? +put+r=0

—p+y/p2—4r

Segin la féormula (1.1) de la secciéon 1 es u = —%—— = —

3 +

o3

%2 — 7, lo cual conduce a la expresién (4.3).

Para justificar la férmula correspondiente al segundo caso, ¢ # 0,
primero se observa el siguiente desarrollo con € # 0:

2 2
<22+p—2|—6> =2+ (p+e)+ (p—;—z—:)

1
(4.6) =2t 4 p? 4 e+ 1(82 + 2pe + p?)

Sustituyendo la expresion (4.6) en la ecuacién simplificada de cuarto
grado (4.2) se obtiene la siguiente cadena de ecuaciones equivalentes.

z4—|—pz2+qz—|—r=O

2
1
<22+p;r5) —522—1(€2+2p€+p2)+q2+r=0
2
1
(zZ—l—p;rE> — |:522—qz+4(€2—|—2p€—|—p2—47“):| =0

(22 + p+€>2 - [(\/52)2 — \%(\@z) + i(sQ + 2pe + p? —47“)} =0

24 PEe T Ver— L 2—}—1(524—2 e + 2—47‘)—£ =0
2 2/e 4 peTp de

<22+p;5>2— K\/Ez— 2\q/g>2+41€ (e3+2p52+(p2—4r)5—q2)] =0

En este punto es evidente que si € es cualquiera de las soluciones de
la ecuacién de Ferrari (4.5), es decir, si €2 + 2pe? + (p* — 4r)e — ¢* = 0,
entonces esta ultima ecuacion se reduce a la siguiente diferencia de
cuadrados (se observa que cualquier solucién e de (4.5) es diferente de
cero puesto que g # 0).

(4.7) (z2+p2+5)2—<\@z—2\q/g)2—0
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Esta expresién puede factorizarse como sigue:

( +—+\/ f)<z2+¥—ﬁz+#)—0

(#eveergrl-gl) (#-vesrgrgeglz) =0

Las dos ultimas ecuaciones de segundo grado pueden escribirse como
una sola de la siguiente manera, con § € { —1,1 }.

qo
4.8 —0 —==0
(4.8) 2 —0\/ez + 5 + t5 VG
Aplicando de nuevo la férmula (1.1) de la seccién 1 se obtiene la ex-
presién (4.4) como se indica a continuacién.

:% <w§+\/(5\/5)2—4(—+§+2q\‘})>

2 4 2 2 2y
_O0ve e _p_ @
2 4 2 2\/e

Ejemplo. Se desea resolver la siguiente ecuacion de cuarto grado:
(4.9) 9zt +122% + 182 + 11z +6 =0
Multiplicando por 9 y agrupando, la ecuacién se transforma en
81z* + 1082 + 1622% 4+ 99z + 54 = 0
(32)* + 4(32)* + 18(3z)* + 33(3z) + 54 =0
Ahora se sustituye 3z por y y se completa la cuarta potencia:
y* 4+ 4y® + 18y% + 33y +54=0
(y* + 4> + 69> + 4y + 1) + 129° + 29y + 53 = 0
(y+1)* +12y° + 29y + 53 =0
(y+1D)*+12(y* +2y + 1) + 5y +41 =0
(y+ 1)+ 12(y+ 1) +5(y+1)+36 =0
Sustituyendo y 4+ 1 por z se llega a la ecuacién en forma simplificada:

(4.10) 241222 + 52436 =0
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En este caso ¢ =5 #£ 0, y la siguiente es la resolvente ctbica.
2® +242° —25 =0

Aunque a esta ecuacién se puede aplicar todo el procedimiento de la
seccion 3 (este es otro ejercicio para el lector), la observacién simple de
los coeficientes permite afirmar que z = 1 es una solucién y, como se
indic6, para resolver la ecuacién (4.10) basta conocer una de las raices
de la resolvente ctibica. Se toma pues ¢ = 1y /¢ = 1 de manera que
en este caso la férmula (4.4) es la siguiente:

6 1 12 56
TRtV TIT T TR
_6 25 5o
3TV T

0 /—25-—100

:%(H\/m)

Para § = —1 se obtienen las soluciones z = 3(—1++/157) y para § = 1
resulta z = %(1 + 1/351). Finalmente, sustituyendo y = 2 — 1y x = %
se obtienen las cuatro soluciones de la ecuacién propuesta (4.9):

%(—3—\/@), %(—3+\/ﬁi), é(—1—\/£z), %(—H\/%z').

Ejercicios. Resolver las siguientes ecuaciones de cuarto grado.

1. 4z* +322% + 9122+ 108 +45 =0
2. 4dx* —8x3 —3x2+5x+2=0
3. 4zt +162° +3322+232+5=0

5. ACERCA DE LAS ECUACIONES DE QUINTO GRADO ...
Y MAS ALLA

Después de los trabajos exitosos de Cardano, Tartaglia y Ferrari,
durante siglos muchos matematicos buscaron de manera infructuosa
una férmula que diera las soluciones de cualquier ecuacién de quinto
grado. Fue Niels Henrik Abel (1802-1829) quien demostré de manera
concluyente que tal férmula general no existe. Por poco tiempo atn
subsistié el problema de decidir para cudles ecuaciones de grado 5 o
superior si existen tales féormulas, pero este interrogante fue resuelto
de manera final por Evariste Galois (1811-1832). Ademés de mostrar
la imposibilidad de resolver por férmulas generales las ecuaciones de
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cualquier grado mayor que 4, sus trabajos dieron origen a la Teoria de
Grupos.
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