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silencio”.

Miguel Sdnchez-Mazas, filésofo y logico espanol de talla
europea, residente hoy en Suiza, ofrece en version castellana
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CALCULO ARITMETICO DE LAS
PROPOSICIONES *

Miguel Sinchez-Mazas

1. Introduccion

CoN este trabajo pretendemos aportar una nueva contri-
bucidén! a los esfuerzos por encontrar férmulas sencillas de
traduccién en términos aritméticos de las teorfas cienti-
ficas y reglas para aritmetizar la deduccién de sus conse-
cuencias, con el fin de simplificar, en un lenguaje universal

(*) Ponencia presentada, en su versién original francesa, al
IV Congreso Internacional de Ldgica, Metodologia y Filosoffa de
la Ciencia, celebrado en Bucarest (Rumania), del 28 de agosto
al 4 de septiembre de 1971.

1 Mi primera contribucién a un programa de aritmetizacion
como el aqui expuesto fue la ponencia Preliminary ideas concerning
an automatic computation of “qualities”, que presenté el 8 de
agosto de 1968 en el Congreso Internacional de Informaitica, orga-
nizado en Edimburgo por la I. F. I. P. (International Federation
for Information Processing) v que se publicé el afio siguiente en las
Actas de dicho Congreso (Proceedings of the IFIP Congress 68,
Editor A. J. H. Morrell, Amsterdam, North-Holland Publishing
Company, 1969, vol. I, Part I: Mathematics, pp. 224-230), asi como,
en version espafiola, en la Revista de Automdtica de Madrid (“Ideas
preliminares para un cdlculo automdtico de las ‘cualidades’ ”, Revis-
ta de Automidtica, Afio I, num. 2, octubre-noviembre-diciembre 1968,
pp. 19-25).

En ese trabajo ya anunciaba mi propdsito de aplicar un método
andlogo de aritmetizacién a otros niveles logicos. Decia asi: “Es
posible aplicar —como tenemos el propdsito de demostrar en suce-
sivos trabajos— un método andlogo de aritmetizacidén, de parecida
sencillez, al cdlculo proposicional cldsico, al cdlculo de relaciones
v a un cdlculo aritmético de las clasificaciones, cientificas y docu-
mentales, y, por consiguiente, a la documentacién automdtica”.
Esta es, pues, la segunda fase del programa.

63



64 Cdlculo aritmético de las proposiciones

(aritmético), la memorizacién y el tratamiento automdtico

de tales teorias.
Mis precisamente, nuestro trabajo se sitia en la pers-

pectiva siguiente: Dado, en una teorfa cualquiera, perte-
neciente a cualquier esfera del saber,? un sistema de propo-

2  Pensamos, no sélo —ni principalmente— en la esfera de las
ciencias matemdticas v fisicas ni, en general, en los saberes que
manejan una informacién total o parcialmente cuantificable (no en
el sentido estricto del “quantun”, sino en el mds amplio de la “can-
tidad”), como la economia; pensamos, ante todo, en las ciencias
que enuncian y relacionan, de modo casi exclusivo, proposiciones
irreductiblemente *“cualitativas”, como las ciencias juridicas —cuya
aritmetizacién adecuada constituyé una permanente preocupacién
para Leibniz— y sociales, o distintas teorias bioldgicas.

No es preciso recordar, en este contexto, hasta qué punto se
ha generalizade y agigantado en todo el mundo, en los ambientes
mds diversos, la preocupacion por encontrar métodos nuevos, siem-
pre mds eficaces y universales, para lo que se ha Hlamado el frata-
miento automdtico de la informacion no numérica. Ante el desbor-
damiento incesante de los torrentes de informacidn cientifica, de
cada dia mds dificil memorizacion (= almacenamiento, pero con
posibilidad de recuperacién automdtica), canalizacion hacia los sec-
tores interesados en utilizarla v frasvase o traducciéon a otras
lenguas, la busqueda incesante de descriptores universalmente acep-
tables, de procedimientos de indizacion eficaces para universalizar
también las relaciones logicas o sintdcticas entre dichos descrip-
tores, etc., estd alcanzando caracteres de verdadera angustia (Véanse,
como muestras recientes de esa preocupacién, en Francia, las obras
siguientes: N. Bely et al.,, Procédures d’analyse sémantique appli-
quées a la documentation scientifique, Paris, Gauthier-Villars, 1970,
y Natacha Gardin, Francis Levy, Lexigque documentaire pour Uin-
formation scientifique, Marseille, Groupe d’Etude pour l'informa-
tion scientifique, 1969).

Ahora bien, es evidente que, dentro de esa preocupacién gene-
ral, el reconocimiento de la necestdad —mads que de la convenien-
cla— de utilizar, mds alld de todas las lenguas naturales y de sus
fusiones o compromisos en esperantos, interlinguas, etc., una len-
gua universal artificial adecuada para la memorizacién y el trata-
miento de la informacién (sobre todo de la no numérica) se va
abriendo camino sin cesar.

La propia UNESCO, en su reciente y famoso estudio “UNISIST™,
publicado en colaboracién con el Consejo Internacional de Uniones
Cientificas, sobre la realizacién de un sistema mundial de informa-
cién cientifica, se hace ampliamente eco de dicha preocupacidn,
sobre todo en el apartado 5.2.1.: Barreras lingiifsticas, donde, des-
pués de haber reconocido los fracasos de anteriores intentos, desde
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siciones inicialmente afirmadas en la misma —sistema que
podemos concebir como un sistema de axiomas de la teo-
rfa, pero que podemos suponer también perpetuamente abier-
to, ampliable con nuevas proposiciones extraidas de la

la characteristica universalis de Leibniz hasta el implicito en el fisi-
calismo de Carnap y su proyecto de enciclopedia internacional de
ciencia unificada sobre esa base, s¢ orienta, una vez mds, siguiendo
informes recientes como el del profesor alemdn Kaiser, hacia —cito
textualmente— “des langages artificiels, ou codes... indépendants
des langues naturelles n’utilisant que des nombres... pour symbo-
liser les concepts, les faits et les relations... afin de préserver la
compatibilité dans la perspective d’un systéme mondial”, recogiendo
la idea de gque “certains produits documentaires devraient é&tre
rédigés non pas dans une langue natureile, mais dans des termes
metalinguistiques convertibles en principe vers n’importe laguelle
de ces langues” (UNISIST: Etude sur la réalisation d’'un systéeme
mondial d’information scientifique, effectuée par 1’Organisation des
Nations Unies pour 'éducation, la science et la culture et le Con-
seil international des unions scientifiques, Paris, UNESCQ, 1971,
pp. 84-86).

En lo que se refiere, concretamente, al serio problema del trata-
miento automadtico de la informacién juridica —un tratamiento
automatico que pretendiera llegar vn dia, mds alld de la mera
simplificacidn trivial de la recuperacién automadtica de titulos o, a
lo mds, de resiumenes de obras, decretos y sentencias, a recuperar
y manejar directamente todas y cada una de las normas y dispo-
siciones juridicas contenidas en dichos textos (o, si se quiere, las
proposiciones juridicas aisladas y sus relaciones reciprocas: conse-
cuencias, incompatibilidades, opciones o alternativas)—, cabe extra-
flarse del optimismo exagerado, y a mi juicio poco responsable, de
que se hace gala en ciertos medios juridicos y oficiales espafioles,
e Incluso cerca del Tribunal Supremo, donde debe conocerse bien
la magnitud de la tarea; y que contrasta, como siempre, con la
cautela y prudencia extremas con gue se manifiestan los especialis-
tas en la materia en paises gue llevan cerca de un decenio ocupdn-
dose del asunto, como Francia, donde el Centre de Recherches
d’Information et de Documentation Notariales (CRIDON), de Lyon,
lo viene abordando desde 1962 y donde el Institut de Recherches
et d’Etudes pour le Traitement de I'Information Juridique, dirigido
por el Profesor Pierre Catald, cuenta con la colaboracidon del Minis-
terio de Justicia y de Facultades de Derecho y de Ciencias, o como
en Bélgica, donde desde 1960 funciona el CREDOQC, dirigido por
el Dr. Houtard.

Asi, a raiz del reciente Simposio sobre Informdtica y Jurispru-
dencia, celebrado en Madrid, el Secretario Técnico de la Presiden-
cia del Tribunal Supremo, don Miguel Lépez-Muiliz Gofii, ha
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experiencia o procedentes de otra teoria—, encontrar una ex-
presién aritmética sencilla de dicho sistema, gracias a la cual
el procedimiento para la deduccién automdtica de todas las
consecuencias logicamente implicitas en el mismo pueda
adoptar la forma de un par de reglas de cilculo aritmético. ?

hablado con una facilidad pasmosa de *la aplicacion de la Informad-
tica al Derecho y a su inminente aplicacién aqui en Espafia, expli-
cando los distintos sistemas postbles y la enorme trascendencia, a
escala nacional, que tendrd su uso en todas las esferas de la actividad
juridica”, vislumbrando ya en nuestro pafs “una mdquina ordena-
dora que atesore y facilite todo lo existente en Legislacién, Juris-
prudencia, Doctrina, Bibliografia, o sea, las disposiciones generales,
las sentencias’”, dando “la resolucidn judicial o texto legal infegro
por medio de claves” y permitiende “encontrar la sentencia, la
legislacién, la doctrina que ha de aplicarse y resolver cada caso
concreto y de un modo rapidisimo y seguro”, lo cual serd “una
verdadera revolucién en el mundo del Derecho que repercutird
favorablemente en la vida toda del pafs”. (Véase el diario “Madrid”
del 3 de julio de 1971, bajo el titulo: Electrénica con toga: El orde-
nador va a ser aplicado a toda la vida juridica espariola.)

Pero antes de eso, ;no hard faita contar en Espafia con bas-
tantes equipos mixtos de investigadores —juristas, matemadticos,
Iégicos, lingiiistas, informadticos —que estudien, en el contexto
especifico de nuestra Patria, todos esos sistemas posibles para el tra-
tamiento de la informacion juridica, el modo de codificar esos textos
integros por medio de claves, el modo de operar con ellos para
deducir consccuencias y resolver cada caso concreto, etc., ete.?
(Estd eso en marcha? Lo dudo.

Un ejemplo muy preciso: Cuando, al final de una disposicidn,
se agrega una coletilla que viene a decir algo asi como que *todas
las disposiciones precedentes que se opongan a (o sean incompati-
bles con) la presente quedan automdticamente derogadas”, ;se
cuenta con un procedimiento de decision automdtico que permita
conocer inmediatamente el alcance de aquélla en la legislacién del
pais, o si se quiere, que suministre la lista exhaustiva de las dispo-
siciones precedentes afectadas? O, al menos: (se ha estudiado cémo
podria hacerse? (;Sabemos ya cédmo instruir al ordenador para que
codifique, memorice, maneje y calcule incompatibilidades, conse-
cuencias, alternativas, opciones juridicas o, en general, de cardcter
irreductiblemente “cualitativo”? Porque, en caso contrario, lo que
menos urge es la posesion material del ordenador.

3 Como en el caso del cdlculo aritmético de las “cualidades”
o predicados monddicos, expuesto en el trabajo citado en la nota (1),
esas reglas aritméticas se reducen esencialmente a dos: la regla de la
eliminacion, por multiplicacién de los nimeros caracteristicos de las
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Dentro de esta perspectiva, atin cabe situarse a distintos
niveles 16gicos —complementarios entre si— para la expre-
sion de los distintos planos o aspectos de la estructura
de la teorfa cientifica en cuestién: por ejemplo, nivel del
cdlculo proposicional, del cédlculo de clases y predicados
monddicos, del cdlculo de relaciones, etc. Con ello, un
programa de aritmetizacién integral de cualquier teoria
cientifica, para su adecuado tratamiento automadtico, podria
basarse en las dos tareas siguientes:

a@) Primeramente, el hallazgo de métodos de expresién
y deduccién aritméticas (en lo posible, andlogos) para cada
uno de los niveles 1dgicos que pueda admitir o exigir una
consideracién suficiente o exhaustiva de la teorfa de que
se ftrate.

b) Por ultimo, el hallazgo de un procedimiento de coor-
dinaciéon de los lenguajes aritméticos correspondientes a
cada nivel que permita traducir al lenguaje de uno cualquiera
de esos niveles, por via de calculo aritmético, las conse-
cuencias que se deriven para dicho nivel de las proposi-
ciones (iniciales 0 deducidas) afirmadas en un nivel distinto.

Con arreglo a un programa semejante, hemos desarrollado
en un trabajo anterior, publicado hace tres afios, * un método
de cdlculo aritmético sumamente sencillo de las consecuen-
cias logicas de un sistema de proposiciones iniciales afir-
madas en una teorfa cualquiera, al nivel de los predicados
monadicos, * incluyendo el cdlculo aritmético de todas las

premisas —que permite afirmar como consecuencias vdlidas de
aquéllas todas las proposiciones que tengan al producto como ntme-
ro caracteristico, siempre gue se haya producido la eliminacién de
un factor primo comun a aquéllos— y la regia de la equivalencia
—que permite afirmar como consecuencias vdlidas de una proposi-
cién todas aquéllas que tengan el mismo numero caracteristico,
invariante comuin a toda la clase de proposicones equivalentes a la
primera,

4 Se trata del trabajo ya citado en la nota (1)

5 Yo prefiero hablar de “cualidades”, al referirme a esos pre-
dicados monddicos, para que se tengan siempre presentes los as-
pectos especificamente “cualitativos”, es decir, irreductibles a la
extension o cantidad, de la perspectiva intensional caracteristica de
los predicados, en oposicion a la extensional, que es la propia
del cdlculo de clases. Esos aspectos “cualitatives” estdn presentes,
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consecuencias silogisticas de un sistema semejante mediante
la simple multiplicacién de las expresiones aritméticas de
las premisas.

El presente trabajo, que representa un jalén mds en el
programa de aritmetizacion mencionado, se sitia al ni-
vel l6gico de las proposiciones inanalizadas, que es el nivel
propio del cdlculo proposicional cldsico. Dicho lo cual, ha
de quedar bien claro —y queremos puntualizarlo aqui para
evitar todo equivoco, aunque, después de lo que precede,
pudiera parecer inutil o superfluo— que la finalidad prin-
cipal que nos proponemos con nuestro calculo aritmético
de las proposiciones —y que esencialmente creemos haber
logrado— no es en modo alguno proponer un nuevo tipo
de aritmetizacion de la logica proposicional misma, es
decir, un nuevo método para demostrar aritméticamente la
validez de las leyes légicas aplicables al nivel de las pro-
posiciones inanalizadas o0, Si se quiere, un procedimiento
aritmético de decisién para el propio cdlculo proposicional.
Tal objetivo seria, a nuestro juicio, perfectamente intitil
en si mismo, ya que es evidente que la aritmetizacion
booleana, que sélo utiliza los valores 0 y 1, es perfecta-
mente adecuada para el cdlculo proposicional cldsico?® vy,

(14

como observé muy bien Leibniz, ante todo en la relacién de *‘in-
compatibilidad” (suerte de “repulsién moral”, para emplear sus
palabras) y a ellos se deben las repetidas dificultades que aquél en-
contrd en sus intentos de expresion matemadtica de tal relacién, que
no puede concebirse como una mera “exterioridad reciproca” de
cardcter estdtico, como la de dos clases disjuntas, en la perspectiva
extensional. Yo he logrado superar esas dificultades, tanto al nivel
de los predicados monddicos como al nivel de las proposiciones
inanalizadas, al encontrar una expresién aritmética de la negacidn
que hace imposible la conjuncién o producto légico de dos propo-
siciones o de dos predicados cuando entre los componentes elemen-
tales de una de ellas (o de uno de ellos) figura la negacién de uno
de los componentes elementales de la otra (o del otro), traduciendo
asf, aritméticamente, esa “suerte de repulsién moral” que tanto
impresionaba al filésofo de Leipzig. Para un estudio histérico y
critico de este problema en la légica de Leibniz, véase mi obra
Fundamentos matemdticos de la Logica Formal, Caracas, Universi-
dad Central de Venezuela, 1963.

6 Esto ocurre porque en el cédlculo proposicional cldsico el iinico
contenido de las proposiciones al que se presta atencién y que
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sin duda, la mas sencilla posible y que el procedimiento
de decisién basado en la técnica de la evaluacién ordinaria
es mas que suficiente para la légica proposicional misma.

Pero la finalidad principal de nuestro calculo aritmético
de las proposiciones es, como hemos dicho, esencialmente
diferente: consiste en demostrar aritméticamente no ya
leyes légicas, que serfan universalmente validas (o cuya
validez trascenderfa, en todo caso, la esfera peculiar de
cada teoria cientifica), sino leyes especificas de una teoria
determinada, deduciéndolas mediante reglas aritméticas de
un sistema inicial de proposiciones afirmadas en tal teorfa,
siempre que todas las proposiciones de ese sistema perte-
nezcan a uno de los dos tipos siguientes:

a) Proposiciones especificas de la teorfa considerada
cuyo analisis no se realiza al nivel de este cédlculo aritmético
(pudiendo realizarse, dentro del programa general, al nivel
de otros cdlculos: clases, predicados de distintos 6rdenes,
etcétera); teniendo, a todos los efectos del mismo, el papel
de proposiciones atdmicas o inanalizadas.

b) Proposiciones —especificas igualmente de la teorfa
considerada— pero consideradas como moleculares o anali-
zables al nivel de este cdlculo aritmético, a la vez que
expresiones bien formadas con arreglo a las leyes de forma-
cién de dicho cdlculo: las proposiciones de este segundo
tipo expresan todas ellas relaciones 16gicas de cierta forma,?
validas o afirmadas inicialmente en la teorfa en cuestidn,

interesa a los efectos de dicho cdlculo es su valor veritativo (verdad
¢ falsedad) y para el mero cdlculo de valores veritativos es perfec-
tamente suficiente la aritmética basada en los valores 0 y 1. Pero
si hemos de tener en cuenta y distinguir ulteriores contenidos cua-
litativos de proposiciones cientificas concretas —no reducidas a
meros soportes de verdad o falsedad—, entonces necesitamos una
aritmética basada en los nudmeros primos y traducir aritmética-
mente la negacidn, la implicacién y los otros operadores 16gicos en
ese contexto, como hemos hecho.

7 Esas relaciones se reducen esencialmente, como luego vere-
mos, a los siguientes tipos generales: derivabilidad de una propo-
sicién de otra proposicién o de la conjuncién de 2, 3, ..., n otras
proposiciones; alternabilidad de 2 (dilema), 3 (trilema), ..., n pro-
posiciones; e tncompatibilidad de 2 (disyuncién exclusiva cldsica),
3, ..., n propesiciones.
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entre dos o mds proposiciones atémicas del primer grupo
y resultardn en todo caso de substituir (en la forma pres-
crita por la regla de substitucién del cdlculo), en expresiones
bien formadas de este cdlculo, cada variable proposicional
por una proposicién del primer tipo.

Las consecuencias l6gicas del sistema inicial de propo-
siciones de una teoria determinada, deducidas aritmética-
mente de dicho sistema, pertenecerdn todas también a uno
de los dos tipos indicados, @) o b).

Agreguemos, por ultimo, que el conjunto de expre-
siones bien formadas del cdlculo aritmético de proposiciones
es un subconjunto propio no finito del conjunto de expre-
siones bien formadas del cdlculo proposicional cldsico. ¢

En lo que sigue, emplearemos las iniciales CAP para
designar abreviadamente nuestro calculo aritmético de las
proposiciones.

2. Expresion aritmética de las proposiciones elementales
de una teoria

Sea s una sucesion cualquiera —finita o0 no— de propo-
siciones elementales relativas a una esfera cientifica cual-

quiera:
S: Py P2 -+ Pi-1s Pi

Al nivel del cdlculo aritmético de las proposiciones,
cada una de las proposiciones de la sucesién s serd consi-

8 Para la finalidad para la que hemos creado nuestro cdlculo
aritmético de las proposiciones, que no es —lo repetimos— la de
deducir o establecer leyes logicas, universalmente vdlidas o comunes,
al menos, a distintas ciencias o teorias a la vez, sino la de deducir
consecuencias légicas de proposiciones con un contenido especifico
de una teoria no meramente formal o analitica, sino sintética, esta
restriccion no es esencial: en las ciencias sintéticas raramente inte-
resa enunciar relaciones de una proposicidén consigo misma o con
su negacion del tipo CpNNp, ApNp, CCNppp, etc. Para nuestro
propdsito, pues, consideramos que el repertorio de expresiones bien
formadas o faormulas que pueden construirse utilizando las reglas
de formacién del célculo es suficiente. Pero, como observamos al
final de este trabajo, para otros propdsitos podria considerarse un
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derada como una proposicién atémica ¢ inanalizada, aunque
su andlisis pueda ser efectuado en otro cdlculo aritmético,
que podria quedar relacionado, de un modo o de otro, con

el primero. -
Sea ahora S una sucesién de ndmeros primos,® en orden

creciente:

S: Pl) P2$ By Pi—-ly Pis

A cada una de las proposiciones elementales de la suce-
tidon s se le coordina (es decir, se le hace corresponder)
un numero primo de la sucesién S, de tal manera que el
nimero primo Py, que ocupa el lugar k en S, se coordina
a la proposicién elemental py, que ocupa el lugar homdlogo
en s. Se enunciard este hecho diciendo que el nimero primo
Py, es el niimero caracteristico o la expresién aritmética de

la proposicién elemental p.
La correspondencia establecida entre las sucesiones s

y S es biunivoca.
Traduciremos luego los operadores l6gicos aplicables a
las proposiciones elementales por operadores aritméticos,

desarrollo ulterior del cdlculo mediante la ampliacién de sus reglas
de formacion.

® En algunas aplicaciones —por ejemplo, cuando interese con-
siderar y tratar simultidneamente varias teorias, pero manteniendo
siempre una separacidén entre las expresiones matemadticas de las
mismas—, puede convenir disponer simultdneamente de varias su-
cesiones distintas —todas ellas infinitas— de nimeros primos, de
tal forma que inmediatamente —a simple vista o por el ordena-
dor— pueda saberse a cudl de las teorias consideradas pertenece
una proposicion (atémica o molecular), cuyvo numero caracteris-
tico se conoce. En tales casos, sugerimos que tal vez el modo mds
sencillo de formar esas sucesiones parciales de niumeros primos sea
“cortar longitudinalmente” la sucesién general de los primos con
arreglo a la cifra de terminacidon de éstos, en el sistema decimal.
Por ejemplo:

Primera sucesién: 11, 31, 41, 61, 71, ... (terminacidén en 1).
Segunda sucesion: 3, 13, 23, 43, 53, ... (terminacién en 3).
Tercera sucesién: 7, 17, 37, 47, 67, ... (terminacién en 7).
Cuarta sucesién: 19, 29, 59, 79, 89, ... (terminacién en 9).

S1 fuera necesario, se recurriria a nuevas subdivisiones: termi-
naciones en 11, 21, 31, etc.
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de modo que toda férmula l6égica o expresién bien formada
del CAP que exprese una determinada relacién légica entre
proposiciones elementales de una teorfa tenga también aso-
ciado un numero caracteristico, que, como veremos, ya no
serd, en general, primo y ni siquiera entero, pero si racional.

3. Reglas de formacidn de las formulas logicas del CAP
Alfabeto A; de los signos légicos: 1

Ap= [N, C; Pp P <1 Pr'h 1,86 .5 Phs Pio P Pio =455
B, P o)

N es el nombre del operador 16gico de negacidn;
C es el nombre del operador légico de implicacién (o,
si se quiere, del condicional); ¥

Py P2 ... (subindices numéricos) son los nombres de
proposiciones elementales (constantes, determinadas)
pertenecientes a una sucesion s de proposiciones de
una teoria cientifica cualquiera, como la considerada
en-el.§& 2.;

D &35 8t il Das Do Bis Bir sees Ta s Phs oo (Bubindices
H 2

literales, sin o con ulteriores subindices, literales o
numéricos) son variables proposicionales.

Reglas de formacion

rf-1. Una variable proposicional es una expresion légica
elemental del CAP;

10 Este es el alfabeto de los signos 1dgicos que podemos llamar
primitivos, pero que admite ampliacién, como veremos en el capi-
tulo 4.

11 El condicional no ha de tener en nuestro cdlculo forzosa-
mente el sentido de la implicacion material del cdlculo proposicio-
nal clisico. Por el contrario, puede estar coloreado con el matiz
especifico (o, si se quiere, por la modalidad) que tiene el condicio-
nal en la teoria o ciencia de que se trate, un matiz de necesidad
fisica o biolégica en las respectivas ciencias, de obligatoriedad
(ética o juridica), etc. La implicacién material representa el valor
minimo, comun a todos los tipos de implicacién, el umbral, podria-
mos decir.
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rf-2. Si e es una expresion légica elemental del CAP,
entonces también Ne es una expresiéon ldgica
elemental del CAP;

rf-3. Una expresién légica elemental del CAP es una
forma proposicional del CAP;

rf-4. Si e es una expresion logica elemental del CAP
y f es una forma proposicional del CAP, tal que
ninguna parte de f es una variable proposicional
isomorfa con una parte de e, entonces Cef es
también una forma proposicional del CAP;

rf-5. Si f; es una forma proposicional del CAP y f, es
el resultado de sustituir en f; cada una de las
variables proposicionales que figuran en la misma
por una proposicién elemental (constante) de una
teorfa, perteneciente a una sucesion del tipo de la
sucesion s considerada en 2., entonces f, es una
proposicién del CAP;

rf-6. Las formas proposicionales del CAP y las propo-
siciones del CAP formadas con arreglo a las reglas
de formacién precedentes son las unicas férmulas
l6gicas (o expresiones légicas bien formadas) del
CAP. 2

4. Tipos generales de relaciones ldgicas n-ddicas (entre las
proposiciones elementales de una teoria) expresables en
el CAP

Todas las férmulas légicas del CAP pueden escribirse
utilizando como uUnicos operadores logicos el operador mo-
nadico N (negacién) y el operador diddico C (condicional),
los mismos que Lukasiewicz toma como primitivos para
construir axiomaticamente el cdlculo proposicional clésico
en sus Elements of Mathematical Logic.

12 Como decimos al final de este trabajo, para otras finalida-
des puede concebirse, sin embargo, una ampliacién de estas reglas
de formacién, para dar cabida en el cdlculo a otras féormulas.

13 Jan Lukasiewicz, Elements of Mathematical Logic, Per-
gamon Press, PWN, Polish Scientific Publishers, Varsovia 1963,
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Sin embargo, puede resultar conveniente utilizar también
otros operadores 16gicos, en general n-adicos, definidos en
funcién de aquéllos dos (N y C), tanto para abreviar y
simplificar la escritura de las férmulas légicas como para
poner mejor en evidencia los tipos generales de relaciones
l6gicas existentes entre las proposiciones elementales de las
teorfas cientificas consideradas.

Para ello, generalizaremos el empleo de los operadores
diadicos K (conjuncién), A (alternativa) y D (disyuncién
exclusiva) ¥ del calculo proposicional cldsico al caso de n
argumentos, utilizando, para evitar confusiones, cuando se
apliquen a més de dos argumentos, paréntesis que encierren
los argumentos a que se apliquen.

Consideremos, primero, las definiciones de tales opera-
dores para el caso mads simple de dos argumentos:

CKpqr = 4t CpCqr Apq = 4 CNpqg Dpq = 4t CpNq

y generalicemos, ahora, esas definiciones para el caso de n
expresiones légicas elementales ey, e, ..., e, 4, €, (cada una
de las cuales puede ser, con arreglo a las reglas de formacion

reimpreso en 1966. Véase el capitulo II: The Sentential Calculus:
“The system of the sentential calculus which is to be expounded
below contains two kinds of primitive terms: symbols of negation
N and symbols of the conditional sentence C” {p. 23).

4 Tanto en espafiol como en francés he optado, siguiendo a
mi maestro I. M. Bochenski, por elegir, entre los distintos términos
posibles, el de alternativa para designar al operador que otros lla-
man suma logica o disyuncion (no exclusiva), equivalente al vel
latino: {1, 1, 1, 0! pq; vy el de disyuncion exclusiva para designar
al operador, que también se designa mediante la “barra de Sheffer”,
equivalente al auf latino: {0, 1, 1, 1} pq. Pero también diremos
que tanto en el caso de dos argumentos como en el caso general de n
argumentos, ese operador traduce la relacién de incompatibilidad.
Véanse I. M. Bochenski, Précis de Logique Mathématigue, Bussum
(Holanda), F. G. Kroonder, 1949, asi como R. Blanché, Introduction
a la Logique Mathématique, Paris, Armand Colin, 1968, pp. 48-49,
donde se discuten las variantes y ambigiiedades de los términos utili-
zados en francés para designar a los operadores del cdlculo propo-
sicional.
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enunciadas, una variable proposicional o también una va-
riable proposicional precedida de una o mds negaciones):

CK(ee...en_1)en = aof CeiCey...Ce,_,e,
Ales€er..., 18,) = gt CNeCNe,...CNe, e,
D(ee;...€._1€n) = at CeCey...Ce,_;Ne,

Con ello, las distintas relaciones ldgicas entre n propo-
siciones elementales de una teoria que pueden expresarse
mediante férmulas légicas del CAP quedaran clasificadas
en los tipos generales siguientes:

Derivabilidad de una proposicion e, (que puede ser una
proposicién elemental p, o una proposicién elemental pre-
cedida de negaciones) de un conjunto de n—1 proposiciones
B4s By voip Onogl

CK(ese;...e,_y)e, “la proposicién e, es derivable
de las proposiciones e;, e, ...,

¥

en_l .

Alternabilidad de un conjunto de n proposiciones e, e,

Nl i

Alee;...e,_18p) “hay alternativa entre las proposi-
ciones ey, €, ..., €,_1, €, O tam-
bién “son proposiciones alterna-
bles” (al menos una de ellas es
verdadera, o valida, o afirmada

en la teoria).

Incompatibilidad de un conjunto de n proposiciones
€y €2 .-y €y Epe

D(eje;...e,_18n) “hay itncompatibilidad entre las
proposiciones €, €z, ..., €1, €y
o también “son proposiciones in-
compatibles” (al menos una de
ellas es falsa, o invalida, o ne-
gada en la teoria).
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El principio de equivalencia, que luego enunciaremos,
permitird establecer ulteriores relaciones logicas entre los
operadores légicos primitivos N (monddico) y C (diddico)
y los nuevos operadores n-adicos K(...), A(...) y D(...) que
acabamos de definir.

Siempre que para facilitar la expresién aritmética y la
memorizacién y tratamiento autométicos de una teoria se
considere conveniente utilizar los operadores légicos n-ddi-
cos K(...), A(...) y D(...), deberd reconocerse explicitamente
la ampliacién del lenguaje logico que ello supone ampliando
en consecuencia el alfabeto de los signos ldgicos y las reglas
de formacién de las férmulas 16gicas del cédlculo, del modo

siguiente :

Alfabeto ampliado de los signos logicos Apy:

ALA o {Ns C’ KS A,D; (’ ); pl, P25 cees p: qs -5 t: i b
Pus P P> Pro -3 Prs Pas oo {

Reglas de formacién de las formulas logicas del CAP,
ampliadas mediante la insercién, entre la rf-4 y la rf-5, de
la regla siguiente:

rf-4bis. Si f; es una forma proposicional del CAP y
f, es una traduccién o abreviatura admitida de f;,
en virtud de las precedentes definiciones de los

operadores n-ddicos K(...), A(...) y D(...), en-
tonces f; es también una forma proposicional

del CAP.

5. Expresion aritmética de las formulas ldgicas del CAP

Para la expresidn aritmética de las foérmulas ldgicas
del CAP, utilizaremos los signos incluidos en el alfabeto
aritmético A, siguiente:

AA: {‘"_s —19 %{‘s (’ )s Pls PZ’ ool P, Q, R: Ss Ts T Ph;
P,P,P, ..; PP, ..}
1 2
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— es el signo de sustraccidon de la artmética ordinaria;
=1 es el signo de la unidad negativa como exponente ;

¥ es el signo de multiplicacién de la aritmética ordinaria ;
(, ) son los paréntesis;

P,, P,, ... designan los niimeros primos de una sucesién
como la S considerada en 2. que corresponden a las
proposiciones elementales p;,, p, ..., que ocupan
lugares homodlogos en una sucesién como la s, con
arreglo al tipo de correspondencia biunivoca consi-

derado en 2.;

it s, o T FuolB B il W B o= 00
1 2

variables numéricas que designan las expresiones
aritméticas de las variables proposicionales respec-

tivas.

En general, convendremos en designar la expresién arit-
mética de cualquier proposicién o forma proposicional del
CAP —es decir, de cualquier férmula légica del CAP—
utilizando para ello la letra mayuscula correspondiente a
la letra mintscula con que designamos aquélla, con los
mismos subindices, si los hubiere.

La expresion aritmética de los operadores légicos primi-
tivos sera la siguiente:

Operadores légicos Operadores aritméticos
Ne —E-!
Cef E-SkF

De esta correspondencia bédsica se deducen las siguientes:

CKeleze3 = Celceze:; El_I*Ezrl%E‘?

ABIEZ = CNelez (—“E]hl)_l%\}iEz = —EI*E‘Q
Delez - CelNeg EI_l*("—E[«l) = —“‘El_l*Eg_l

y, para el caso general de n argumentos:

CK(el. . .'en_l)en = Ce]. . .Cen_len El—-l'%. b *En_lhl'*En
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A(61 €..1€n ) = CNCl CNen_len (_El-—l)—l_*” *
(__En—l_l)_l*En —
= (—1)"-1KE,; ¥...¥

En—-l*En

D(e, B 18y ) - Cel Cen_lNen El_l%...*En_l—l*
(_En_—l = __(E]\%6
%KEH—!*En)_Nl

6. El principio de equivalencia del CAP y las clases de
equivalencia ldgica

El sentido y alcance precisos de la equivalencia légica
en nuestro cdlculo aritmético de las proposiciones queda
definido por el principio de equivalencia, que enunciaremos
asi:

La condicion necesaria y suficiente para que dos formulas
Iogicas f; y f, del CAP sean ldgicamente equivalentes es que
sus respectivas expresiones aritméticas (o numeros carac-
teristicos) F, y F, sean iguales.

Escribiremos, por consiguiente:

fi~f si v sélo si Fi=F

(siendo ~- el signo de equivalencia légica, que introducimos
aqui no como signo del CAP, sino como signo del metalen-
guaje que utilizamos para hablar de las férmulas del CAP.

Del principio de equivalencia se deducen inmediata-
mente las siguientes equivalencias clasicas del calculo propo-

sicional:

1. NNp~~p (principio de la doble negacién), ya que
—(—P-1) ' =P

2. NNNp~-Np (principio de la triple negacioén), ya
que —(—(—P-1))t = —P-1,

15 También los signos e, e, €,, ... e, (expresiones ldgicas ele-
mentales) y f, f,, £, (formas proposicionales o férmulas) que venimos
utilizando para hablar de las formulas del CAP desde gque hemos
establecido las reglas de formacion de dichas férmulas son 31gnos
del metalenguaje del CAP.
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3. Cpq==CNgNp (1.* ley de la contraposicién simple),
ya que P71¥Q = (—Q7) ¥ (—P7).

4. CpNg=~ CgNp (2.* ley de la contraposicion simple),
ya que P1¥(—Q™) = Q L¥(—P).

5. CNpg==CNgp (3. ley de la contraposicién simple),
ya que (—P ) 1¥Q = (—Q ) 1kP.

6. CpCqr=~=CqCpr (ley de la conmutacién simple o
permutacién de los antecedentes), ya que
P Q1R = Q1P !%R.

7. CKpgro~ CKNrgNp (1.* ley de la contraposicidén
silogistica), ya que
P1XQ ¥R = (—R )6 QIx(—P).

8. CKpgr=~CKpNrNq (2.* ley de la contraposicion

silogistica), ya que

P 1 Q1R = P71 (—R )1 (—Q™).

Dpgq~~ ANpNq (ley de la disyuncién), ya que

_PlxQ = (_1)*(__})—1).%(_()-1)'

10. Apg-—Aqp (ley de la permutacion de la alterna-
tiva), ya que (—LDXPX¥XQ = (—1)*Q3kP.

11. Dqgp=-Dgp (ley de la permutacién de la disyuncién),
ya que —P71¥Q™ = —Q7KkPL

O

El principio de equivalencia permite clasificar todas las
formulas del cdlculo aritmético de las proposiciones en
clases de equivalencia légica. Cada clase de equivalencia
l6gica del cdalculo aritmético de las proposiciones estd ca-
racterizada por un nvariante aritmético que permite iden-
tificar la clase a que pertenece una formula légica arbitra-
riamente dada. Este invariante aritmético es la expresion
aritmética (o numero caracteristico) comun a todas las
formulas logicas de una misma clase.'®

18 Como se sabe, el problema llamadoc “problema de las pala-
bras” (o secuencias de signos), planteado con toda generalidad por
Thue para los cdlculos asociativos, es el siguiente:

Dado un par de palabras (secuencias) cualesquiera, determinar
si son equivalentes o no.
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Si tenemos en cuenta, especialmente, el cardcter recur-
sivo de la regla de formacién rf-2 del CAP, cuya conse-
cuencia es que cualquier férmula puede incluir una sucesién
indefinida de signos de negacién N contiguos, asi como los
principios de la doble y triple negacién, etc., constataremos
que cualquier férmula del CAP admite un numero infinito
de férmulas légicamente equivalentes, es decir, que cada
clase de equivalencia 16gica del CAP es infinita. Sin embargo,
podemos considerar lo que llamaremos clases reducidas de
equivalencia légica, resultantes de las dos restricciones si-
guientes:

a) Una clase reducida de equivalencia légica no con-
tendrd férmulas en que figuren dos o mds signos N con-
tiguos.

b) Una clase reducida de equivalencia légica no con-
tendrd férmulas en que figuren los operadores n-ddicos K,
A y D utilizados para abreviar o simplificar las férmulas
del CAP, sino sdlo férmulas construidas mediante los dos
operadores l6gicos primitivos N y C.

Este problema puede resolverse cuando existen invariantes carac-
teristicos de cada clase de eguivalencia. (Véase, por ejemplo, Mau-
rice Gross, André Lentin, Notions sur les Grammaires Formelles,
Paris, Gauthier-Villars, 1967, especialmente el capitulo “Mots-Mo-
noides-Langages”, pp. 13-16.)

Refiriéndonos a esa perspectiva, podemos decir aqui que el pro-
blema de las palabras (secuencias) estd resuelto para nuestras férmu-
las légicas, porque existe siempre un invariante caracteristico de
cada clase de equivalencia logica que es su niimero caracteristico.
También serfa posible comprobar que el sistema de relaciones de
Thue en que se basan las equivalencias de nuestro cdlculo estd
compuesto por las relaciones siguientes:

NNe ~ e (doble negacidn)
Ce,Ce, ~ Ce,Ce;,  (permutacién de los antecedentes)
Ce,e, ~ CNe,Ne, (contraposicién)

tales que si en una férmula f; de nuestro cdlculo se sustituye una
secuencia por la secuencia intercambiable con ella, de acuerdo con
las relaciones precedentes, la férmula resultante f, tiene el mismo
nimero caracteristico que f,, es decir: F, = F,.

En efecto, toda férmula puede transformarse en otra equiva-
lente a ella, arbitrariamente elegida, mediante sucesivas sustitucio-
nes del tipe indicado.
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De este modo resultardn clases reducidas de equivalencia
légica con un nimero finito de férmulas. Mds exactamente,
el numero de férmulas de cada clase reducida de equivalencia
légica serd n! (factorial de n), donde n expresa el niimero
de variables proposicionales o de proposiciones elementales
que figuran en las férmulas de que se trate.

Asi, por ejemplo, para el caso de férmulas del tipo Cpq
(con dos variables proposicionales o proposiciones elemen-
tales), cada clase reducida de equivalencia légica estard
compuesta por dos férmulas equivalentes:

Cpq~~CNgNp  de expresién aritmética P-1%Q
CpNq~CgNp  de expresién aritmética —P-13 Q!
CNpq==CNgp de expresion aritmética —PxQ
CNpNgq~~Cqp  de expresién aritmética P¥Q-!

En el caso de formulas con tres variables proposicionales

0 proposiciones elementales, una clase reducida cualquiera

de equivalencia l6gica se compone de 3! = 6 férmulas equi-
valentes, por ejemplo:

todas ellas con

CpCqr ~ CpCNrNq =~ CqCpr =~ la misma expre-
~ CqCNrNp = CNrCpNg == CNrCqNp{ sién aritmética
P13 Q-1%R.

En el caso de férmulas con cuatro variables proposi-
cionales o proposiciones elementales, una clase reducida
cualquiera de equivalencia 16gica se compone de 4! = 24
férmulas equivalentes, por ejemplo:

CpCqCrs ~r CpCqCNsNr =~ CpCrCqs o

~ CpCrNsNg = CpCNsCqNr =~ CpCNsCrNq ~~
~ CqCpCrs o CqCpCNsNr =~ CqCrCps ~—
=z CqCrCNsNp = CqCNsCpNr 2 CqCNSCrNp ~
=~ CrCpCqs = CrCpCNsNq =~ CrCqCps ~
~z CrCqCNsNp - CrCNsCpNq ~ CrCNsCgNp ~~
~z CNSCpCqNr = CNsCpCrNg 2~ CNsCqCpNr ~
~z CNsCqCrNp~ CNsCrCpNq =~ CNsCrCqgNp
e e N s~

todas ellas con la misma expresién aritmética

P-—l*Q—l*R—l.;}\Lf_S
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7. Afirmacion de una proposicion en un teoria

De acuerdo con las reglas de formacién de nuestro
calculo aritmético de las proposiciones, las formulas 16gicas
del CAP pueden ser de dos clases: las formas proposi-
cionales, cuyos argumentos son variables proposicionales, y
las proposiciones, cuyos argumentos son proposiciones
elementales (constantes) de una teorfa cientifica determinada.
Las proposiciones de dicha teoria cientifica que podemos
memorizar en forma aritmética y tratar mediante nuestro
calculo aritmético han de resultar precisamente de sustituir
las variables proposicionales de las formas proposicionales
bien formadas del CAP por proposiciones elementales
(constantes) de la repetida teoria.

Ahora bien, cierto nimero de proposiciones —ya sean
elementales (consideradas como atdmicas o inanalizadas al
nivel del CAP), va sean moleculares y expresen determi-
nadas relaciones logicas entre las elementales— son suscep-
tibles de ser afirmadas inicialmente como vélidas en la
teoria considerada (axiomas) y los numeros caracteristicos
correspondientes (primos, en el caso de las proposiciones
elementales, y racionales, de todos modos, en el caso de
las proposiciones moleculares) pueden ser admitidos en la
memoria de las proposiciones afirmadas en la teoria, ! para
deducir de ellos sistematicamente, mediante el calculo arit-
mético, los numeros caracteristicos que han de ser tradu-
cidos o interpretados légicamente como las consecuencias
logicas legitimas de aquellas proposiciones iniciales —es
decir, como los teoremas demostrables en la teoria al nivel
del cdlculo proposicional—. Con estos teoremas (y even-
tualmente con nuevos axiomas) se ampliarda la memoria de
las proposiciones afirmadas en la teoria para seguir indefi-
nidamente el proceso.

Si designamos por la letra t la teorfa en cuestién, y
por f una férmula cualquiera (de argumentos constantes, es

17 Como en el caso del “cdlculo aritmético de las cualidades”
expuesto en el trabajo citado en la nota (1), esta memoria puede
ser concebida abstractamente ¢ efectivamente realizada en el orde-
nador.
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decir, una proposiciéon) bien formada con arreglo a las
reglas de formacién del cadlculo, utilizaremos el signo de
asercién |- para formar expresiones del tipo siguiente:

- T

que leeremos: “la férmula f del cédlculo CAP es afirmada
como valida en la teorfa t”. Entonces el nimero F, expre-
sion aritmética o numero caracteristico de la formula f,
puede ser admitido en la memoria de las proposiciones
afirmadas y sometido al proceso de calculo que traduce
aritméticamente las reglas de deduccién de las consecuencias
l6gicas de los axiomas.

Designaremos con la expresion si(t) el sistema de pro-
posiciones inicialmente afirmadas en una teoria t (Sistema
de axiomas de la teoria t) y con la expresiéon SI(t) al con-
junto de numeros caracteristicos de las proposiciones de si(t).

8. Reglas de deduccion del CAP

rd-1. Regla de la eliminacion

Si f, y f, son dos férmulas (constantes, o sea, proposi-
ciones) afirmadas en una teoria t; si los respectivos ni-
meros caracteristicos F; v F, son dos fracciones F; = N/D;,
F, = N,/D, tales que el numerador de una de ellas tiene
con el denominador de la ofra un factor primo P; comin
—y uno sélo— de tal modo que al efectuar el producto
aritmético F; = F;*F,, dicho factor P, —y sélo él— queda
eliminado; entonces todas las proposiciones que tengan F,
como numero caracteristico (todas ellas, por lo tanto, légica-
mente equivalentes entre si) quedardn afirmadas como teo-
remas en la teorfa t.

rd-2. Regla de la equivalencia

Si f; es una férmula (constante, o sea, una proposicién)
afirmada en una teoria t y F; es su nliimero caracteristico;
entonces todas las férmulas f, f, ... cuyo ndimero caracte-
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ristico sea igual a F; quedardn afirmadas como teoremas en
la teoria t.!8

9. El proceso de deduccidn automdtica de los teoremas de
una teoria t utilizando el cdlculo aritmético de las pro-
posiciones

De acuerdo con lo anteriormente expuestoc y suponiendo
que han quedado registrados en una memoria los nimeros
caracteristicos de todas las proposiciones inicialmente afir-
madas en una teoria t, se procederd como sigue para deducir
automdticamente los teoremas de la teorfa t (0 mds exacta-

18 Representacion esquemdtica de las reglas de deduccidn

Si empleamos expresiones de la forma n(f) == F (metaldgicas)
para indicar que cierta férmula légica f tiene como niimero carac-
teristico el nmimero F, podremos representar las reglas de deduccién
rd-l1 y rd-2 que acabamos de enunciar mediante los esquemas
siguientes:

ed-1. Esquema de la eliminacion

N’; % P
l"“" t f1 ﬂ(fl) = F1 Fl = Nl/Dl Fo [ -
D,
N,
|* t f2 n(fz) = F2 Fg = Ng/DQ = ———
D, ¥ P
| N’y % Pi ¥ Ny
F; = F; ¥ F, = Ny/D; ¥ N,/D, = =
D, % D, % P
N’ % N,
= (irreductible)
D, % D,
F; = n(f)
-+ £
ed-2. Esquema de la eguivalencia
l_t fl n(fl) = F1
F, = n(f) = n(f) = ...
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mente, aquéllos que pueden deducirse al nivel del cdlculo
proposicional):

a) Se efectuaran sistemdticamente todos los productos
binarios de los numeros del conjunto SI(t), sometiendo los
resultados a un andlisis destinado a rechazar todos aquéllos
que no hayan traido con sigo la eliminacién de uno y un
solo factor primo comiin, con arreglo a la regla de elimina-
cion rd-1. Es evidente que si el nuimero de factores primos
de un niimero F; es m; y el nimero de factores primos de
otro nimero F, es m,, la citada eliminacién habria tenido
lugar si y sélo si el numero de factores del resultado
F; = FX¥F, es m; =m; + m,— 2.

b) Los resultados validos seran retenidos para incluirlos
en la memoria de las proposiciones y para continuar con
ellos el proceso, hasta que se hayan agotado todas las com-
binaciones y no puedan obtenerse resultados nuevos.

¢) Obtenidos todos los nimeros caracteristicos validos
(es decir, correspondientes a proposiciones afirmables en la
teoria t, en virtud de la regla de deduccién rd-1), se
construirdn sistemdticamente, en aplicacién de la regla de
deduccién rd-2 o regla de la equivalencia, todas las propo-
siciones légicas, entre si equivalentes, pertenecientes a cada
una de las clases reducidas de equivalencia representadas por
los nuimeros caracteristicos retenidos, que son, como sa-
bemos, los invariantes aritméticos de dichas clases. Segin
hemos visto, el nimero de proposiciones de cada clase
reducida de equivalencia es n! (factorial de n), donde n es
el nimero de factores primos (con exponente ! 6 —1) del
respectivo invariante aritmético.

Todas estas operaciones pueden ser efectuadas sin difi-
cultad alguna y con rapidez suficiente en un ordenador, con
la impresién inmediata de todos los resultados validos, entre
los cuales pueden luego scleccionarse humanamente, es
decir, por equipos de cientificos especialistas de la materia,
aquéllos que merezca la pena retener definitivamente.

Como ejemplos sencillos de deduccién por aplicacién de
las dos reglas aritméticas de deduccién que hemos enun-
ciado, presentamos a continuacién tres cuadros, que po-
driamos llamar tablas de multiplicacion proposicional. Los
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tres muestran las consecuencias que pueden deducirse de
un par de férmulas légicas de nuestro cilculo, tomadas
como premisas, por multiplicacién de los nimeros caracte-
risticos de éstas y aplicacién de la regla de la equivalencia.
En el cuadro 1 tomamos como premisas, respectivamente,
una férmula de 2 ¢ 3 argumentos y una férmula de 1 argu-
mento; en el cuadro II, una férmula de 2 6 3 argumentos
y una férmula de 2 argumentos. El cuadro III, en el que
se han tomado ambas premisas con 3 argumentos (y el
resultado o consecuencia tiene 4 argumentos), es mis es-
quematico, pues no hay espacio para aplicar, tras la regla
de eliminacién por multiplicacién, la regla de la equiva-
lencia. Por lo tanto, en este ultimo cuadro, tanto de los
nimeros caracteristicos multiplicados, que aparecen en la
columna de la izquierda y en la fila superior del cuadro,
como de los nimeros caracteristicos producto, que aparecen
en los cuadrados de interseccién, cuando son resultados vali-
dos, se presenta sélo una de las férmulas légicas de la
clase de equivalencia que tiene el ntmero indicado como
invariante. De hecho cada uno de los multiplicandos co-
rresponde como invariante a una clase reducida de equi-
valencia que contiene 6 = 3! (factorial de 3) férmulas
equivalentes y cada uno de los resultados a una clase de equi-
valencia que contiene 24 = 41 (factorial de 4) férmulas
equivalentes. En otras palabras, cada cuadrado de inter-
seccion resume las 24 consecuencias l6gicas que pueden
deducirse de cada una de las 36 (= 66) combinaciones de
premisas resumidas en los numeros caracteristicos que
encabezan la fila y la columna que se cruzan en el cuadrado
considerado. Cada cuadrado resume, pues 363%24 = 864 de-
ducciones legitimas, autorizadas por una sola multiplicacién
aritmética, y, como la hoja adjunta tiene 32 cuadrados
llenos, en ella se sintetizan 32k 864 = 27.648 deducciones
validas.

(En los cuadros hemos omitido, por falta de espacio, el
signo de multiplicacién *.)

Una ultima observacién: Como hemos explicado repe-
tidamente, para la finalidad para la que hemos creado
nuestro célculo aritmético de las proposiciones, las res-
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tricciones implicitas en las reglas de formacién de las
formulas logicas del CAP, y ante todo la no-repetibilidad
en una formula de una misma variable proposicional (de
acuerdo con lo establecido por la regla de formacién rf-4),
no constituyen una limitacién esencial. Sin embargo, para
otros propésitos, podriamos concebir la ampliacién de las
reglas de formacién para dar origen a un cdlculo en que
tuvieran cabida otras férmulas del cédlculo proposicional
cldsico, por ejemplo, de la forma:

Cf,f, donde f;, y f; podrian ser, en condiciones que
ahora no vamos a examinar, féormulas con una
o mas variables proposicionales comunes.

Sin entrar aqui en mas detalles, nos limitaremos a
observar que, en ese caso, cuando f; y f, fueran férmulas
equivalentes —y por lo tanto sus respectivos nimeros carac-
teristicos F, vy F, iguales (F; =F,), las férmulas Cff, y
Cff, tendrian los numeros caracteristicos siguientes:

Cflfz Fl_l'%Fg = Fl'_l 9k“ FI =1
Cfol Fz_]éKFl = FI_'I ¥ FI — |

En otras palabras, en un cdlculo ampliado de ese tipo,
cuando dos férmulas ldégicas f, y f, fueran equivalentes, las
dos implicaciones Cff; y Cf,f, tendrian ambas como numero
caracteristico la unidad positiva.

Otras leyes o teoremas fundamentales del cdlculo propo-
gsicional clasico tendrian también como numero caracteris-
tico la unidad positiva, por ejemplo:

CKCpgqCqrCpr (P-1Q)-1¥(Q- 1 kR) 1 ¥(P-'*¥R)=1
(Ley del silogismo)

CKCpgpq (P-1% Q)1 P1%Q = 1 (Modus ponen-
do ponens)

Habria que estudiar, pues, si no seria posible construir
un cdlculo ampliado de ese tipo en que la unidad positiva
tuviera el papel de invariante caracteristico de la clase de
las tautologias equivalentes a las de la forma Cfyf; al mismo
tiempo que la unidad negativa tuviera el papel de invariante
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caracteristico de la clase de las contradicciones equivalen-
tes a las de la forma KfNf; (para ésto ultimo habria que
introducir en tal cdlculo, bajo ciertas condiciones, férmulas
lI6gicas de la forma Nf;, 6 Kf\f,, donde f;, y f, serfan fé6rmu-
las 1égicas cualesquiera con una o mdés variables proposicio-
nales comunes). El numero caracteristico de toda férmula
equivalente a una de la forma Kf;Nf; serfa:

(—F-)%F, =—1
Pero ésta no es méds que una sugerencia que brindo-a

quienes consideren de alguna utilidad ampliar el cilculo
en esa direccidn.
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