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Resumen

En este documento se considera, por un lado la capacidad de los alumnos de primero de
Bachillerato (16-17-afios) para la resolucién de ejercicios de limites y, por otro lado las
nociones que dichos alumnos han adquirido acerca de los limites en la unidad didactica de
limites y continuidad. Para ello se realiza un cuestionario a dos grupos de alumnos y se
analizan las respuestas obtenidas.

Palabras Clave: ensenianza de las matematicas, andlisis funcional, ensefianza secundaria,
dificultad en el aprendizaje, limite, continuidad, competencia.

Abstract

In this document, it is considered, on the one hand, the skills of the students of first year
of Bachillerato (16- 17 years old) in solving exercises involving limits, and in the other hand,
the notions which these students have acquired in the “Limits and continuity” didactic
unit. For that purpose, a questionnaire is proposed to those pupils, and the answers are
analyzed.

Keywords: mathematics education,l functional analysis, secondary education, learning
disabilities, limit, continuity, literacy.

1 El término literacy ha sido obtenido del informe PISA 2003, en el cudl se denota scientific literacy la competencia
cientifica, y del informe PISA 2009, en el que se denota por Reading literacy a la competencia en comprension lectora.
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1. Objetivo

El objetivo de esta investigaciéon es comprobar si existe alguna relaciéon entre las
habilidades que tienen los alumnos en el campo de la ejecucidn de ejercicios rutinarios y los
conceptos e ideas sobre las nociones de limite puntual o en el infinito de una funcién (finito o
infinito) y en la nocién de continuidad, que deben haber adquirido en la unidad didactica
correspondiente.

Para ello me marco los siguientes objetivos concretos:

(O1) Estudiar las competencias que ha adquirido el alumnado de 1° de Bachillerato en
torno a los limites y la continuidad.

(02) Estudiar si existe alguna relacion entre la capacidad de ejecucién correcta de
ejercicios rutinarios y la competencia, por parte del alumnado, en la comprensiéon de las
nociones de limite y continuidad.

2. Fundamentacion Teorica. Estado de la Cuestion.

El curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria (E.S.O.) del Sistema Educativo
espafiol inicia al alumnado en el estudio de los limites de una sucesién en el cuarto curso de la
E.S.O ([6]) y, posteriormente en primero de Bachillerato ([7]) se estudian los limites de
funciones y la continuidad de funciones. Por tanto, es un tema de gran relevancia en el
modelo de educacion espanola actual.

Las competencias basicas de la educacion Secundaria Obligatoria, contempladas en la
L.O.E ([9]), proporcionan un interés para conocer si el actual modelo educativo logra los
objetivos de adquisiciéon de competencias. Para el presente trabajo destaco la competencia
matematica, aunque se puede también referenciar la competencia lingtiistica.

La competencia matematica “implica el conocimiento y manejo de los elementos
matematicos basicos” ([9]). En este trabajo no considero el concepto limite como un concepto
basico; sin embargo, este concepto esta integrado por esta competencia si se considera como
conocimiento y manejo de elementos matematicos. De hecho considero, de manera similar a
otros autores como Tall y Blazquez que es un concepto avanzado de las Matematicas y que
conlleva muchas dificultades a los estudiantes.

A partir de los afios noventa, en la didactica de las matematicas se comienza a considerar
la problematica del aprendizaje de las matematicas en términos de procesos cognitivos. ([1])

Se considera también para esta fundamentacion la didactica del analisis. Resulta
interesante comprobar como uno de los grupos mas importantes, en la actualidad, de la
didactica del analisis nacié en un congreso a caballo entre psicologia y didactica de las
matematicas. Este grupo, nacido en 1985 en el seno del Psychology of Mathematics Education,
considerd el estudio del llamado Pensamiento Matematico Avanzado. “En particular, tratan
de profundizar en las investigaciones cognitivas acerca de los procesos de ensefanza y
aprendizaje de temas relacionados con el calculo infinitesimal ([1]). Siguiendo a autores como
Azcarate y Tall, se pueden establecer dos niveles en las matematicas. Por un lado las
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matematicas formales y los conceptos que los estudiantes (sean de un nivel educativo u otro)
tienen sobre dicho concepto. En las matematicas formales se incluyen las definiciones
formales y las definiciones que cada persona tiene. En el segundo nivel, se considera la idea
que se forma acerca de la definicién del objeto matematico. En el presente trabajo, intentaré
comprobar cdmo el desarrollo de las primeras, no conllevan necesariamente el desarrollo
satisfactorio de las segundas. En particular considero los objetos de limite de una funcién y
continuidad de una funcién.

En el articulo de Azcarate y Camacho ([1]) traducen por esquema conceptual, la expresion
original “concept image” que se utiliza para designar las ideas que los estudiantes generan a
partir de las matematicas formales.

Por otro lado Tall ([15]), propone que “el crecimiento matematico comienza con las
percepciones de y acciones sobre un objeto en el entorno. El éxito en las percepciones deriva
en representaciones visuo-espaciales. Las acciones sobre objetos utilizan representaciones
simbdlicas (que denominara procepts) que se utilizaran sobre todo en aritmética y algebra.”
Estos procepts son el camino que un estudiante necesita realizar para pasar de un proceso o
actividad que se puede considerar rutinaria al concepto que posteriormente utilizara para su
posterior vida matematica.

En el campo concreto de la didactica de las funciones se encuentra un interesante articulo
de Tall ([14]). En dicho articulo se resumen varias investigaciones acerca de conceptos
matematicos avanzados como funcion, limite y demostracion. Se establece ademas la
diferencia entre las matematicas escolares y las matematicas universitarias.

Pone de manifiesto, ademas que cada generacién tiene sus propios “problemas internos”
que van pasando a posteriores generaciones. Ello conlleva ciertos conflictos para el alumnado,
como la definicién de funciéon como objeto en el que cada x le corresponde una tnica y, entra
en conflicto con que la ecuacion x* +y* =1 represente una funcién. En consecuencia, “cuando

se confronta a un alumno por primera vez con definiciones matematicas es”, segtin Tall, “casi
inevitable que solamente conozca un rango reducido de posibilidades que forma sus
imagenes conceptuales en un modo que provocara un conflicto cognitivo en el futuro” ([14]).
En estos casos se debe tratar de dar una imagen aproximada del concepto, para
posteriormente ir encontrando mejores aproximaciones.

Por ello quiero comprobar si el enfoque actual consigue este objetivo de proponer una
aproximacion a la nocion de limite y continuidad en una funcion.

En el mismo articulo, Tall propone las dificultades a las que se enfrenta el entendimiento
del concepto de limite. Estas dificultades se mantienen en la actualidad, como se podra
comprobar a lo largo de este trabajo.

Aunque los limites aparecen de diferentes maneras en la literatura matematica, los
diferentes casos (limite finito de una sucesion, limite puntual de una funcion, etcétera...)
presentan dificultades comunes para los alumnos principiantes (p. 11, en [14]). Por ello he
querido tratarlos en este trabajo como un tinico tipo de problemas.

En investigaciones posteriores sobre este problema, se pueden leer dos articulos de
Blazquez ([3], [4]), asi como su tesis doctoral ([2]). Las tres publicaciones versan sobre la
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nocion de limite y las diferentes concepciones que tienen los estudiantes de secundaria y
bachillerato sobre los limites.

En 2000, los autores proponen primero explicar el limite de sucesiones para
posteriormente pasar al limite de funciones. ([3]). En el caso de este trabajo, la poblacion que
es objeto del estudio son alumnos de primero de bachillerato, que ya conocen los limites de
sucesiones, y ademas recientemente han sido introducidos en los limites de funciones en un
punto y limites en el infinito de una funcion.

En 2001, los mismos autores escriben otro articulo en el que proponen a los estudiantes un
cuestionario sobre limites y posteriormente realizan unas entrevistas con los alumnos. Aqui
realizan la hipoétesis inicial de que el concepto limite acarrea una gran cantidad de dificultades
intrinsecas a la nocién de limite y que por tanto son independientes de la definicion que se
utilice ([4]).

En el afio 2000, Espinoza y Azcarate, proponen una aproximacion al problema a través de
la Teoria Antropoldgica de la didactica ([10]). La investigacion en ese articulo se centra mas en
lo que el profesor es capaz de hacer para facilitar la comprension por parte de los alumnos de
los limites de funciones.

Otra nocion muy intimamente ligada a la nocién de limite es la nocién de infinito.
Respecto a esta nocién se pueden encontrar los trabajos de Sabrina Garbin. En su articulo
conjunto con Carmen Azcarate, presentan “algunos resultados, reflexiones y aportaciones de
un trabajo de investigacién que se centra en identificar las inconsistencias y representar,
categorizar y analizar las situaciones de coherencia que manifiestan los alumnos en relacion
con sus esquemas conceptuales asociados al concepto de infinito actual.” (pag. 1, [12]). Por
otro lado constatan que “en las preguntas en que estd implicado un proceso de infinitud, los
estudiantes no siempre responden teniendo en cuenta el proceso infinito” u ofrecen una
solucion “evadiendo la infinitud, respondiendo de manera finita.” En el presente trabajo se
observa también esta actitud frente a algunas actividades de esta indole.

En el citado articulo se propone un cuestionario con preguntas acerca del infinito (de
hecho algunas son similares a las que se encontraran en este trabajo) cuyo estudio se realiza
desde un punto de vista cualitativo. A continuacién cada alumno puede modificar con un
boligrafo de otro color las respuestas que ha dado, o incluso rellenar las preguntas que no ha
contestado, pero justificando las respuestas. Por tltimo se realizaron algunas entrevistas a los
alumnos para comprobar las conexiones que han formado a la hora de contestar las cuestiones
propuestas y conocer los esquemas mentales de los alumnos.

En [11] se proponen motivos para la introduccion de la geometria fractal en el curriculo
de educacion secundaria y se propone como una de las actividades motivadoras el conjunto
de Cantor. Asi, se pone de manifiesto la necesidad de una mayor relacién entre los distintos
campos de la Matematica a la hora de presentarselos a los estudiantes en el aula.

3. Metodologia

Propongo el uso de la siguiente metodologia para la consecucién de los objetivos citados
en la seccion 1 de este trabajo.
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Para el objetivo (O1) se ha entregado el cuestionario que se adjunta en el apartado anexos
a dos grupos de alumnos de 1° de Bachillerato para que lo completen. Uno de los grupos es
del Bachillerato de Ciencias Naturales y el otro de Bachillerato de Ciencias Sociales.

La poblacién considerada es de 60 estudiantes de Bachillerato de Ciencias (Bachillerato
Ciencias de la Naturaleza) y 20 estudiantes de Bachillerato de Sociales (Bachillerato de
Ciencias Sociales).

En lo sucesivo el uso de Ciencias y Sociales se referird respectivamente al grupo de
Bachillerato de Ciencias Naturales y al grupo de Bachillerato en la rama de Ciencias Sociales.

Las respuestas a las preguntas del cuestionario tendran un caracter cualitativo, y seran
clasificadas atendiendo a criterios que detallo en la seccién andlisis de resultados.
Posteriormente en la seccién 4 se puede leer un estudio de los resultados obtenidos.

Para el objetivo (O2) se entrega la hoja de ejercicios rutinarios sobre limites que se adjunta
en el anexo del presente documento, para su resolucidén por parte del alumnado. Para el
objetivo (O2) se compararan los resultados obtenidos en el cuestionario utilizado en el
objetivo (O1) con los obtenidos en esta tanda de ejercicios, para constatar si existe alguna
relacion entre la ejecucién rutinaria de ejercicios de limites y la comprensiéon de las nociones
de limite y continuidad.

Para ello consideraré las variables cualitativas cuestionario y ejercicios. En ambos casos
consideraré los siguientes grados competenciales: grado muy alto de comprension / ejecucion
de ejercicios, grado alto, grado bajo, grado muy bajo. Posteriormente realizaré una
comparativa de los resultados de ambas variables en cada uno de los estudiantes del grupo
Naturales. Esta parte del estudio solamente se realiza con el grupo de Naturales, debido a que
en el grupo de Sociales la unidad didactica correspondiente se estudi6 seis meses antes de la
realizacion de esta experiencia.

El autor del presente trabajo quiere destacar que las posibles conclusiones de esta
investigacion no tendran una validez universal, debido a que se realizan con un tinico grupo
de estudiantes y bajo unas condiciones muy particulares. Es decir, los resultados obtenidos
seran dificilmente extrapolables a otros centros / grupos de alumnos sin el desarrollo de esta u
otra investigacion similar.

3.1 Pertinencia de las cuestiones planteadas en el cuestionario

Anado este apartado debido a que parte del alumnado consideraba que varias de las
preguntas eran iguales. Dedicaré por ello un par de lineas a cada pregunta para justificar
desde un punto de vista matematico — didactico el por qué de esta aparente repeticion.

En la primera pregunta (; Qué entiendes por limite?) trato de obtener los posibles esquemas
mentales respecto al concepto de limite. Considero muy posible que la respuesta sea muy
similar a la explicacion de los profesores en los diferentes grupos.

En la segunda pregunta (; Qué quiere decir qué lim__, f(x) =5 ?) quiero comprobar el grado

de competencia a la hora de expresar verbalmente el concepto de limite puntual finito de una
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funcién. A continuacién en la tercera pregunta (;Qué puedes decir grificamente de una funcién
que cumple lim__ f(x) =2 ?) busco esa misma idea, pero en esta ocasion graficamente.

En la cuarta (;Qué quiere decir qué lim _, f(x) = oo ?) pregunta quiero ver el entendimiento

de dos conceptos. Por un lado el concepto de limite puntual infinito y por otro lado el propio
concepto de infinito. Con la quinta pregunta (;Qué puedes decir de una grifica que cumple qué
lim__, f(x) = ?) pretendo comprobar el entendimiento de los mismos conceptos pero desde

un punto de vista grafico.

En las preguntas 2 y 4 se esperan respuestas que tengan que ver con sustituir valores en la
funcién y que la solucién sea un nimero o infinito, respectivamente. En este caso es posible
que muchos estudiantes consideren el infinito como un nimero.

De manera analoga, la pregunta seis (;Qué quiere decir qué lim___ f(x)=27?) pretende

conocer las competencias adquiridas en torno al concepto de infinito y limite (finito) en el
infinito de una funcidén. La pregunta 7 (;Cémo se comporta una funcion que cumpla qué
lim___ f(x)=47?) es similar pero busco una respuesta grafica.

He considerado importante realizar la separacién entre explicacion verbal y grafica de los
conceptos debido a que existen dos visiones principales: analitica y geométrica.

La pregunta 8 (;Qué quiere decir qué lim _ f(x)=oo?) pretende conocer si el alumnado es

capaz de diferenciar el caso 6 del caso en el que el limite sea infinito en el infinito.

La pregunta nueve (;Qué quiere decir que una funcion sea continua?) trata de comprobar la
capacidad para reconocer funciones continuas. Para ello se pide que definan con sus propias
palabras el término continuidad de una funcién.

En la pregunta diez (;Qué podemos decir de la grifica de una funcién que sea continua en
x = x, 7) intento comprobar si entiende que una funcién sea continua en un punto.

En la pregunta 11 (;Qué condiciones debe cumplir una funcion para ser continua en x = x,, ?) se

pide que escriban qué condiciones tedricas cumple una funcién que sea continua en un punto.

En la pregunta 12 (Representa una funcién que sea continua.), se pide la representacion de
una grafica continua para comprobar el grado de dificultad que los estudiantes utilizan a la
hora de representar este tipo de funciones. Se espera que la mayor parte del alumnado emplee
para responder a esta cuestion funciones lineales o cuadraticas, y en cualquier caso
derivables.

En las preguntas 13 (Representa una funcion con una discontinuidad de salto finito.) y 14
(Representa una funcion con una discontinuidad de salto infinito.) se comprueba la competencia en
la adquisicion de los conceptos discontinuidad de salto finito y discontinuidad de salto
infinito. Se tratara de diferenciar esta tltima de la discontinuidad esencial.

Las preguntas de 1 a la 14 tienen una relacion directa con las competencias que los
alumnos deberian haber adquirido en la realizacién de la unidad didéctica Limites y
Continuidad.
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Sin embargo, las siguientes preguntas (de la 15 a 17) tienen un grado de dificultad
afnadido que se detalla a continuacién:

En la pregunta 15 (;Cudl es el limite de la siguiente sucesion: triangulo equildtero, cuadrado,
pentdgono regular, hexdgono regular, heptdgono regular,...? ;Por qué?) se pregunta por el posible
limite de una sucesién de figuras planas regulares. Considero el circulo como “poligono
regular de infinitos lados” debido a que si inscribimos los poligonos en sus respectivas
circunferencias circunscritas, la forma y longitud / perimetro, se aproximan a la de la
circunferencia.

La pregunta 16 (Tomamos el intervalo [0, 1]. Lo dividimos en tres partes iguales, quitamos el
intervalo central. En cada uno de los intervalos que tenemos repetimos la misma operacion: dividimos
en tres subintervalos y quitamos el central. Si repetimos indefinidamente la operacion, ;qué
obtenemos?) es una aproximacion al conjunto de Cantor. Se pretende comprobar si los
estudiantes tienen la capacidad de construir conjuntos a partir de sus definiciones y
consiguen abstraer al limite.

El problema 17 (Mezclamos un litro de pintura blanca con un litro de pintura azul. ;Qué
proporcién de pintura blanca tendremos en la mezcla? Si afiadimos, otro litro de pintura azul, ;qué
proporcién de pintura blanca tendremos? Si afiadimos, 40 litros mds de pintura azul, ;qué proporcion
de pintura blanca tendremos? Si seguimos afiadiendo pintura azul, ;a qué tiende la proporcién de
pintura blanca en la mezcla? ;Habrd algiin momento en el que la proporcién de pintura blanca sea
exactamente cero?) trata sobre proporciones, que es un tema ampliamente estudiado a lo largo
de la Educacién Secundaria, y se quiere comprobar las posibles conexiones que los alumnos
generan entre estos dos temas.

4. Analisis e interpretacion de los resultados obtenidos

En este apartado se encuentra el analisis de los datos recogidos. El analisis se realizara de
la siguiente manera. Primero un andlisis de las respuestas obtenidas en el cuestionario del
apartado 3. Metodologia. Después se realiza un analisis del objetivo (O1). Posteriormente del
objetivo (O2).

El desarrollo de la unidad didactica fue el siguiente: En una primera sesion se explicé de
manera grafica qué es el limite de una funcién. Posteriormente se explicé como calcular
limites de funciones que estdn definidas sobre los reales y existen en el punto en que se
pretende hallar el limite. Posteriormente se comenzaron a tratar los diferentes tipos de
indeterminaciones y como resolverlos. En ningtin momento se hablé de la definicion formal,
ya que los estudiantes no estan familiarizados con los términos para todo, existe y otros
formalismos.

Ademas en ninguno de los casos hemos observado respuestas que incluyan expresiones
como estar “suficientemente cerca”.

4.1. Analisis de las respuestas del cuestionario

Como he observado anteriormente, en el grupo de Sociales ha transcurrido un tiempo de
seis meses entre la unidad didactica y la realizacion del cuestionario. Por ello el porcentaje de
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respuestas en blanco es siempre superior al obtenido en el grupo de Naturales en las
preguntas relacionadas con los limites. En las preguntas directamente relacionadas con la
continuidad estas diferencias tienden a desaparecer. Ademas al haber transcurrido tanto
tiempo, no han realizado los limites para el objetivo (O2).

En el analisis de las preguntas se siguen unas clasificaciones similares a las que dan
Blazquez ([2]) y Garbin ([12], [13]).

PREGUNTA 1 (;Qué entiendes por limite?).

En esta pregunta clasifico las respuestas en:

. Sin respuesta.

. Respuestas en las que aparece la expresion acercar sin tocar (o similares)

. Respuestas en que no aparece la expresion sin alcanzar (o similares).

. Respuestas que no tienen sentido desde el punto de vista didactico-
matematico.

Los resultados aparecen en la Tabla 1.

Tabla 1. Pregunta 1 del cuestionario.

NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 3 5 8
SIN SENTIDO 7 2 9
ACERCAR SIN TOCAR 16 4 20
APROXIMACION 34 9 43

Como ya observan Blazquez ([3], [4]) y Garbin ([12]), existen diferencias entre estudiantes
que hablan de “sin tocar”, o los que hablan de que “la funcién no supera”. En ambos casos
solamente consideran funciones mondtonas en sus argumentos.

Entre estas respuestas destaca una en la que el alumno habla de imagen de una funcién y
de dominio. Sin embargo, este tipo de casos es muy extrafio. Otra estudiante escribe ideas
sobre una aproximacion a un numero real. Ello lleva a pensar que no tiene nada claro el
concepto de limite.

Como se puede observar en la tabla 1, la mayor parte de los alumnos tiene el concepto de
limite adquirido como una aproximaciéon. Como ya destacaban en sus trabajos autores como
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Blazquez, los estudiantes tienen la idea de que un limite no puede ser alcanzable ni superable,
considerando solamente funciones mondtonas.

PREGUNTA 2 (;Qué quiere decir que lim__, f(x)=52).

En esta pregunta considero las siguientes categorias:

o Sin respuesta

J Respuestas parecidas a “si la x tiende a 4, la y tiende a 5” (tendencia).

o Respuestas similares a “si sustituyes la x por 4 la y te queda 5” (sustitucién).
J Respuestas “tiende a, pero sin tocar” (tendencia sin contacto).

. Ejemplos de funciones que cumplen el limite (ejemplo).

J Respuesta sin sentido.

Los resultados se recogen en la Tabla 2.

Tabla 2. Pregunta 2 del cuestionario.

NATURALES SOCIALES TOTALES

SIN RESPUESTA 2 5 7

SIN SENTIDO 12 3 15

TENDENCIA 17 3 20

TENDENCIA SIN 5 1 6
CONTACTO

EJEMPLO 2 1 3

SUSTITUCION 22 7 29

La respuesta “tendencia” implica un mayor grado de competencia en la comprension del
concepto limite que la respuesta “sustitucion” debido a que la segunda no se tiene en cuenta
que la funcién puede no existir en el punto x = 4.

En esta pregunta algunos alumnos escriben una funcién que cumple la igualdad del
enunciado como por ejemplo f (x) = x+1.

En el grupo de Naturales se observa como la mitad del alumnado da una respuesta con
sentido, utiliza una respuesta de “tendencia” (con o sin contacto) y la otra mitad de
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sustitucion. Esto puede ser debido a que en la resolucién de los limites el profesor lo primero
que dice es que antes que nada hay que sustituir la x en la férmula y ver si resulta un valor.

En el grupo de Sociales hay un porcentaje superior en el grupo que da una respuesta de
“sustitucion” respecto al grupo que da una respuesta de “tendencia”.

PREGUNTA 3 (;Qué puedes decir grdficamente de una funcién que cumple lim _, f(x)=22).

En esta pregunta, considero las siguientes respuestas:

. Sin respuesta.

o Representacion del punto (7,2) pero ninguna funcion. (Punto)

o Funcién que pasa por el (7,2). (Funcién)

. Que es una funcion de salto finito/infinito. (Discontinuidad)

o Respuesta sin sentido, respuesta “que es continua”, o respuestas no graficas.

(Sin sentido)

Las respuestas de cada tipo vienen recogidas en la Tabla 3.

Tabla 3. Pregunta 3 del cuestionario.

NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 16 11 27
PUNTO 6 1 7
FUNCION 11 2 13
DISCONTINUIDAD 5 1 6
SIN SENTIDO 22 5 27

Debido al alto nimero de respuestas en blanco del grupo de Sociales no se puede extraer
ninguna conclusion sobre este grupo.

En el grupo de Naturales se observa que la mayor parte de los estudiantes que estan en la
categoria “sin sentido” repiten la respuesta verbal de la pregunta 2, cambiando los datos
correspondientes. Ello quiere poder decir que no tienen la competencia de representar

funciones que cumplan que el limite puntual de dicha funcién en un punto sea un nimero

real.
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Por otro lado se observa que una porcién importante del grupo Naturales responde en el
grupo de discontinuidad; pero, ninguno advierte la posibilidad de que sea una
discontinuidad evitable.

PREGUNTA 4 (;Qué quiere decir qué lim__, f(x) =0 ?).

En esta cuestion se puede constatar como es un error frecuente considerar el infinito como
un nimero mas. Se han recogido respuestas bastante similares a la pregunta 2. Categorizo las
respuestas de la siguiente manera:

o Sin respuesta.

. Respuestas que incluyen tiende o se aproxima. (Tendencia)
. Sila x =4, entonces la y = o. (Sustitucién)

o Es una indeterminacién. (Indeterminacion)

o No tiene limite (sin limite)

o Respuesta sin sentido. (Sin sentido)

Las respuestas de cada tipo estan recogidas en la Tabla 4.

Tabla 4. Pregunta 4 del cuestionario.

NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 9 9 18
SIN SENTIDO 9 3 12
TENDENCIA 16 3 19
SUSTITUCION 16 3 19
INDETERMINACION 4 0 4
SIN LIMITE 6 2 8

Destaca la respuesta de una estudiante que si considera el infinito como “un namero que
no se puede alcanzar”.

Como se puede observar en la tabla 4, la mayor parte del alumnado de Sociales no
responde o lo hace con repuestas que no tienen sentido (puntos de corte).
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En el grupo de Naturales, se tiene de nuevo la mitad de los estudiantes que consideran el
limite como una mera sustitucion, sin considerar que la funcién podria no estar definida en el
punto, y la otra mitad dan respuestas de tendencia.

La mayor parte de la poblacién identifica este limite como una indeterminacion pero sin
decir nada acerca de las caracteristicas que pueden tener las funciones que cumplen la
condicién del enunciado.

PREGUNTA 5 (;Qué puedes decir de una grdfica que cumple qué lim _, f(x) =00 ?).

En esta pregunta se considera como respuesta dptima la representacién de una grafica con
una asintota vertical en x = 4. Se clasifican las respuestas en las siguientes categorias:

. Sin respuesta.

. Respuestas verbales similares a las obtenidas en la pregunta 4 (Verbal) En este
apartado incluimos respuestas como “es discontinua”.

3 Respuesta sin sentido. (Sin sentido)
. Respuesta grafica correcta (Grafica)

Las respuestas estan recogidas en la Tabla 5.

Tabla 5. Pregunta 5 del cuestionario.

NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 18 11 29
SIN SENTIDO 16 6 22
VERBAL 25 1 26
GRAFICA 1 2 3

Destaca, negativamente, el hecho de la aparicion de la respuesta “es continua” en varios
estudiantes del grupo de Naturales.

En el grupo de Naturales, dos estudiantes representan la grafica de la recta y = 4 con un
agujero en x = 4. Esta respuesta ha sido catalogada en la categoria sin sentido.

En esta pregunta la mayor parte del alumnado da una respuesta verbal, dejando de
manifiesto que atin no se ha adquirido las competencias necesarias respecto a los limites y al
infinito que son necesarias para poder resolver a esta cuestion de una manera satisfactoria.
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PREGUNTA 6 (;Qué quiere decir qué lim ___f(x)=22).

Clasifico las respuestas en las siguientes respuestas-tipo:

. Sin respuesta.
o Respuestas que incluyen tiende o se aproxima. (Tendencia)
. Si la x = e, entonces... (Sustitucién)
o Es una indeterminacién. (Indeterminacién)
o No tiene limite (sin limite)
o Respuesta sin sentido. (Sin sentido)
Tabla 6. Pregunta 6 del cuestionario.
NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 17 9 26
SIN SENTIDO 1 3 4
TENDENCIA 19 5 24
SUSTITUCION 16 3 19
INDETERMINACION 7 0 7

Una estudiante sustituye el valor o, pero a la vez dice que no existe. Ello demuestra
inconsistencias en la adquisicion del concepto limite, ya que el concepto de infinito parece
estar bien adquirido debido a que reconoce que no existe.

En esta pregunta, sin embargo, se puede observar como la mayor parte del alumnado no
tiene adquirido un grado de competencia suficiente en el uso del infinito, ya que una cantidad
significativa del grupo utiliza expresiones como “cuando x tiende a «”. Otra cantidad
significativa trata de sustituir el valor de infinito en la funcién.

También reaparecen respuestas que dan a entender que los estudiantes consideran que un
limite no puede ser alcanzado.

En el grupo de Sociales una estudiante parece no tener la competencia suficiente respecto
a las funciones debido a que dice que una funcién tiene infinitos valores.

PREGUNTA 7 (;Cémo se comporta una funcién que cumpla qué lim___ f(x)=42).

En esta pregunta considero las siguientes categorias de respuestas:
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. Sin respuesta.

o Respuesta verbal (Verbal)

. Respuestas sobre discontinuidades o continuidad. (Continuidad)

. Respuestas sin sentido, diferentes a las de continuidad (Sin sentido)
. Respuesta grafica correcta (Grafica)

o Ejemplo analitico particular.(Ejemplo)

Para ver los resultados consultar Tabla 7.

Tabla 7. Pregunta 7 del cuestionario.

NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 29 9 38
SIN SENTIDO 3 3 6
VERBAL 13 7 20
CONTINUIDAD 9 0 9
GRAFICA 5 0 5
EJEMPLO 1 1 2

En esta pregunta la inmensa mayoria de los estudiantes deja la pregunta en blanco o da
una respuesta verbal que mantiene los argumentos que se encontraban ya en respuestas
anteriores.

Del grupo restante la mayor parte escribe que la funcion es continua / discontinua. Ello
indica que tienen ciertas nociones adquiridas, pero no saben relacionarlas de una manera
correcta. Es decir, saben que los limites y la continuidad estan relacionados por unas
“normas” que ellos no tienen interiorizadas.

Un grupo reducido da una respuesta gréafica. Es destacable que todos consideran
funciones constantes o mondtonas crecientes, dejando de manifiesto una vez mas que los
estudiantes no consideran que un limite sea superable o alcanzable.

PREGUNTA 8 (;Qué quiere decir qué lim__ f(x)=o2).

En esta pregunta se admiten tanto respuestas verbales como respuestas graficas. Las
respuestas son clasificadas en los siguientes tipos:
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. Sin respuesta.

J Sustitucion del valor en la funcién. (Sustitucién)

o Tendencia de las variables dependiente e independiente (Tendencia)
o Ejemplo concreto (Ejemplo)

. Respuestas sin sentido (Sin sentido)

Los resultados estan recogidos en la Tabla 8.

Tabla 8. Pregunta 8 del cuestionario.

NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 19 10 29
SUSTITUCION 17 4 21
TENDENCIA 13 2 15
EJEMPLO 4 1 5
SIN SENTIDO 7 3 10

Se observa como la mayor parte del alumnado que contesta lo hace en términos de
sustitucion. Por ello se deduce que se considera el infinito como un ntimero real al que se le
pueden aplicar unas operaciones perfectamente definidas. Sin embargo, algunos estudiantes
consideran que no puede existir una funcién que cumpla dichas condiciones.

PREGUNTA 9 (;Qué quiere decir que una funcién sea continua?).

Casi todos los estudiantes responden que una funcién continua es aquélla que se puede
representar sin levantar el lapiz del papel. No es de extrafar esta definiciéon ya que es la
definicion que se suele dar en las aulas del primer curso de Bachillerato en cualquiera de las
especialidades.

Un estudiante confundid continua con constante y respondié de manera correcta a esta
altima nocion. Otro afadid las condiciones que debe cumplir una funcién para que sea
continua en un punto.

Un pequeiio grupo utiliza expresiones como “no se para” o “no se corta” para referirse a
la continuidad.
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PREGUNTA 10 (;Qué podemos decir de la grdfica de una funcién que sea continua en x = x, ?2).

Clasifico las respuestas en las siguientes categorias (Para ver las respuestas de cada tipo
consultar la Tabla 9):

. Sin respuesta.
. Es una recta (Recta).
J No se levanta el lapiz del papel en ese punto. (Particularizacién)
o Respuestas sin conexion aparente con el enunciado de la pregunta (Sin
sentido).
J Condiciones tedricas / existencia del limite.
Tabla 9. Pregunta 10 del cuestionario.
NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 20 14 34
RECTA 6 2 8
PARTICULARIZACION 11 2 13
SIN SENTIDO 14 2 16
CONDICIONES TEORICAS 9 0 9

Varios estudiantes responden “que es una recta”. Esto denota la dificultad que tienen

estos para pensar en funciones continuas que no sean polinomios de grado bajo.

Una persona responde que es continua en el origen al no estar familiarizada con la

notacion x=xo para denotar puntos. Por ello propongo una modificacion de la pregunta para
posibles repeticiones del cuestionario.

Otros identifican x = x,con un intervalo al responder que la funcién es continua en el

intervalo.

Un estudiante de Naturales escribe la definicion de derivada para responder a esta
pregunta. Esta respuesta puede deberse a que en la semana que se rellené el cuestionario, el
alumnado estaba estudiando la introduccién a las derivadas en clase y en dicha definicion

aparece un limite.
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Se observa que ningun estudiante del grupo de Sociales da una respuesta con las
condiciones tedricas, debido a, con casi total seguridad, que el aprendizaje no ha sido
significativo; es decir, no ha dejado “huella” en el alumnado.

También se puede constatar que los estudiantes que ponen algun tipo de condicién
tedrica en sus respuestas no escriben que la funcién debe valer lo mismo que el limite o no
ponen que debe existir el limite.

PREGUNTA 11 (;Qué condiciones debe cumplir una funcién para ser continua en x = x, ?).

Clasifico las respuestas en los siguientes tipos (Para ver las respuestas de cada tipo
consultar la Tabla 10):

. Sin respuesta.

. Respuestas sin conexion aparente con el enunciado de la pregunta (Sin
sentido).

° Condiciones tedricas / existencia del limite.

J Repuestas en las que se entiende que los limites laterales existen y coinciden,

pero no incluyen nociones acerca del valor de la funcion en el punto (Limites laterales).

J Respuestas en las que se tiene en cuenta el valor de la funcién (o la existencia
de la misma) pero no se hace referencia a los limites laterales de la funcion en el punto
(Valor de funcién).

Tabla 10. Pregunta 11 del cuestionario.

NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 23 12 35
SIN SENTIDO 8 4 12
CONDICIONES
TEORICAS 12 1 13
LIMITES
LATERALES ? 1 10
VALOR DE
FUNCION 8 2 10

Aunque la mayor parte de los estudiantes que contestan han dado una respuesta que, en
mayor o menor grado, incluyen las condiciones tedricas pedidas. En esta pregunta existen
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respuestas como “que x sea igual a x,”. Por ello afladimos una modificaciéon a la pregunta 7

en el apartado correspondiente a modificaciones del cuestionario.

En las respuestas de condiciones tedricas se encuentran dos tipos de respuestas: aquellos
estudiantes que han adquirido un mayor grado de competencia en el uso de la terminologia y
notacion en torno a los limites, utilizando términos como limites laterales y otro grupo que se
expresa con frase como “toman el miso valor que la funcién”.

En esta pregunta se han encontrado algunos ejemplos de funciones continuas, pero al no
haber afiadido un punto particular, no se ha considerado la posible categoria “ejemplo”. Estas
respuestas han sido consideradas en la clasificacion sin sentido.

PREGUNTA 12 (Representa una funcion que sea continua.).

En esta pregunta no se ha determinado el dominio de la funcién. Por ello, se encuentran
graficas cuyo dominio son todos los reales, otras graficas solamente los reales positivos.

Los 80 estudiantes representan una funcién continua. La inmensa mayoria representan la
grafica de un polinomio de grado menor o igual que 2. Tres de ellos representan el logaritmo
neperiano. Solamente uno representa una funcién que no es derivable.

Se puede pensar, por tanto, que el concepto de funcién continua es una nocion en la que
resulta relativamente sencillo alcanzar un grado competencial satisfactorio.

PREGUNTA 13 (Representa una funcién con una discontinuidad de salto finito.).

En esta pregunta se encuentran los siguientes tipos de respuestas:

J Respuesta en blanco.

. Grafica de una funcién con una discontinuidad de salto finito. (Salto finito).

. Grafica de una funcion continua (Continua).

. Grafica de una funcién con una discontinuidad evitable (Evitable)

J Grafica de una funcion cuyo dominio es el conjunto de los reales menos un

intervalo (Intervalo)

o Grafica de una funcién con una discontinuidad de salto infinito (Infinito)

Tabla 11. Pregunta 13 del cuestionario.

NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 3 0 3
SALTO FINITO 31 11 42
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Tabla 11. Pregunta 13 del cuestionario (cont.).

NATURALES SOCIALES TOTALES
CONTINUA 1 1 2
EVITABLE 16 0 16
INTERVALO 9 7 16
INFINITO 0 1 1

Se observa como mas de la mitad del alumnado es capaz de representar una funcion que
tenga una discontinuidad de salto finito. Sin embargo, hay un porcentaje relativamente alto
que confunde este tipo de discontinuidad con las discontinuidades evitables. Existe un tercer
grupo amplio que no tiene la habilidad de distinguir una discontinuidad de un intervalo en el
que la funcién no esta definida.

PREGUNTA 14 (Representa una funcion con una discontinuidad de salto infinito).

Considero las mismas categorias que en la pregunta anterior, cambiando la respuesta
evitable por la esencial, que es considerar una funcién con una discontinuidad de tipo

esencial.
Tabla 12. Pregunta 14 del cuestionario.
NATURALES SOCIALES TOTALES

SIN RESPUESTA 10 5 15
SALTO FINITO 4 2 6
CONTINUA 3 0 3
ESENCIAL 0 1 1
INTERVALO 17 7 24
INFINITO 26 5 31

Se comprueba que la mitad de los estudiantes que contestan, representan, efectivamente,
la grafica de una funcién con una discontinuidad de salto infinito.

El estudiante que en la pregunta anterior representd una grafica de una funcién con una
discontinuidad de salto infinito, en esta ocasion representé una con un salto finito.
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PREGUNTA 15.

Esta pregunta, al ser mas compleja y abierta, recoge una mayor variedad de respuestas.
Trato de clasificarlas en las siguientes categorias:

. Sin respuesta.
J El circulo /la circunferencia con explicacién. (completa)
o El circulo / la circunferencia pero sin dar una explicacién. (Parcial)
. Poligono de infinitos lados. (Poligono)
. “No puede haber limites de figuras geométricas” (Geométricas)
. Infinito.
J Otro tipo de respuestas (Sin sentido)
] Octogono regular.
Tabla 13. Pregunta 15 del cuestionario.
NATURALES SOCIALES TOTALES
SIN RESPUESTA 16 14 30
COMPLETA 11 0 11
PARCIAL 4 0 4
POLIGONO 3 0 3
GEOMETRICAS 2 0 2
INFINITO 9 0 9
SIN SENTIDO 15 2 17
OCTOGONO 0 4 4

En este caso, se han recogido expresiones como lim___ x porque hay infinitos lados, o
X—>0

respuestas similares. Esto se puede ver como un intento de transformar el enunciado del
problema en una funcién real de variable real. Sin embargo, en ninguno de los casos se
obtiene un resultado que se pueda considerar adecuado.
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Una estudiante de Naturales ofrece la siguiente respuesta: “Un circulo, porque cuantos
mas lados tiene un poligono mas se asemeja a éste, y un poligono de infinitos lados seria un
circulo, porque los lados serian los infinitos puntos que forman el circulo”. Aparte del
pequefio error de confundir circulo con circunferencia, demuestra un alto grado de
competencia en varios campos de las matematicas; en particular, en los limites y en la
geometria plana. Ademas es capaz de identificar los lados de ese “limite” con los puntos de
una circunferencia.

Otro estudiante defiende que la respuesta es un circulo, ya que “llegard un momento que
sean infinitos los lados de los poligonos, mas o menos un circulo”. En esta respuesta se
encuentra de nuevo la idea de limite como una aproximacién, en este caso, de figuras
geométricas a otra dada.

Otro estudiante de Naturales justifica que dicho limite seria un “circulo, porque los
vértices de los poligonos regulares estan a la misma distancia del centro. Asi que si hay
infinitos lados todos los puntos de la figura equidistaran del centro, ya que los lados serian
puntos al ser infinitos”.

La respuesta octéogono regular denota una baja competencia en la adquisicién de nociones
como sucesion y limite de una sucesion, ya que solamente consideran el siguiente elemento de
la sucesién y le toman como limite.

PREGUNTA 16.

Esta pregunta, sin duda la mas compleja para los alumnos por el grado de abstraccién
necesario, tiene una gran variedad de respuestas diferentes. Por tanto, presento a
continuacion las mas interesantes desde el punto de vista del trabajo. Las partes entre comillas
son las respuestas literales de los estudiantes.

RESPUESTA 1

x<(0,1)
x=(0,1) Una funcién de salto infinito.”
x>(0,1)

“

En esta respuesta existe un afan por responder la pregunta mediante la bisqueda de una
funcién. Es evidente que esta respuesta no tiene correccion suficiente para ser una funcién, ya
que iguala la x a un intervalo, o no da un valor a la funcién.

REPUESTA 2
“Intervalos muy pequenos que se acercan a cero.”

En esta respuesta se observa un proceso de limite que es correcto, ya que el alumno
entiende que se tienen intervalos de longitud cada vez mas pequefia, pero no considera la
infinitud de intervalos que tiene en cada paso del proceso.

RESPUESTA 3

“Pues, que se hace pequefio y tiendea 1y a0.”
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Esta estudiante también muestra procesos correctos, pero nuevamente no considera todos
los intervalos, aunque si considera que alguno de estos se puede aproximar a 1.

RESPUESTA 4

“Infinitos intervalos divididos en los intervalos 0,l U %,g U é,z U §,1 ”
9 99 99 9

Este estudiante comienza el proceso y contempla que hay que seguir realizando
divisiones, pero no considera que en el limite, no habrd intervalos, habra puntos que
pertenezcan o no al limite.

RESPUESTA 5

“Al final obtendremos un intervalo demasiado pequefio, de microtamano, y habra un
momento en el que no se puedan dividir mas los intervalos porque la distancia del 0 al 1 no es
infinita”

Este estudiante, que cursa la optativa de dibujo técnico, considera que llegara un
momento en el que los intervalos seran indivisibles. Esta vision se puede deber a que el
alumno se imagina una divisién con regla y compas y naturalmente los ttiles de dibujo no
van a poder dividir intervalos muy pequenos.

RESPUESTA 6
“Quedan infinitos intervalos muy pequenios. Al final quedan puntos (de longitud cero)”

En esta ocasién, el proceso de limites se realiza de una manera correcta, al identificar los
puntos como intervalos cuya longitud es cero.

RESPUESTA 7

“Se obtiene 0,l U z,l ”
3 3

En esta respuesta solamente se considera el primer paso y se propone como solucion final.
Por tanto, se constata que este estudiante no ha entendido el problema como un problema en
el que hay que considerar limites, si no como una sencilla operacion que se realiza una tnica
vez.

RESPUESTA 8
“Obtenemos 0. Como 0 dividido por 3 es 0y 1 dividido entre 3 en 0.33, se aproxima a 0”.

Esta estudiante solamente considera un intervalo de los dos que nos quedan en cada
iteracion. Por ello tinicamente tendra un punto, que efectivamente sera el 0.

RESPUESTA 9

“Que se acerca al valor 0,5 cada vez mas y mas.”
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Esta estudiante considera otro problema diferente, en el que en vez de eliminar el
intervalo central, se queda con el central y elimina los laterales.

RESPUESTA 10
“Que al final nos quedamos sin intervalo que dividir”

Esta estudiante considera el limite de las iteraciones como el final, lo cual nos dice que
tiene un buen grado de competencia en la nocion limite. Ademas dado que la alumna es del
grupo de Sociales, en este caso es una competencia consolidada.

PREGUNTA 17.

En esta pregunta se observa que la mayor parte de las respuestas son correctas. Sin
embargo, se encuentra alguna respuesta que dice que la proporcion de pintura sera 0 en el
infinito, que nuevamente proporciona la idea de una sustituciéon en una funcién. Otras
justificaciones dicen que la pintura blanca siempre estara ahi.

Por tanto, se siguen encontrando los mismos errores de entender el limite como una mera
sustitucién y como una cota que no se puede alcanzar.

4.2 Analisis del Objetivo (O1)

Para comprobar las competencias adquiridas, contemplo, por un lado las competencias
demostradas en el cuestionario (variable cuestionario), y por otro lado en los ejercicios
entregados (variable ejercicios).

En cuanto los cuestionarios considero las siguientes graduaciones:

o MUY ALTO: Mas de 14 respuestas que se puedan considerar correctas desde
un punto de vista matematico-didactico.

J ALTO: Entre 9 y 13 respuestas que tengan sentido matematico didactico.
J BAJO: Entre 6 y 8 respuestas.
. MUY BAJO: Menos de 6 respuestas.

Los datos estan recogidos en la Tabla 14.

Tabla 14. Competencias en cuestionario.

GRADO DE COMPETENCIA EN
CUESTIONARIO ESTUDIANTES

MUY ALTO 4

ALTO 13
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Tabla 14. Competencias en cuestionario (cont.).

GRADO DE COMPETENCIA EN
CUESTIONARIO ESTUDIANTES

BAJO i

MUY BAJO 22

Se observa como en este caso se consideran a los 80 alumnos de la muestra, y de ellos 63
(mas del 75%) tienen un grado de competencia bajo o muy bajo en los conceptos asociados a
limites y continuidad.

Para la variable de los ejercicios se han considerado los siguientes grados:

J MUY ALTO: Mas de 10 limites correctamente resueltos.
. ALTO: Entre 8 y 10 limites correctamente resueltos.

. BAJO: Entre 4 y 7 limites correctamente resueltos.

. MUY BAJO: Menos de 4 limites correctos.

Tabla 15. Capacidad de resolucion de ejercicios rutinarios

CAPACIDAED]EISCI:EISSSLUCION DE ESTUDIANTES
MUY ALTO 37
ALTO 15
BAJO 4
MUY BAJO 4

Si se observa la tabla 15, se ve que 52 de los 60 estudiantes tienen un alto grado de
competencia en la resolucion mecanica de limites. Esto representa al 86% del alumnado de
Naturales que ha realizado los ejercicios.
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4.3. Analisis del Objetivo (02)

Se ha considerado para este objetivo las variables y grados considerados en la seccion
metodologia. Incluyo los datos en la tabla 16. Se recuerda al lector que para este objetivo
unicamente se considera el alumnado de Naturales.

Los grados de la variable cuestionario tienen color rojo y los de la variable ejercicio tienen
color verde

Tabla 16. Comparativa entre ejercicios y cuestionario

EJERCICIOS CUESTIONARIO /];/[L[% ALTO | BAJO E/E(Y) CUESOTTIg‘;iSRI o
MUY ALTO 2 0 0 0 2
ALTO 4 1 2 0 7
BAJO 25 12 0 2 39
MUY BAJO 6 2 2 2 12
TOTALES EJERCICIOS 37 15 4 4 60

En esta tabla se observa como el 86% (52 de 60) de los alumnos tienen un grado de
competencia en resolucidon de limites alto o muy alto. Esto quiere decir que son capaces de
resolver ejercicios rutinarios sin grandes dificultades. De hecho, la lista de ejercicios
propuestos, son en su totalidad indeterminaciones que deben ser resueltas con métodos que el
alumnado acaba de aprender.

Por otro lado el 85% de los estudiantes considerados, tienen un grado bajo o muy bajo en
la adquisicion del concepto limite. Si el estudio se cifiera exclusivamente a la competencia de
la representacion grafica de limites, este porcentaje se veria aumentado aun mas. Esta
afirmacion surge de la observacion de las respuestas obtenidas en las preguntas 3, 5y 7 del
cuestionario de la seccion 7 de este documento.

Por ello se puede decir que, efectivamente, los estudiantes saben resolver limites de
manera mecanica pero que no trae relacionado la correcta comprension de las nociones
relacionadas con limites.

No se puede decir que esta afirmacion sea extrapolable a otros casos, pero es un punto de
partida para otras investigaciones que consideren también alumnos de Naturales y no
solamente alumnos de ciencias Sociales ([2]).
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4.4. Mejoras para el cuestionario

En la pregunta namero 1 no queda muy claro si el limite debe ser el de una funcién o es
de una sucesion. Para trabajos acerca de limites finitos de sucesiones ver, por ejemplo, la tesis
de F.J. Claros ([5]). Para el siguiente uso del cuestionario, afiadir “de una funcién” al
enunciado de esta pregunta.

Sustituir la pregunta nimero 3 por “Representa una funciéon que cumpla lim__, f(x)=2."

Hacer una sustitucién en la pregunta 5 analoga a la realizada en la pregunta 3.

Sustituir la pregunta 7 por “Representa una grafica que cumpla lim__ f(x)=4."

Anadir la siguiente pregunta tras la nimero 8: “;Qué entiendes por x tiende al infinito?”
Modificar la pregunta 10, para que ponga en un “x=0"en lugar de “x =x,”.

Modificar la pregunta 11 a “Enuncia las condiciones tedricas que debe satisfacer una
funcion para ser continua en x = 0.”

5. Conclusiones

La mayor parte del alumnado tiene una visiéon muy particular de los limites. Para ellos, se
puede considerar que los limites son aproximaciones a un punto que es una cota inalcanzable.
Ademas, casi siempre consideran que las funciones que se utilizan son monoétonas crecientes.
Ambas afirmaciones provocarian que los estudiantes no entendieran el limite de funciones

como , ya que el limite de la funcién en el infinito es 0, pero la funcién toma infinitos

valores positivos y negativos para valores grandes de x.

Por otro lado, una gran parte de los estudiantes consideran los limites como meras
sustituciones de un valor en una férmula, como se puede observar en las preguntas 2, 4, 6 y 8.
En las preguntas 3, 5 y 7 se puede contemplar que el alumnado no tiene, en general, un alto
grado de competencia en la representacion de funciones que cumplan ciertas condiciones; en
este caso que el limite puntual o infinito de la funcién tenga un valor dado.

De las preguntas 15 y 16 se desprende que los estudiantes tienen serias dificultades para
considerar los limites en otras situaciones. No es de extrafiar esta situacion debido a que
durante la unidad didactica todos los limites son relativos a una funcién y ademas durante la
mayor parte de dicha unidad, solamente interesa resolver indeterminaciones.

En contraste, casi todo el alumnado ha logrado responder de una manera satisfactoria la
altima pregunta, debido a que tienen una mayor familiaridad con las proporciones en
mezclas.

Se podria decir que el grado de competencia en la nocién limite no es muy alto en los
estudiantes considerados en este trabajo.
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Sin embargo, el grado de competencia en los términos de continuidad es mayor. Casi
todos son capaces de distinguir y representar los distintos tipos de discontinuidades.

En relacion con el objetivo (O2) se observa que los estudiantes realizan bien los ejercicios
rutinarios, pero sin adquirir los conceptos en el grado que seria deseable.
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6. Anexos

6.1 Cuestionario
1) ;Qué entiendes por limite?
2) ;Qué quiere decir qué lim__, f(x)=57?
3) (Qué puedes decir grificamente de una funcion que cumple lim__, f(x)=27?

4) ;Qué quiere decir qué lim_ _, f(x)=o0?
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5) (Qué puedes decir de una grifica que cumple qué lim__, f(x)=o0?
6) ;Qué quiere decir qué lim___ f(x)=27

7) (Cémo se comporta una funcién que cumpla qué lim___ f(x)=47?
8) ¢Qué quiere decir qué lim___ f(x)=o?

9) ¢ Qué quiere decir que una funcion sea continua?

10) ;Qué podemos decir de la grifica de una funcion que sea continua en x =x,?
11) ;Qué condiciones debe cumplir una funcion para ser continuaen x = x, ?

12) Representa una funcion que sea continua.
13) Representa una funcion con una discontinuidad de salto finito.
14) Representa una funcion con una discontinuidad de salto infinito.

15) ¢Cudl es el limite de la siguiente sucesion: triangulo equildtero, cuadrado, pentdgono regular,
hexdgono regular, heptdgono regular,...? ;Por qué?

16) Tomamos el intervalo [0, 1]. Lo dividimos en tres partes iguales, quitamos el intervalo central.
En cada uno de los intervalos que tenemos repetimos la misma operacion: dividimos en tres
subintervalos y quitamos el central. Si repetimos indefinidamente la operacion, ;qué obtenemos?

17) Mezclamos un litro de pintura blanca con un litro de pintura azul. ;Qué proporcion de
pintura blanca tendremos en la mezcla? Si ariadimos, otro litro de pintura azul, ;qué proporcion de
pintura blanca tendremos? Si afiadimos, 40 litros mds de pintura azul, ;qué proporcion de pintura
blanca tendremos? Si seguimos aiiadiendo pintura azul, ;a qué tiende la proporcion de pintura blanca
en la mezcla? ;Habrd algiin momento en el que la proporcién de pintura blanca sea exactamente cero?

6.2 Ejercicios

A) lim__ (m ~Jx )

B) lim_ (\lxz —3x —x* +x)

+3)"° +1Y
Q) lim,, | = D) lim__|=
rla+1 e\ x+7
P43
2 x+1
E) lim__, ﬂ F) lim__ xRS
X" +3x 4x* —x+2
3 3 2 2
G) lim__ V8« —3x” -3 H) lim__ | —— —6
: 2x+1 B (Y ISR
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D lim |l J) lim [x—‘lJ
T W1 —x -1 T -2x+1

1
2 +3x | x*—a®
K) lim L) lim —_
: Hw[x2+3j : Ha[\/;—\EJ

M) Hallar a para que lim (a9;+ 3j =25
’ X
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