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Resumen

En este trabajo se dan algunas notas matematicas sobre la determinacién de las notas de
la escala y la nocién de consonancia de notas simultaneas.
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Abstract

This work presents some indications about the construction of the notes in the scale as
well as some notions on the consonance of two notes played simultaneously.

Keywords: Consonance, musical scales, sum of harmonics.

1. Introducciéon

Un interesante experimento que puede realizar el lector en caso de poder contar con un
piano (o un instrumento musical electrénico que emule un piano) y un nutrido grupo de oyen-
tes voluntarios es el siguiente. Se pulsan simultdneamente las nota Do y Do# (de una misma
escala, si puede ser la central del teclado) y a continuacion se pulsan simultdneamente las notas
Do y Sol (de nuevo, en la escala central). En ningtin momento se dice qué notas se han tocado.
La idea es realizar una sencilla votacién en el ptiblico sobre la “consonancia” o “disonancia”
de estos dos pares de notas. Si no se cuenta con un ptblico de avanzada formacién musical,
cuyos conocimientos pueden influir a priori en su eleccién, el resultado suele ser el siguiente:
la mayorfa considera que el segundo par (el formado por Do+50l) suena mejor que el primero
(el Do+Do#). Hemos puesto anteriormente la palabra consonancia o disonancia entre comillas
no porque no sean correctas (véase, por ejemplo, la definiciéon de las mismas en un diccionario
cualquiera) sino porque ellas son precisamente el objetivo de este pequefio trabajo. Més con-
cretamente, en estas hojas se pretende dar una posible explicacién matemadtica a la cualidad
consonante de notas tocadas simultaneamente.

Las Matemaéticas han sido, desde la Grecia antigua, lugar de paso indiscutible en la forma-
lizacién de la Misica. En particular, la escuela de Pitdgoras de Samos fue el germen primordial
en el que surgié la musica occidental y cuya herencia sigue hoy en dfa de indudable relevancia.
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Es cierto que el ser consonante o disonante comporta un indudable sentido subjetivo por parte
del oyente. La Mtsica, como buen arte, toca en lo profundo al espiritu humano y hace surgir de
él sentimientos tnicos e irrepetibles en cada uno de nosotros. Sin embargo, es cierto que la com-
posiciéon musical ha contado a lo largo de la historia con marcadas reglas de construccién, de
las que las ideas de la escuela pitagérica contribuyé enormemente. Surge de forma natural las
siguientes preguntas: ;son las reglas meras convenciones? ;qué nos pueden decir las Matema-
ticas al respecto? ;hubiera sido nuestra musica occidental diferente si nuestras raices hubieran
sido otras? No pretendemos dar respuestas a estas cuestiones. Eso serfa demasiado ambicioso.
Sin embargo, esperamos que el lector encuentre en las siguientes secciones algunas ideas que le
sirvan para poder contemplarlas, al menos, desde otra perspectiva.
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Figura 1. “Teorica Musice”, cap. 8, Libro I, de Franchinus Gaffurius (Mildn, 1492). La imagen mostrada
es muy representativa del fuerte dogmatismo aritmético pitagdrico presente ain en la miisica del siglo XV.

2. Nociones fundamentales

2.1. Las escalas musicales

Un sonido es una variacion de la presion del aire perceptible por nuestro sentido auditivo.
Atendiendo a la naturaleza de la ecuacién de ondas que modeliza el comportamiento del fluido
aéreo, esta funcién presion es localmente (tanto en sentido espacial como temporal) en buena
medida periédica. En un desarrollo de Fourier, podemos por tanto realizar una descomposicién
de dicha onda en sus frecuencias elementales. De las cuatro caracteristicas fundamentales del
sonido, a saber, la intensidad, el timbre (asociado a los coeficientes de Fourier de la onda), la
duracién y la altura (frecuencia de la contribucién de Fourier dominante), vamos a atender
fundamentalmente a la tltima, es decir, vamos a trabajar con tonos. Los sonidos producidos
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por los instrumentos musicales tiene una frecuencia fundamental (su timbre) muy definida.
Mads aun, algunos instrumentos y especialmente si trabajamos con instrumentos electrénicos,
pueden producir sonidos sinusoidales practicamente puros. Pensemos por un momento que
trabajamos con estos sonidos puros.

Son pocos oidos afortunados los que pueden describir de forma exacta una frecuencia de-
terminada. Sin embargo, si es normal el poder distinguir, una vez que se tiene dos sonidos,
cudl es mds agudo (tiene un tono mayor) que el otro. Por ello, al hablarse de los tonos de un
sonido, se suele hacer partiendo de una referencia. En la musica occidental se suele escoger la
frecuencia de 440 Hz (La) como frecuencia fundamental, aunque cualquier otra fj es igualmente
valida. Igualmente, como se puede comprobar experimentalmente, a partir de una frecuencia
aproximada de unos 500 Hz el oido aprecia las distancias entre dos tonos no por la diferencia de
frecuencias sino por la razén entre las mismas (Ley de Weber-Fechner para el oido). Eso quiere
decir que dentro del espectro auditivo humano (20 Hz - 20.000 Hz), la percepcién de los tonos
menores de 500 Hz es lineal, pero a partir de ahi es logaritmica. Asi se habla de razones (o
intervalos) de frecuencia como una aplicacién del conjunto de frecuencias F del cual podemos
olvidar en qué unidades se mide, a la semirecta real como

F — R" (1)
f— i

0
Se dice que dos tonos f; y f estdn separados una octava si f, = 2f1. Los sonidos separados por
una o varias octavas son percibidos por el oido humano como practicamente indistinguibles si

son escuchados simultdneamente. Por esta razén, la aplicacion (1) se puede describir de forma
mas ajustada al oido humano como

F—R
f
— log, =+
f g2f0

que ademds podemos simplificar si consideramos la relacién de equivalencia R “estar separado
por una octava” de forma que la proyeccién al conjunto cociente es

F—R/Z @)

o o),

donde (x)5 es la clase de x. Si identificamos R/Z con el intervalo [0,1), entonces (x)x no es
mds que {x}, es decir, tomar la parte fraccionaria de x. Si en cambio identificamos R/Z con la
circunferencia unidad S! de complejos unitarios, la aplicacién queda por tanto definida como

F— st 3)

f—exp (i27r {log2 %0}) ,

es decir, el andlisis de tonos puede analizarse de forma geométrica como puntos de la circunfe-
rencia.

De los infinitos elementos de S! con las que un compositor puede trabajar a la hora de elegir
los tonos que formen parte de su obra, se suele tomar tonos que formen parte de un subconjunto
discreto (y por tanto finito) de S! elegido de antemano. Estos subconjuntos se denominan escalas,
y el cémo elegirlos constituye toda una disciplina musical que ha vivido a lo largo de los siglos
multiples interpretaciones y teorias. Vamos, sin embargo, a centrarnos en la construccién de la
escala de la escuela de Pitdgoras. Si, como hemos dicho antes, las potencias de dos (las octavas)
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definen sonidos de naturaleza similar, parece natural estudiar que sucede cuando se toman
potencias del siguiente nlimero natural, es decir, el tres. Asi, partiendo de la nota fundamental
fo que hayamos escogido, se toma el conjunto (3 fy)cz. La imagen de estos puntos por medio
de las aplicaciones (2) o (3) representan un conjunto denso de [0,1) o S!. Si consideramos las K
primeras notas {log, 3"}, k = 0,...,K — 1, partiendo de 0, dado que 2 y 3 son primos entre si,
nunca podremos volver a ese valor inicial. Sin embargo hay valores concretos de K para los que
nos acercamos mucho a 0. Este es el caso de 37. En efecto, tenemos

{log,(3%)} =0, {log,(3})} =0'5949..., {log,(3?)} =01699...,
{log,(3%)} =0'7649..., {log,(3*)} =0'3398..., {log,(3°)} =0'9248...,
{log,(3%)} = 0'5098..., {log,(37)} =0/0947...,

en el que el dltimo elemento dista menos de una décima del 0. Si ahora consideramos las pri-
meras 7 notas y los ordenados de menor a mayor obtenemos los niimeros

0 01699... 0'3398... 0'5098... 0'5949... 0'7649... 0/9248... 4)

que son las 7 notas de la escala pitagorica, inicialmente etiquetadas con letras del alfabeto grie-
go. Nétese que el valor {log,(3!)} = 0'5849... ocupa el quinto puesto en el reordenamiento
dado en (4). Es por esta razén que la frecuencia asociada al ntimero 3 con el que se ha cons-
truido esta escala es denominada quinta (o quinta pitagorica). Igualmente, el octavo valor de la
escala corresponde (salvo la pequefia desviacion comentada anteriormente y que se conoce co-
mo coma pitagdrica) al 1 o 0 de R/Z y que justifica que la potencia 2 se conozca como octava.
Como nota histérica, hay que esperar hasta el siglo XI cuando, a partir de la miisica afiadida por
Guido de Arezzo a unos versos dedicados a San Juan Bautista, se asigno a las correspondientes
notas la primera silaba de dichos versos, a saber: Ut, Re, Mi, Fa, Sol, La y Si. La primera nota fue
posteriormente cambiada a Do, ap6cope del Dominus latino.

2.2. El teorema de los tres pasos

Si inspeccionamos los valores de frecuencias ajustadas por los logaritmos dados en (4) po-
demos ver que las diferencias entre notas consecutivas (considerando la tltima diferencia con
el valor 1) toman los valores

0 01699... 01699... 01699... 00850... 01699... 01699... 00850...

es decir, recordando que tomamos el tono inicial fy como el La (440 Hz), el intervalo entre dos
notas consecutivas de la escala pitagérica toma un valor constante (un tono) salvo entre Si-Do
y Mi-Fa en donde se tiene un valor distinto aproximadamente la mitad de un tono (y llamado
hemitono). La existencia de dos tipos distintos de intervalos en la escala pitagodrica es una pro-
piedad esencial de la misma y es piedra angular de su riqueza musical. Sin embargo, al hilo
de esta propiedad, cabe preguntarse si la eleccién de la quinta pitagoérica ha sido determinante
en la existencia de exactamente dos intervalos distintos. Esta cuestién estd estrechamente re-
lacionada con una conocida conjetura de Steinhaus (demostrada simultdneamente por S6s y
Swierczkowski en 1958) que enunciamos a continuacién (véase [7]).

Teorema 1 (de los tres pasos). Para cualquier & € R y cualquier entero positivo K, la sucesion de
puntos exp(27tki), k = 0,...,K — 1, divide la circunferencia unidad en subintervalos de, a lo sumo,
tres longitudes distintas.

En concreto, si 6 = p/g es un nimero racional (escrito de forma irreducible) y K > g,
tenemos exactamente un poligono regular y por tanto un tinico paso. Si 6 es irracional, siempre
habra dos 0 mds pasos. Ese es el caso de la escala pitagérica en donde 6 = log, 3. Para distinguir
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cudndo se tienen dos o tres pasos distintos hay que recurrir a la teoria de niimeros de la mano
de las fracciones simples. Recordemos que todo ntimero real (positivo) 8 se puede escribir como
1

a0+
a1—|—

1
az-‘rL

en donde los a;, i > 1 son enteros positivos. La secuencia [ag; 414243 . . .| acaba con una divisién
exacta inicamente si 6 es racional. En caso contraro, la secuencia de 6 es infinita y tinica. Se
denomina convergente de 0 al nimero racional que se obtiene truncando su desarrollo en frac-
ciones continuas simples [ag; a14; . . . a;] en cualquier orden r. Se denomina semiconvergente a la
fraccion [ag;a1ay...n]), 0 < n < a, (si a, > 2). Los convergentes y semiconvergentes gozan
de propiedades muy interesantes. Referimos al cldsico manual [3] para estas y otras muchas
propiedades.

En relacién con las escalas, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2. Dado un niimero 6 irracional positivo, la sucesién de puntos de la circunferencia exp (27tk6i),
k=0,...,K—1,divide a la misma en arcos de exactamente dos longitudes distintas si y sélo si K es el
denominador de un convergente o de un semiconvergente de 6.

Por ejemplo, para § = log, 3 = [1;1,1,2,2.. ], el denominador del semiconvergente [1;1,1,2,1]
es precisamente 7, lo que nos da la escala pitagdrica construida anteriormente.

2.3. Los instrumentos musicales

Consideremos una cuerda tensa de longitud L, densidad lineal A y tensién (es decir, la fuerza
que tira de la cuerda en cualquiera de sus extremos fijos) de valor T. Supongamos que la cuerda
es considerada infinitesimalmente delgada, de tal manera que pueda ser modelizada como un
segmento al cual se le aplica la ecuacién de ondas unidimensional. Se puede probar entonces
que la cuerda en vibracién tiene una frecuencia fundamental de valor

1T 5
h=5\7 ®)
que es acompafada por todos sus multiplos f, = nf;, n € IN. Estos valores f, son conocidos
como armonicos de la vibracién de la cuerda y simplemente quieren decir que cualquier estado
vibracional de la misma se puede escribir como suma infinita de vibraciones sinusoidales de
frecuencia f;;, n € IN. Aunque con la técnica adecuada puede conseguirse que, cuando se pulsa
una cuerda de un instrumento, la misma vibre predominantemente con una frecuencia f; o fs,
lo general es que al tocar un instrumento de cuerda, el sonido predominante de cada cuerda sea
el asociado a la vibracién fundamental f;. Sin embargo, dicho sonido contendra contribuciones
de los arménicos superiores f;, n > 1, cuya aportacién determina el timbre del instrumento.
Como primera aproximacién, se puede considerar que la intensidad de cada aportacién f,
n > 1, decrece geométricamente por un factor 0’7 a medida que crece 7.

En el caso de una columna hueca de longitud L con un gas (ideal) en su interior, el sonido
producido por la vibracién de dicho gas tiene un comportamiento muy parecido. Se cuenta con

una frecuencia fundamental c

fl = Z/ (6)

siendo c la velocidad del sonido en ese gas, que es acompafiada por sus mdltiplos f, = nfi,
n > 1, presentes en la descomposiciéon de cualquier sonido.

Como se ve, el comportamiento de los instrumentos de cuerda y viento es a grandes rasgos
bastante similar. Sin embargo la familia de percusién tiene caracteristicas diferentes. Se puede
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acudir a monografias de organologia o de actistica musical para analizar mds detalladamente
el complejo andlisis del tambor, la campana o el xil6fono. Por ejemplo, la vibracién de un pa-
ralelepipedo sélido (en particular, las ldminas de un xil6fono sencillo) contiene una frecuencia
fundamental f; y los siguientes primeros armoénicos

fz ~ 2, 75f1, f3 >~ 5,40f1, f4 >~ 8,93f1, f5 >~ 13,34:f1,. .. (7)

El lector interesado puede encontrard un excelente manual sobre la fisica de los instrumentos
musicales en [5].

2.4. El oido humano

La audicién, aunque fue uno de los primeros sentidos en ser entendido en profundidad,
no es en absoluto sencillo. No se pretende entrar aqui en detalles especializados, aunque si es
interesante ver cémo opera el oido interno al enfrentarse con un estimulo complejo compuesto
de varios sonidos de frecuencias distintas.

Las vibraciones moduladas por los huesecillos del oido interno, llegan por medio de estribo
a la hacer vibrar el liquido que bafia el interior del caracol. Podemos ver el caracol como un tu-
bo de tres pisos enrollado sobre si mismo. En el piso central se encuentra el llamado érgano de
Corti, verdadero aparato sensor auditivo, formado células ciliadas sensibles al movimiento del
liquido que les rodea. La perturbacién producida por el estribo viaja por el conducto superior
y se ve forzado, debido a la forma curvada del caracol a traspasar el piso central y llegar asi
al piso inferior. Este “cambio de piso” estimula a algunas células ciliadas que, a su vez, estdn
comunicadas con el cerebro. Sin embargo, cada frecuencia realiza este estimulo en un sitio de-
terminado de la longitud del caracol. Es decir, el oido interno realiza una descomposicién en
frecuencias elementales dentro del espectro auditivo del mismo. A “grosso modo”, el caracol
es capaz de realizar una andlisis de Fourier del estimulo auditivo que recibe. Por tanto, nuestra
percepcién auditiva es sensible al espectro de frecuencias de los sonidos que recibe como, por
ejemplo, el espectro de un sonido musical de los estudiados en el epigrafe anterior.

3. Algunas pinceladas histéricas de la consonancia musical

Es ingente la cantidad de trabajos y teorias alrededor de la armonia y la consonancia musical.
Damos a continuacién tres brevisimas pinceladas de algunos momentos de relevancia en dicho
desarrollo desde un punto de vista matematico.

La construccion de la escala de 7 notas a partir de la tercera pitagdrica forma parte de una
entera concepcién musical basada en los ntimeros naturales. La escuela de Pitdgoras concedia al
miimero un valor de marcado cardcter ontolégico en el cosmos. El nimero, como origen de toda
explicacién del mundo, era también la pieza fundamental de la perfecta composiciéon musical
y de las reglas que determinan el cardcter consonante y disonante de varios sonidos coinciden-
tes. Si bien se exploraban todas las familias de instrumentos, la tradicién pitagdrica escribia sus
conclusiones generalmente por medio de experimentos de instrumentos de cuerda y de vien-
to. Asi, con dos cuerdas tensas de la misma tensién, la ley pitagérica de los ntimeros sencillos
afirma que el sonido simultdneo de ambas resulta agradable (consonante) si las longitudes de
las cuerdas estan relacionadas por niimeros naturales pequefios. Por ejemplo, una cuerda de
longitud L y otra de longitud L’ = L/2 suenan perfectamente consonantes. En efecto, las fre-
cuencias fundamentales (véase (5)) son una el doble de la otra, es decir, el intervalo definido
por ambas frecuencias es exactamente una octava. Si L’ = 2L/3 o L’ = L/3 estamos tratando
con sonidos separados por una quinta o por una quinta mas una octava. En el caso L' = 3L/4
tenemos la llamada cuarta (un intervalo de cuatro notas). Heredera de la cultura helénica, en la
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musica occidental medieval (en particular, en la polifonia inicial, aproximadamente entre el 900
y €1 1.300 d.C.) se consideraban consonantes tinicamente los intervalos octava (2:1), quinta (3:2),
cuarta (4:3), octava mds quinta (3:1), octava mas cuarta (8:3) y doble octava (4:1). Este conjunto
de consonancias es aumentado con las terceras (4:5) y las sextas (3:5) en el contrapunto.

Galileo y Mersenne dan un primer avance matematico a la relacién entre frecuencias, con-
sonancia y la ley de los nimeros pequefios de Pitdgoras. En concreto Galileo afirma, dentro
de su concepcién matematizante de la Naturaleza, que si dos notas tienen sus frecuencias rela-
cionadas por un entero pequerio, la onda resultante presentard una regularidad o simetrfa no
presente para otras razones mds complejas y tendrd, por tanto, mas armonia. Es sin embargo
Rameau quien primero pensé en la escala musical a partir de consideraciones vibracionales.

De cualquier manera hay que esperar al descubrimiento de la estructura de los arménicos
(5) y (6) para poder elaborar teorias mas elaboradas. En el siglo XIX, Helmholtz explota esa idea
en dos direcciones. Primeramente, partiendo de la identidad trigonométrica

sen f] +sen f, = 2sen (#) cos (J%) /

tenemos que el sonido resultante de la suma de dos frecuencias f; y f, tiene dos comporta-
mientos peridédicos acoplados, con frecuencias respecticas la semisuma y la semidiferencia de
f1 Y f2. Sinos centramos en la segunda, y atendiendo a la sensacién del oido humano, ésta
provoca unos pulsos lentos cuando f; o f, son préximos. Helmoltz afirmaba que alrededor de
una diferencia de 30 6 40 Hz se tenia la maxima sensacién de desasosiego. A partir de ahi, esta
sensacion desaparece y se recupera la consonancia. En segundo lugar, Helmholtz aplicaba esta
idea a las relaciones entre los distintos arménicos del instrumento con el que se tocase las co-
rrespondientes notas. De esta manera Helmholtz trazé unas curvas de “aspereza” que presenta
unos minimos precisamente en las notas construidas de la forma pitagérica.

4. Lateoria de Plomp y Levelt

Parece ser que fueron los americanos Plomp y Levelt (véase [4]) quienes elaboraron el primer
andlisis experimental de consonancia y disonancia de ondas sinusoidales puras. A los sujetos
del experimento se les hacia oir sonidos puros a distintas relaciones de frecuencias quienes
tenfan que ademads valorar el grado de consonancia y disonancia. Los datos asi obtenidos pro-
mediados proporcionaron una curva similar a la siguiente

e
0.81
0.61
0.41

0.21
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en donde el eje de ordenadas va de 0 (consonancia total) a 1 (disonancia total) y el de abscisas
parametriza la razon entre las frecuencias f y f’ confrontadas, es decir f' = xf. Esta aportacion
esta relacionada con la idea de banda critica, es decir la minima banda de frecuencias alrededor
de una frecuencia determinada que activan la misma zona de la membrana basilar en el caracol
del oido. Podemos dar varias funciones que definan una grafica con un perfil similar al anterior.
Por ejemplo, en [1] se opta por la funcién

d(x) = a|x| e b1, 8)

en donde 4,b son constantes a ajustar y ademds asumimos un rango de frecuencias superior
a 500 Hz para poder aplicar las relaciones de frecuencias por razones y no por diferencias. En
el caso de trabajarse en un rango de frecuencias bajo, la funcién seria similar, pero la variable
x asumiria el papel de diferencia de notas confrontadas. En el caso de Sethares (véase [6])) la
funcion es

d(x) = e ™ —e7 %,
de nuevo a, b son constantes a ajustar empiricamente.

De cualquier manera, como se puede ver, en esta curva no hay vestigio de las consonancias
o disonancias de la construccién pitagérica. Parece que el oido humano (principalmente por
el tipo de andlisis de Fourier que elabora el 6érgano de Corti en el caracol), experimenta una
sensacién desagradable a cierto rango de frecuencias cercanas, mientras que fuera de ese ran-
go (fuera ya de la banda critica), cualquier par de frecuencias suena “bien”. Sin embargo, los
instrumentos emiten sonidos compuestos por arménicos, tal y como vimos en §2.3. En la linea
sugerida por Hemlholtz, el trabajo de Plomp y Levelt analiz6 ademads el grado de consonancia
o disonancia total de dos notas de un instrumento de viento o de cuerda sumando el valor de
la funcién D(x) en distintos armonicos de los sonidos confrontados. Es decir, se considera la
funcién
= n
D(x)= Y vav,d (—,x)
nn'=1 n
que estudia la disonancia de dos notas de frecuencias fy y f = xfp, junto con todos sus armé-
nicos, en donde v, es la amplitud (relativa) del n-ésimo armoénico. Por simplicidad se puede
limitar la suma a los primeros 6 armoénicos y considerar, como se comenté en §2.3, que la inten-
sidad relativa es p, = 0’7", por lo que aproximadamente v, = 0'84", para todo 7. En ese caso se
obtiene la gréfica

0.04
0.034

0.021

0.011

X

En ella observamos: que la consonancia es méaxima (la gréafica tiene minimo absoluto) pa-
ra x = 2, es decir, notas separadas una octava. El siguiente valor de consonancia maxima (el
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siguiente minimo de la grafica) se da para x = 3/2, es decir, para una quinta pitagorica. Los
siguientes minimos locales (ordenados de mayor a menor consosnancia) estdn ubicados en los
valores x = 4/3 (una cuarta), x = 5/4 (una tercera mayor), x = 6/5 (tercera menor) y x = 5/3
(una sexta). Se recuperan los valores cldsicos de la consonancia polifénica.

Imaginemos ahora, por ejemplo, que se trabaja con un xiléfono simple. Si repetimos el mis-
mo proceso, pero con las frecuencias dadas en (7), entonces la curva presenta una distribucién
de minimos distinta a la de Plomp y Levelt como se ve a continuacién (en una imagen de [6]
cedida por el autor).

Tercer Escala de 12 pasos
ercera

Mayor Quinta Octava 1
| |

Disonancia

14 157 1.79 2.09 2.47 3.01 3.45
1.26 149 1.65 1.96 227 2.76 3.24 4.07

Razon de frecuencias

En este punto es interesante preguntarse como serfa la musica occidental hoy en dia si Pité-
goras hubiera estado sumergido en una cultura de percusién en vez del sustrato de mediterra-
neo de cuerda y viento en el que vivié.

El espectacular desarrollo de la musica electrénica en el segundo tercio del siglo XX permitié
realizar interesantes construcciones a partir de estas ideas. En particular, con un sintetizador, se
puede emitir sonidos formados por una frecuencia fundamental y una distribucién de armoéni-
cos f, de valores arbitrarios. De esa manera, el compositor puede tener control de los valores
para los que se tiene los intervalos de méxima consonancia. Por ejemplo, si se construye un
sonido de arménicos

fr= 25/4f1, fa = 28/4f1/ fa= 210/4f1, f5 = 211/4f1/ fo = 212/4f1/

(construccién de Pierce, 1966) se tiene una grafica de consonancia de tal manera que cualquier
par de notas de la escala de temperamento igual (equiespaciadas en la circunferencia) suenen
consonantes. En efecto, cuando dos notas de esta escala suenan con los anteriores armonicos, lo
que sucede es que estos armonicos o bien coinciden o bien estdn separados lo suficientemente
en la banda critica. Esta y otras mucha otras construcciones han permitido crear una nueva
concepcién de la composicién musical dotada de un notable peso matematico (xentfonalidad,
xenomifsica y muchas otras). Para algunas reflexiones, véase [2] y [6].

5. Consonancia de tres notas

Para terminar, vamos a generalizar la construcciéon de Plomp y Levelt para el caso en el que
se confrontan tres notas de instrumento de cuerda (o de viento) simultdneamente. Utilizando
de nuevo la funcion d(x) dada en (8) se considera la funcién de dos variables

> NnyXx nsy nox
D = d|— d|—= d|——
= B (st () ot (52 vt (325 ).
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en donde se confronta una nota fija f; con las notas f, = xf1y f3 = yfi,conx > 0,y > 0. De
nuevo vy, es laamplitud relativa del n;-arménico de f; y que por comodidad consideramos igual
a 0'84"i. Con un programa de célculo cientifico se puede obtener la gréfica de dicha funcién, en
donde la perspectiva se ha elegido de forma vertical, es decir, se observa la gréfica desde el eje Z
en proyeccion ortogonal sobre la region [1,2] x [1,2] del plano XY. Los efectos de sobra ayudan
ademas a percibir mejor los minimos de la misma:

Se observa lo siguiente. Por una parte la gréfica es obviamente simétrica respecto de la recta
x = y por lo que podemos restringirnos al caso x > y. Ademas, la informacién de la grafica
sobre los bordes no es relevante, pues en los mismos dos de las tres notas son iguales por lo que
no se estudia una verdadera confrontacién de tres tonalidades diferentes. La gréfica tiene lineas
de minimos uniendo valores de la escala pitagorica ubicados en el segmento [1,2] dela X y de
la Y. En particular, son especialmente notables los siguientes minimos: El obtenido al cruzar las
lineas x = 3/2, y = 5/4, es decir, el punto que corresponde con la relacion (1 : 5/4 : 3/2) que
es exactamente el acorde mayor pitagorico (por ejemplo, el acorde de Do mayor Do+Mi+Sol).
Y el obtenido al cruzar las lineas x = 5/3, y = 5/4, es decir, el punto que corresponde con la
relacion (1 :5/4 : 5/3) que es exactamente el acorde menor pitagérico (por ejemplo, el acorde
de La menor La+Do+Mi).
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