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El uso de software dinamico en el estudio
de problemas geométricos de variacion
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Resumen: En este trabajo se abordan dos problemas geométricos de variacion
de notable importancia histérica: el Problema de Fagnano, relacionado con el
perimetro de un triangulo inscrito en un triangulo acutangulo dado; y el Problema
del punto de Fermat, relacionado con la suma de distancias de un punto interior
a los vertices de un triangulo. Ambos involucran nociones fundamentales del
curriculum escolar y un proceso de variacion. Mediante una regla graduada
o un software dinamico, como el Cabri géomeétre, se puede visualizar que, si
varian los puntos de referencia, cambian el perimetro del tridngulo inscrito y la
suma de distancias a los vértices, la existencia de valores minimos para esas va-
riables corresponde a la solucion de los problemas. Aqui se analiza el proceso
de solucion con distintos acercamientos y aplicaciones heuristicas, se destaca la
potencia del uso del software dinamico vy se da la argumentacion geométrica que
justifica la solucion.

Palabras clave: resolucion de problemas, variacion, optimizacion, heuristica,
simetria.

The use of dynamic software in the study of geometric problems of variance
Abstract: The present paper discusses two problems of geometric variation of
remarkable historical importance: Fagnano’s Problem, that relates to the perim-
eter of a triangle inscribed in a given acute triangle; and the Fermat's point
Problem, that’s relates the sum of distances from inner point to three vertex of a
given acute triangle. Both problems involve fundamentals notions of the school
curriculum and a variation process. Using a ruler or a dynamic software such
as Cabri Geometry, you can see that if multiple reference points, the perimeter
of the inscribed triangle and the sum of distances to the vertices change, the
existence of minimum values for these variables corresponds to the solution
of problems. Here we analyze the process of solution with different heuristic
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approaches and applications, highlishting the potential use of dynamic software
and giving the geometric argument that justifies the solution.
Keywords: problem solving, variation, optimization, heuristic, symmetry.

INTRODUCCION

Las matematicas ocupan una parte importante del curriculum escolar en los dife-
rentes sistemas educativos. La mayoria de las personas que acudieron a la escuela,
hayan terminado o no una carrera profesional, tuvieron la necesidad de estudiar
varios temas de matematicas en las distintas materias o asignaturas que aparecen,
practicamente, en todos los grados escolares de los niveles basicos y medio
superior; en el nivel superior solo unas cuantas carreras las excluyen de su plan
de estudios. Entre las asignaturas de las matematicas basicas se encuentra la
geometria, la cual empieza a estudiarse desde la primaria y contribuye con varios
de los contenidos fundamentales del curriculum escolar: figuras geomeétricas v sus
propiedades, proporcionalidad, semejanza, entre otros; éstos aparecen explicita o
implicitamente en los programas de estudio de diferentes asignaturas. Es decir,
en el ambito educativo se reconoce la importancia del caracter formativo que
proporciona el estudio de la geometria.

La nocion de variacion, una de las mas importantes en el curriculum escolar,
por lo regular aparece asociada con diversos contenidos matematicos desde los
estudios elementales, por ejemplo, en el estudio de las funciones; en las suce-
siones numeéricas; su inclusion en el célculo conforma lo que se llama la mate-
matica del cambio. En geometria también existen problemas geométricos de
variacion que pueden tener distintas formas de solucion, pero el acercamiento
geométrico es poderoso y, en ocasiones, simple.

Algunas de las preguntas que guian el desarrollo del presente trabajo son: {Qué
aspectos del quehacer matematico intervienen en la resolucion de determinado
tipo de problemas? ¢Cémo contribuye el uso del software dindmico en el enten-
dimiento y solucion de problemas geométricos de variacion? Aqui se analizan dos
problemas geométricos de variacion de gran importancia historica que suelen
estudiarse en cursos de Geometria Moderna en las escuelas de ciencias, los cua-
les pueden ser catalogados como no rutinarios: el Problema de Fagnano vy el
Problema del punto de Fermat (Coxeter, 1971, pp. 44-45). Cuando los estudiantes
abordan por primera vez este tipo de problemas, es com(n observar dificulta-
des para su entendimiento y como atacarlos. Por ello, aqui se analizan posibles
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formas de solucion y se destacan la aplicacion de estrategias heuristicas v el uso de
recursos matematicos para su solucion; ademas, se incorpora el software dina-
mico como un medio que puede ayudar a los estudiantes para el entendimiento
vy la solucion. Esperamos que la manera en que presentamos estos problemas sea
de utilidad para los lectores.

CONSIDERACIONES TEORICAS

La funcion formativa de la geometria ha sido esencial en el desarrollo personal de
profesores, profesionales de la educacion matematica, estudiantes y, en general,
de toda persona educada, pues presenta valores insustituibles que Thom (1973)
resume en tres puntos: 1) La geometria proporciona distintos puntos de vista
en todas las reas de las matematicas y otras ciencias. 2) Las interpretaciones
geometricas proporcionan visiones directoras del entendimiento intuitivo y per-
miten avanzar en la mayoria de las areas de las matematicas. 3) Las técnicas
geométricas proporcionan herramientas eficaces para resolver problemas en casi
todas las areas de las matematicas.

Ademés, existe el reconocimiento de que la formacion matemética de los estu-
diantes se robustece cada vez que éstos se involucran en procesos de resolucion
de problemas (Polya, 1945; NcT™, 2000; Santos, 2007). La resolucion de proble-
mas es la linea de trabajo que mayor progreso ha traido a la educacion matema-
tica y, si bien es cierto que el desarrollo de las matematicas se debe, en buena
medida, a la resolucion de los problemas que matematicos y otros cientificos se
han planteado a lo largo de la historia, no es sino hasta los trabajos de George
Polva, en 1945, con su método para resolver problemas, que esta actividad
comienza a considerarse importante en la educacion matematica.

Apenas en la década de 1970 empez6 a reconocerse ampliamente el trabajo
de Polva, quien argumenta que en la resoluciéon de problemas intervienen los
procesos heuristicos, el monitoreo y control que se desarrolla como consecuencia
de la reflexion y el uso de recursos matematicos. Las acciones fisicas o mentales
que contribuyen a encontrar pistas o ideas que ayudan a resolver los problemas
fueron identificadas por Polya como heuristicas; algunas veces son trazos, toma
de valores extremos, aplicacion de resultados conocidos, comparaciones, visuali-
zaciones, descarte de posibilidades, etcétera.

El Ne™ (2000, pp. 18-19) destaca la importancia de considerar la resolucion
de problemas como el eje central de ensenanza de las matematicas y se pro-
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mueve el desarrollo de estudios e investigaciones relacionados con la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas. Se afirma que la resolucion de problemas es
una actividad fundamental que los estudiantes deben realizar de manera indivi-
dual y colectiva, pues propicia un ambiente para lograr un aprendizaje significa-
tivo que implica la intervencion de otros procesos de pensamiento, como son la
btsqueda de conexiones, el empleo de distintas representaciones, la necesidad
de justificar los pasos dados en la solucion de un problema v comunicar los
resultados obtenidos.

Schoenfeld (1992) identifica las caracteristicas propias del pensamiento ma-
tematico con las acciones tipicas que realiza un matematico cuando se encuen-
tra resolviendo problemas, las cuales son: tomar casos particulares, descubrir
patrones y relaciones, plantear conjeturas, hacer generalizaciones v justificar
resultados. Asi, para este investigador, el reto en la instruccion matematica es
generar condiciones de aprendizaje en las que los estudiantes tengan oportunidad
de realizar este tipo de practicas (p. 345).

Diversas propuestas curriculares (NcT™, 2000; SEP, 2006) plantean como aspi-
racion central que los estudiantes desarrollen los distintos tipos de razonamiento
matematico a lo largo del curriculum escolar; entre ellos, el razonamiento geo-
meétrico. La geometria estd inmersa en el mundo fisico, el sujeto empieza a
aprenderla, incluso, antes de la educacion escolar, sus nociones se desarrollan
inicialmente a traves de los sentidos (el tacto, la vista) que le permiten distinguir
formas, hacer clasificaciones vy, posteriormente, con la aparicion del lenguaje,
hacer descripciones y deducciones de objetos y proposiciones matematicas, aspec-
tos que forman parte de los elementos basicos del razonamiento geomeétrico. La
geometria es “el lugar” del curriculo donde los estudiantes pueden aprender e
iniciarse en la estructura axiomatica de las matematicas.

Ademas, el uso de la tecnologia resulta cada vez mas relevante en la ensenan-
za y el aprendizaje de las matematicas; en particular de problemas de variacion.
La incorporacion de la computadora, con software dindmico (Cabri géomeétre, por
ejemplo) como herramienta de estudio, permite que la atencion del estudiante
se centre en los procesos de razonamiento, de reflexion y de resolucion de pro-
blemas, donde pueden aflorar ciertos modos de pensar que de otra manera seria
dificil observar (Santos, 2007). En la actualidad, se considera que el uso de la
tecnologia puede ayudar a entender los problemas de variacion.

Finalmente, un aspecto central en el estudio y aprendizaje de las matema-
ticas es el desarrollo de la visualizacion, proceso asociado a la “formacion” de
imagenes v a su uso para el entendimiento y descubrimiento matematico. Esta
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formacion de imagenes puede ser producida por un acto mental (imaginarla),
o mediante el uso de lapiz y papel, o con tecnologia. En este sentido, Presmeg
(2006, pp. 205-235) realiza investigaciones sobre la visualizacion e imaginacion
espacial y aborda el papel de la mediacion de los procesos visuales en matemati-
cas de la escuela secundaria; hace una revision historica sobre el uso y evolucion de
este tema y sugiere que la construccion de imagenes mentales en los estudiantes
puede tomar mas tiempo que el requerido en los aspectos analiticos.

PRESENTACION DE LOS PROBLEMAS Y FORMAS DE SOLUCION
INTRODUCCION

El matematico italiano Toshi di Fagnano (1715-1797) planted un problema
geometrico que involucra la nocion de variacion, conocido como Problema de
Fagnano. Su solucion depende, basicamente, de una de las estrategias heuristi-
cas mas utilizadas en la resolucion de problemas geomeétricos, la simetria; y de
la aplicacion del teorema de la desigualdad del triangulo.

PROBLEMA DE FAGNANO

Dado un triangulo acutangulo ABC, inscribir un triangulo PQR cuyo perimetro
sea el mas pequeiio posible (Coxeter, 1971, p. 44).

Acercamiento por ensayo y error

Para el triangulo acutangulo ABC, inscribamos un APQR en el AABC. Con
ayuda de algtin software como el Cabri géometre, podemos medir el perimetro
del APQR. La figura 1 muestra valores del perimetro para tridngulos particulares,
incluido el de menor perimetro posible.

Los casos anteriores nos conducen a entender que, en efecto, se trata de un
problema de variacion y que, para diferentes posiciones de P, Qv R, en la mayo-
ria de los casos tendremos perimetros distintos. Sin embargo, este acercamiento
puede resultar demasiado laborioso para llegar a la solucion, pues tendriamos
que considerarse tres casos: i) mantener fijos Q v R para localizar la posicion
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Figura 1. Perimetro del triangulo inscrito para casos particulares

A A A

A
z

B P C B p cC B P C
Perimetro del APQR 894 ¢m Perimetro del APQR 9.23 ¢cm Perimetro del APQR 6.5 ¢m

de P donde haya un valor minimo; ii) luego mantener fijos el P encontrado y Q
para localizar R que dé el valor minimo; vy iii) mantener fijos los dos puntos
encontrados P v R para localizar Q donde el valor sea minimo. Nuevamente,
la perseverancia y paciencia seran claves para aproximarse a la solucion. Asi, la
exploracion con lapiz v papel pronto nos parecera cansada y tediosa; el uso del
software dinamico nos ayudara a visualizar un mayor nimero de casos vy, entre
ellos, encontrar el triangulo de perimetro minimo.

Hasta aqui, la estrategia heuristica utilizada fue tomar casos particulares; y
el uso de recursos matematicos consistio en medir y sumar distancias entre dos
puntos.

Solucién geométrica

Veamos de manera general como encontrar el triangulo de perimetro minimo,
inscrito en un tridngulo acutangulo.

Sea el AABC es el triangulo acutangulo dado, inscribamos cualquier APQR.
Utilicemos la simetria de un punto respecto a una recta; sean 'y P” los simé-
tricos de P respecto a AC'y AB, respectivamente. Unimos P’ con Qv P con R,
como en la figura 3.

Por ser Py P’ simétricos respecto a AC (figura 3), entonces:

PQ = P'Q, y también AP = AP,
por la misma razon: RP = RP"” y también AP = AP".

Entonces: PQ+ QR+ RP=PQ+ QR+ RP",
y tambieén: AP = AP”.
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Figura 2. Perimetro de APOR: P"R + RQ + QP P""'y P’ simétricos respecto a ABy AC
A

B P C

Por lo que P'Q + QR + RP" es el perimetro del APQR. Teniendo en cuenta
que P'Q + QR + RP” es una manera de ir de P' a P”, dicha longitud es mini-
ma cuando PP es un segmento (figura 3). Por lo que, de todos los triangulos
inscritos posibles, el tridngulo de menor perimetro lo obtenemos cuando Ry Q
estan sobre la linea recta P'P".

Aun mas, de la figura 2 tenemos que ZP"AP' = 2£BAC, es decir, ZP"AF' es
constante. Entonces la base del triangulo isosceles P”AP" es minima cuando los
lados P"A 'y AP" sean minimos, esto pasa cuando AP tiene longitud minima, lo
cual ocurre cuando AP es perpendicular a BC; es decir, cuando AP es la altura
del AABC.

Pero bien pudimos haber empezado con B o C, en vez de con A; en esos
casos, hubiésemos obtenido que BQ v CR son alturas del AABC desde By C,
respectivamente (figura 3). Este triangulo inscrito, que tiene por vértices los pies
de las alturas, se llama triangulo ortico o triangulo pedal.

Visualizacion con el software dindmico

Con ayuda de Cabri, se puede construir la grafica del perimetro del APQR en
funcion de la distancia BP, por ejemplo. La figura 3 muestra la variacion del
perimetro del APOQR al mover los vértices P, (0 y R. El punto minimo de la curva
corresponde al valor minimo posible para el perimetro del APQR inscrito en el
triangulo acutangulo AABC.
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Figura 3. El triangulo pedal es el de menor perimetro; grafica obtenida con Cabri

AY

(092, 6.50)

Perimetro del triangulo PDR = 6.50 cm 2
BP =092 cm

V=<

El perimetro minimo del APQR es 6.5 ¢cm; ocurre cuando P, Q v P’ alineados

PROBLEMA DEL PUNTO DE FERMAT
Introduccién

Se dice que en cierta ocasion Fermat (1601-1665), Principe de los aficionados,
retd al matematico italiano Evangelista Torricelli (1608-1647), discipulo de Galileo,
con el siguiente problema: “Dadas tres ciudades representadas por los puntos A, B
v C, unirlas por una red de carreteras de modo que sea de longitud minima”. El
punto P del que parte la red minima hacia A, By C se conoce como Punto de
Fermat. El estudio de este problema incluye el desarrollo de importantes ideas
matematicas vy temas de geometria.

Con una simple regla graduada, se puede ver que, si varia P, la suma de
distancias de Pa A, By C también varia; un acercamiento formal permite ubicar
cotas para la suma inferior y superior; posteriormente, se demuestra la existencia
del punto P que minimiza la suma.
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Problema del punto de Fermat

Dado un triangulo acutangulo ABC, localizar el punto interior P cuya suma de
distancias a los veértices A, By C sea la mds pequeria posible (Coxeter, 1971,
p. 45).

Acercamiento por toma de casos particulares

Dado el tridngulo acutangulo ABC, consideremos un punto interior arbitrario P,
tracemos los segsmentos AP, BPy CP (fisura 4). Con ayuda de Cabri géométre,
podemos obtener el valor de la suma d = AP + BP + CP'y ver que, si variamos
P, el resultado de la suma d también varia. Podemos plantearnos las siguientes
preguntas: ¢realmente existe d minima?; si existe, ¢cdonde se ubica BP?, écuanto
vale ZBPC en d minima?, etcétera.

Figura 4. Problema del punto de Fermat; y trazos para acotar superiormente la suma

A

Acotamiento de la suma de distancias

Es posible acotar d y concluir que, para cualquier punto P, d esta entre el semi-
perimetro y el perimetro del triangulo ABC: es decir:

ABEBCHCA _ pp+BP+CP < AB+BC+CA

La primera desigualdad es inmediata; se obtiene al aplicar el teorema de la
desisualdad del triangulo a los triangulos: ABP, BCPy CAP (figura 4, izquierda),
lo que nos da
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AB < AP+ BP. BC < BP+ CP CA < CP+ AP sumando

(—AB+BC+CA)<AP+BP+CP.

Para probar la segunda desigualdad, realizamos los siguientes trazos: prolon-
ouemos AP, BPy CP hasta cortar los lados BC, CA'y AB en los puntos [, My
N (figura 4, derecha).

En AABL v ALCP tenemos: AP+ PL < AB+ BLy CP< PL + LC;
sumando y simplificando
tenemos AP+ CP < AB + BC. (A)
En ABCM y AMAP tenemos: BP+ PM < BC+ CMy AP < PM + MA,
sumando y simplificando
tenemos BP + AP < BC + CA. (B)
En ACAN y ANBP tenemos: CP+PN<CA+ ANy BP < PN+ NBE;
sumando y simplificando
tenemos CP+ BP < CA+ AB €)

De manera que, al sumar (A), (B) y (C), se obtiene la sesunda desigualdad:
AP+ BP+ CP < AB + BC + CA.

Veamos ahora como es que se obtiene el punto P que minimiza la suma
AP+ BP + CP.
Soluciéon geométrica
Considerando los triangulos APB, BPC y APC (fisura 5a), la rotacion de uno de
estos tridngulos constituye la estrategia heuristica (poco usual) para resolver el
problema. Rotamos el AAPB un angulo de 60° alrededor de B y obtenemos el

AC'P'B (figura 5b); los triangulos ABC'y PBP' son equilateros).

Tenemos que: AP+ BP+ CP=CP + PP+ PC
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Figura 5. Heuristica y trazos que resuelven el problema

C A

a)

b) 0

El segundo miembro de esta igualdad es una manera de ir de C" a C (puntos
fijos), la cual es minima cuando C’, P' Py C estan alineados (figura 5¢). En este caso:

Z/BPC=180° — £ZBPP = 120°,y ZAPB = ZC'P'B=180° — ZPP'B = 120°,
por lo que:
ZAPC = 120° va que ZAPC = 360° — 240°.

Asi, el punto deseado P, para el cual AP+ BP + CP es minima, es el punto
desde el cual cada uno de los lados AB, BC y CA subtienden un angulo de 120°.

Es facil ver que este punto es la interseccion de la linea CC"y el circuncirculo
del triangulo ABC’ (figura 6), ya que si llamamos X a dicho punto de interseccion
y trazamos las cuerdas AXy BC, como C'X'y AB son diagonales del cuadrilatero
AXBC', entonces:

LAXC' = ZABC' = 60°% LAXC" = LABC" = 60°.
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Figura 6. Obtencion del punto P que minimiza la suma

Por lo que el punto X debe ser el punto P, pues como va se dijo, éste debe
subtender al lado AB un angulo de 120°. Aqui se utilizd6 una de las estrategias
heuristicas més dificiles de anticipar y visualizar su aplicacion: la rotacion.

Visualizacién con Cabri géométre

Con este software dinamico, podemos obtener la grafica del lugar geométrico
correspondiente a la suma, en funcion de BP, por ejemplo. La figura 7 muestra
la grafica proporcionada por Cabri cuando P se mueve sobre CC". En ella debe-
mos considerar que el software esta dando los valores de la suma de distancias
a los vertices del triangulo, para valores positivos y negativos de BP, de ahi la
duplicacion de imagenes en la grafica.

Otra forma geométrica de obtener P

Ademas del triangulo equilatero ABC', construido sobre AB, podemos trazar los
triangulos equilateros BCA' sobre BC'y CAB' sobre CA (fisura 9) y luego dibujar
los segmentos AA’, BB'y CC'. Se puede probar facilmente, mediante la aplica-
cion del criterio de congruencia de triangulos LAL, que estos tres segmentos
son iguales y concurren en P, aplicando la arsumentacion dada en la estrategia
heuristica de la rotacion de 60°.
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Figura 7. Lugar geométrico obtenido con Cabri cuando P se mueve sobre C'C

Ay

""" (1.59. 6.94)

BP =159 cm
AP + BP 4+ CP = 6.94 cm

\J

V=<

Figura 8. Lugar geométrico cuando el dngulo obtuso (BAC) es de 120°

A)Y
c P s 7(335:7.10)
A § CP +PP+PC=710cm
P BP =335 cm
' Angulo BAC = 120°
B C
1, y

Este problema va habia sido abordado por el matematico Pedoe (1957, citado
por Coxeter, 1971, p. 45), quien encontro que el AABC puede no asumirse como
acutangulo. La figura 8 muestra la grafica, hecha con Cabri, de AP + BP + CP
en funcion de BP, cuando el angulo en A es de 120°. Si AABC posee un angulo
de medida mayor o igual que 120°, la solucién es méas elaborada, pero puede
demostrarse que P coincide con el vértice del angulo mayor; Cabri permite visua-
lizar que, efectivamente, asf es (fisura 10). Analicemos esta situacion.
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Figura 9. Forma alternativa de obtener P

Proposicion. Si se tiene un triangulo con un angulo de medida mayor o igual
que 120° entonces el punto P. que hace minima la suma de distancias de P a
los vértices del triangulo, coincide con el vértice del angulo mayor.

Demostracion. Dados el AABC con ZABC =y =120° y un punto P en el
plano, queremos probar que: AB + BC < AP+ BP + CP.

Llamemos o= LABPyB = ZCBP.

Tenemos tres casos: 1) Pesta en el interior de ZABC =+. 2) Pesta en el inte-
rior del angulo adyacente a y. 3) P esta en el interior del angulo opuesto a .

Caso 1. P esta en el interior del angulo ZABC =y (figura 10).

Tenemos que ZABP + ZCBP = o + = v. Se Trazan las perpendiculares
desde P hasta ABy BC, siendo 'y G sus intersecciones respectivas. Entonces

fFB=x=BP cos a
} 0

BG =y =BP cos

Como: AB:AF”}: AB+BC = AF+GC+ x+y )

BC=GC+y

De las relaciones (1):

X+ y = BP cos a+ BP cos B(cos 0.+ cos [5)
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Figura 10. P estd en el interior de LABC =y

A P

=2BP cos(a—ﬂg))cos(a_ﬁ)
2 2

<2BP cos60°cos(a;[3) — BPCOS(O‘;B) —Bp

_l’_
va que 120° =y = 180°, a + B = vy; como 60°§aTBs90°, entonces

cos OLTJFB = 0s60° — % . Ademés, —1=cos @ ; B

=1.
Sustituyendo en (2) la relacion x + y < BP
AB+ BC=AF+ GC+x+y=AF+ GC+ BP
Finalmente, como los triangulos AFPy CGP son rectangulos, los catetos AF
v GC son menores que las hipotenusas APy CP, respectivamente. De ahi se
tiene que:

AB+ BC< AP+ BP+ CP

De manera similar se procede en los casos 2y 3.

COMENTARIOS FINALES

Aunque estos problemas corresponden a la Geometria Moderna y suelen con-
siderarse como de dificil acceso para los estudiantes, su solucion depende de
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nociones y teoremas basicos de la Geometria Euclideana, los cuales estan con-
templados en el curriculum de los niveles medio superior y superior.

Es claro que este tipo de problemas permiten resaltar la importancia del estu-
dio de la geometria en la formacion de las personas, descrita por Thom (1973)
v el uso de estrategias heuristicas de Polya (1945). Ademés, el software dinamico
puede contribuir a que el estudiante entienda el problema, desde ver que, efec-
tivamente, se trata de un problema de variacion, hasta situarse en una posicion
en la que tenga acceso a la solucion, fomentando asi el desarrollo de la visuali-
zacion (Presmeg, 2006). Tambien permite ilustrar el desarrollo de la comprension
matematica de los estudiantes al interactuar con los problemas. Es decir, permite
realizar practicas consistentes con el quehacer matematico (Schoenfeld, 1992), lo
que posibilita que los estudiantes construyan su propio conocimiento.

Asi, en el primer problema, el proposito principal es que el estudiante pueda
proporcionar los argumentos geométricos que permiten afirmar que el triangulo
pedal es la solucion. Como una extension en el proceso de aprendizaje de la geo-
metria, que puede quedar para el lector, es équé ocurre cuando tenemos un trian-
oulo ABC obtusangulo? En el Problema del punto de Fermat también pueden
plantearse extensiones ademas de la ya planteada, cuando el triangulo dado no
es agudo, dqué ocurre si en lugar de tener tres ciudades (un triangulo) se tienen
cuatro o mas ciudades?
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