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PROGRAMACION DE TRABAJOSEN UNA MAQUINA UTILIZANDO UN MODEL O DE
PROGRAMACION LINEAL ENTERA

Works programming in one machine uses a model I nteger linear programming

RESUMEN

En el presente articulo se presenta una aplicacion de la Programacion Lineal
Entera en la soluciéon de un problema de programaciéon de un conjunto de
operaciones necesarias para la realizacion de dos trabajos en una sola maquina.
Se inicia con una descripcién general del problema para n trabajos, para
proseguir con la aplicacién del modelo general a un caso de programacion de dos
productos, finalizando con la solucion del problema usando al LINDO como
herramienta informatica. Este trabajo busca mostrar la importancia que posee las
técnicas propias de la investigacion de operaciones en la solucion de problemas y
la toma de decision empresarial.

PALABRAS CLAVES: Investigacion de Operaciones, Modelos Matematicos
Programacion Lineal, Solucion Optima, Toma de decisiones, Variable Auxiliar
binaria.

ABSTRACT

In this paper presents an application of the Integer Linear Programming in
solving a problem of scheduling a series of operations required to perform two
works on a single machine. It begins with an overview of the problem for n
work, to continue implementing the general model to a case of scheduling two
products, ending with a solution to the problem using the computer tool LINDO.
This paper aims to show the importance it holds own techniques of Operations
Research in problem solving and decision-making business.
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Programming, Optimal Solution, decision-making business
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aplicacion de esta técnica a la solucion de un problema

especifico dentro de una instalacion manufacturera.

La Investigacion de Operaciones (IO) es una herramienta
fundamental para la toma de decisiones, el enfoque de
esta ciencia en la solucion de problemas a través de
modelamiento matematico de la situacion, plantea
importantes retos  que deben ser asumidos con
responsabilidad por la industria nacional si desea hacer
un uso mas eficiente de sus escasos recursos, imponiendo
un nuevo panorama competitivo.

La programacion lineal entera, es una de muchas de las
herramientas que proporciona la 10 y que se enfoca a
modelos lineales en los que una o mas variables de
decision estan restringidas al conjunto de los niimeros
enteros. En este articulo se muestra un ejemplo de la
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2. EL PROBLEMA

Considere el caso en el que se deben programar n
trabajos en una sola maquina y cada uno de los n trabajos
esta compuesto de m operaciones, con tiempos de
duracion pi, ademas cada uno de los n trabajos posee una
fecha de entrega d, y tiene asociado una penalizacion por
entrega tardia de t, por cada unidad de tiempo de retrazo.
Finalmente a cada trabajo se asocia una red de
precedencias que representa el orden especifico de las
operaciones para cada uno de ellos. La situacion se
muestra graficamente en la Figural.

El objetivo del problema es determinar las fechas de
inicio de cada una de las operaciones de tal manera que
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se genere la menor penalizacion total por trabajos tardios.
Es necesario tener en cuenta que como se estd
programando en una sola maquina, el modelo no puede
permitir el traslape en el periodo de realizacion de dos
operaciones pues el recurso solo puede realizar una al
tiempo. Por otro lado es indispensable respetar las
relaciones de precedencia sobre las operaciones de cada
uno de los productos, es asi por ejemplo que para el
producto 1 la tarea B no puede ser realizada antes de que
termine la tarea A. Ademas las fechas de entrega de cada
uno de los trabajos generan una restriccion adicional al
modelo.

DD

Figura 1. Red que representa el problema

Andlisis de las restricciones de no traslape entre
operaciones

Sea X la fecha de inicio de la operacion i, el modelo debe
determinar las correspondientes a las mn tareas de tal
manera que la penalizacion total por trabajos tardios sea
minima. Como se observa en la Figura 2, para las tareas i
y j se debe cumplir que:

Xj Pi

X
) :
-

X

—

Figura 2. Condiciones para garantizar ningun traslape
entre dos operaciones programadas consecutivamente.

X 2 Xj + pj (D

Xj > Xxi + pi 2)

Donde la relacion (1) representa que la tarea i se realiza
después de la tarea j y la (2) que la tarea j se realiza
después de la tarea j. El modelo debe de estar en la
capacidad de determinar cual de las dos alternativas
anteriores debe de ser la restriccion activa dejando la otra
como restriccion no activa. Para ello se define la variable
binaria auxiliar yj; que se definira de la siguiente manera:

1 s iantesque |
Yij — L . 3)
0 s |antesquel

Involucrando esta variable dentro de las restricciones (1)
y (2) estas quedaran expresadas de la siguiente manera:

X —X; 2 p; — My, )
p —-Md-vy;) (%)

\2

X, =X,

Donde M representa un nimero muy grande para las
condiciones del problema. Es de importancia definir que
este tipo de restriccion so6lo seria aplicable a aquellas
operaciones que no sean tengan ninguna relacion de
precedencia y que por lo tanto podrian llegar a
programarse simultdneamente.

Andlisisde lasrestricciones de precedencia

Sea X; la fecha de inicio de la tarea i, se debe de cumplir
para cualquier tarea j que sea precedente de i que:

X > X; +p; (6)
Esta restriccion solo debe de ser utilizada para relacionar
aquellas operaciones j que son precedentes directas de

alguna operacion i, puesto que cualquier operacion k
precedente de j quedaria incluida.

Andlisisde lasrestricciones de tiempo de entrega

Sea x; la fecha de inicio de la ultima operacion i del
trabajo o producto k, la restriccién que corresponde a la
fecha de entrega estaria representada por:

X +p, +s =d, ™)

Donde s, representa una variable de desviacion que
permite modelar la diferencia entre la fecha de entrega
del trabajo k y su fecha de terminacion. Esta variable
tiene la caracteristica de no estar restringida en signo,
pues como se observa en la Figura 3, sy > 0 representaria
una terminacion temprana del trabajo, mientras que una
s, < 0 representaria una terminacion tardia del trabajo que
generaria una multa t, por cada dia de retrazo.
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Como la variable sy es no restringida en signo debe de ser
reemplazada por la resta de dos variables restringidas en
signo que no pueden ser consideradas basicas de manera
simultinea  en cualquier solucion del modelo. De
acuerdo a lo anterior la variable s, debera ser
reemplazada en el modelo por:

SkEO

dy

Terminacion
(@)

Sk < 0
T
| |

dy

Terminacion

(b)
Figura No 3. Comportamiento variable de desviacion s

Sy = Sia — S ®)

De tal manera que sy, v S > 0. Debido a que estas
variables son linealmente dependientes, no pueden ser
simultaneamente en cualquier solucion > 0. Lo que
significa que solo una puede tener un valor >0, lo cual
obligaria que la otra tomaria un valor de cero, pudiendo,
si ocurrir que ambas sean iguales a cero. Cuando s, > 0y
sk = 0, se generaria un valor positivo para sy siendo
correspondiente al caso (a) de la Figura 3, mientras que si
Skb > 0 Yy sk, = 0 se obtendria un valor negativo para sy
correspondiendo al caso (b) de la misma figura. Por lo
tanto una expresion final para la restriccion seria:

X + Pi + S — Sw = dy (10)

De la discusion anterior se infiere que la variable de
desviacion que modela los dias de retrazo respecto a la
fecha de entrega corresponde a sy,. Por lo tanto, la
funcién objetivo que representaria la meta de minimizar
las multas por retrasos en la entrega estaria dada por:

min  Z=) 1S, (11)
Por lo tanto el modelo final kpiedaria expresado de la
siguiente manera:

n
min Z= Z:tkskb
k=1

ST

X = X; 2 P, —Myij

Xj =X > P; _M(l_yij)
X;-X; 2P,

J
X + S — S =di = P,
XisSaY Sp€ZY20
y; 001, M esun nimero muy grande

3. EL CASO

Considérese la programacion de trabajo en un taller que
fabrica dos productos finales usando una sola maquina.
Los dos trabajos usan en su realizacion un total de 8
operaciones, cuyas relaciones de precedencia se muestran
en la Figura 4. Las Tablas 1 y 2 proporcionan los datos
basicos del problema. El objetivo es determinar un plan
de produccion que minimice la multa total por entrega
tardia de los dos productos.

Figura 4. Red de precedencia de operaciones.

0 Producto 1

° Producto 2

Operacion Tiempo de duracion (dias)

()
1 5
2 7
3 4
4 3
5 6
6 7
7 5
8 8

Tabla 1. Duracién de operaciones
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Producto Fechas de(gr;trega (dia) Multa $/dia (t)
Kk
1 13 5
2 17 4

Tabla 2. Fechas de entrega y penalizaciones por entrega
tardia.

Planteamiento del modelo

Las variables de decision del modelo corresponden a:

x;, Fecha de inicio de la operaciéoni i=1........ 8

Ska, Variable de desviacién que representa terminacion a
tiempo del trabajok. k=1y?2.

sk, Variable de desviacién que representa terminacion
tardia del trabajok. k=1y?2.

M’ es un niimero muy grande

1 s operacioni antes que |
RN
i 0 s operacion j antes quei

Funcién objetivo:

min Z =35, +4S,,

ST
X =% =27-My,

X2—X125—|\/|(1—y12)
X =X =24-My,
X3—X125—M(1—y13)

X =X 26_My15
X; =% 25-M(1-vY;)
Xl_x627_My16
X6_X125_M(1_y16)
Xl_X828_My18
X8_X125_M(1_y18)
X2—X324—|\/|y23
X3_X227_M(1_y23)
X, = X5 26— My,

Xy =X, 27-=M(1-Y,)
X, = Xg 27— My,
X6_X227_M(1_y26)
Xz_xng_Myzs
Xs_X227_M(l_y28)

1 .
Para este caso el valor de M se fijo en 100 pues representa un
valor suficientemente grande para las condiciones del mercado.

xX3-X, 23-My,,

Xy =% Z4_M(1_y34)
X; = X5 =2 6 — My,
X, =X324-M(1-Yys,)
X; =X, 25— My;,,
X, =% =24-MA-vYy;,)
X, — X5 26—My,,
Xs =%, 23-M(1-y,)
X, =X 2 7=Myyq
Xe = %4 23_M(1_y46)
X=X 28_My48
X = %, 2?’_I\/I(l_y&;)
Xs = X 27_|\/|3/56
Xs =%s 26_M(1_YS6)
Xe =% 2S_MY67

X7 = Xs 27_M(1_y67)
X; — Xy 28— My,

Xg =X, 25=M(1-Yy)
X4 > x1+5

X4>x2+7

X7 2> x4+3

X72>x5+6

X6 >x3+4

X8> x5+6

X8> X6 +7

X7 +sla—slb=28
x8+s2a—s2b=9
X:8aY Sp €2 Y20
y; 001, M esun ndmero muy grande

Una vez reordenado el modelo, por ejemplo, ubicando en
el mismo lado de las desigualdades a todas las variables.
Se obtuvo el siguiente modelo, que fue alimentado en el
LINDO? (software especializado para la solucion de
modelos matematicos de Investigacion de Operaciones):

2 . . . .

LINDO (Linear, Interactive, and Discrete Optimizer) es una
herramienta computacional para resolver modelos de
programacion entera, lineal y cuadratica.
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min 5s1b+4s2b int y46

st int y48

x1-x2+100y12>=7 int y56

x2-x1-100y12>=-95 int y67

x1-x3+100y13>=4 int* y78

x3-x1-100y13>=-95

x1-x5+100y15>=6 La solucion obtenida es:

x5-x1-100y15>=-95
x1-x6+100y16>=7

x6-x1-100y16>=-95 OBJECTIVE FUNCTION UALUE

x1-x8+100y18>=8

x8-x1-100y18>=-95

x2—x3+100yy23>=4 LY UGGol L

’;i:i’g‘;‘l%“gy?;:? URRIABLE UALUE REDUCED COST
x5-x2-100y25>=-93 X1 13.000000 0.000008
X2-x6+100y26>=7 X2 0.008600 8.000008
X6-x2-100y26>=-93 X3 26.800000 8.000008
X2-x8+100y28>=8 X4 18.000000 9.800660
x8-x2-100y28>=-93 5 7.008000 8.0008000
x3-x4+100y34>=3 X6 30.000000 8.000008

x4-x3-100y34>=-96

Bx5+100y355—6 X7 21.066000 9.666000

X5-x3-100y35>=-96 i8 37.000000 8.060060

x3-x7+100y37>=5 bal] 0.000000 g.a00600

x7-x3-100y37>=-96 S1B 13.000000 5.000008

x4-x5+100y45>=6 S2A 8.0000080 g.0000088

X3-x4-100y45>=-97 $2B 28.000000 4.000000

I Y12 0.000000 0.000000

AN 1007488 Y13 1.800800 8.008608

X8-x4-100y48>=-97 V5 0.008008 8.080080

x5-x6+100y56>7 Y16 1.000000 g.000000

x6-x5-100y56>=-94 8 1.000000 g.0000088

x6-x7+100y67>=5 Y23 1.0800000 g.0000080

X7-x6-100y67>=-93 Y25% 1.0800000 0.000000

X;'Xj*llooooﬁgsjjgs ¥26 1.0080000 0.000008

aloms V28 1.800000 9.000008

x4-x2>=7 Y34 B8.0000080 g.000000

XTx4>=3 vas 0.800000 9.800008

x7-x6>=6 Y37 0.000000 g.a00600

x6-x3>=4 Y45 B8.0000080 0.000000

X8-x5>=6 Y46 1.000000 g.0000088

X8-x6>=7 Y48 1.0008000 0.0080060

b Y56 1.000000 0.000000

end Y67 8.0000080 g.0000088

gin® x1 Y78 1.000080 8.000060

gin x2

gin x3

gmn X‘S‘ Segtin el reporte del LINDO, las fechas de inicio de cada
mn x . ’

zin 6 una de las operaciones estan dadas por:

gin x7

g;‘ ’s‘fa Operacién Fecha de entrega (dia)

gin slb 1 13

gin s2a 2 0

gin s2b

intyl2 3 26

int yl3 4 18

intyl5

intyl6 S /

int y18 6 30

int y23

int y25 / 21

int y26 8 37

B zgi Tabla 3. Fechas de inicio de cada una de las operaciones

int y35 )

int y37 En la Figura 4 se observa un grafico de Gant en el que se

int y45 muestran la relacion de operaciones pertenecientes a la

® El comando GIN plantea que la variable correspondiente es de * El comando INT especifica que la variable correspondiente es

naturaleza binaria. de naturaleza entera.
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red de precedencia de tareas del trabajo 1. En esta figura
se puede observar que la diferencia entre el momento de
terminacion del trabajo y el momento en la que se deberia
ser la entrega alcanza los 13 dias lo cual generaria una
penalizacion por entrega tardia de $ 65.

Operacion 1 |:|

Operacion 2 :l

Operacion 4 I:I

Operacion 5 :

Operacién 7 :

Fecha de entrega dia 13

Retardo 13 dias

Figura 4. Grafico de gant para las operaciones del
trabajo 1.

En la Figura 5 se observa un grafico de Gant en el que se
muestran la relaciéon de operaciones pertenecientes a la
red de precedencia de tareas del trabajo 2. En esta figura
se puede observar que la diferencia entre el momento de
terminacion del trabajo y el momento en la que se deberia
ser la entrega alcanza los 28 dias lo cual generaria una
penalizacion por entrega tardia de $ 112.

Opeacen 3 —
Operacion 5
Operacitn & —
Operacion 8
Inicio dia 7 Entrega dia 17 Findia 45

X Retardo 28 dias
Figura 5. Grafico de gant para las operaciones del

trabajo 2.

La penalizacion total por entregas tardias corresponde a
un valor total de $177, referidos a 13 dias de tardanza
del trabajo 1 y 28 dias de tardanza del trabajo 2. Los
valores observados en las variables auxiliares binarias
por ejemplo, yjs = 1, significa que la operacion 1 se
realizard antes que operacion 6. A diferencia de lo
anterior, el valor y;s= 0, corresponde al hecho de que la
operacion 7 se realizaria antes que la tarea 1.

Fecha de terminacion dia 26

4. CONCLUSIONESY RECOMENDACIONES

En este articulo queda en evidencia la importancia del
modelamiento matematico en la solucion de problemas
empresariales. En este caso se llegd rapidamente a una
solucion asistida por el LINDO como herramienta
informatica. Este problema tendria como caracteristica
principal la necesidad de evaluar 8! = 80640 alternativas
diferentes para la secuenciacion de las tareas necesarias
para la realizacion de los 2 trabajos. Este gran niimero de
diferentes formas de ordenacion impone una fuerte
restriccion a la solucion de problema por revision
exhaustiva las posibles alternativas.

El uso de variables binarias es importante para el
modelamiento de situacion en los que se tienen
alternativas del tipo si o no, como es el caso de la
eleccion de restricciones del tipo el uno el otro, en las que
se debe seleccionar cual de ellas debera ser efectivamente
restrictiva. A través del uso de este tipo de variable fue
posible modelar una condicién importante del problema
que radicaba en la necesidad de no permitir que dos
operaciones se programaran simultaneamente.
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