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Nota didactica

El operador "hat" (") y su aplicacion en la derivaciéon de las
propiedades de la funcién translogaritmica de costo'

Por: Carlos Eduardo Vélez E.
Centro de investigaciones Econémicas -CIE- Universidad de Antioquia

Los economistas realizamos a menudo ejercicios de estatica com-
parativa utilizandola diferenciacién total de las ecuaciones que deter-
minan el equilibrio o el 6ptimo de algin problema econémico?. Las
reglas de diferenciacion total relativa u operador “hat” son aplicables
al mismo tipo de problemas y estdn basadas en los mismos principios
del calculo diferencial. Sin embargo, el método de la diferenciacion
total relativa tiene la gran ventaja de permitir una interpretacion
econémica mucho mas transparente e intuitiva, ya que en los resul-
tados obtenidos las tasas de cambio de las variables endégenas
aparecen en términos de elasticidades, de las tasas de crecimiento de
las variables exégenas y de otros parametros del modelo. En efecto, al
utilizar comparaciones relativas -independientes de la escala de las
variables- se evitan las “ilusiones” que produce la comparacién de
cambios absolutos obtenidos por el método de la diferenciacion total.
Debemos advertir al lector que para ciertas formas funcionales la di-
ferenciacion logaritmica lleva a los mismos resultados, no obstante
creemos que el operador “hat” es mas practico, en tanto alcanza esos
resultados con una notacién y unas reglas de aplicacién mas simples.

A continuaciéon presentamos algunas reglas del operador “hat”
para expresiones que usualmente encontramos en los problemas

1 Esta nota recoge y amplia las reglas del operador "hat" aprendidas de mi
compaiiero de estudios Donald Davis y del profesor André Burgstaller, en la
Universidad de Columbia. Algunas de ellas aparecen en el conocido manual
Chiang (1984), seccion 10.7.

2 Samuelson (1947).
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econémicos. Una vez probadas, pasamos a aplicarlas a la derivacion
de las propiedades de la funcién translogaritmica de costo.

El algebra del operador “hat”
El operador “hat” se define como la tasa de cambio de una variable.

Esta tasa de cambio se mide con respecto a una variable de referencia
que usualmente es el tiempo:

dz
(-a-E)

z

2 =

o simplemente

La pregunta por resolver es la siguiente: Si z = F (x,y), ;Cémo se
expresa la tasa de cambio de z en funcién de las tasas de cambio de x
e y? Las reglas de diferenciacién “hat” para formas generales y
especificas de F (.) aparecen en la Tabla 1%

Pruebas: la diferenciacion logaritmica nos da directamente todos
los resultados excepto las reglas 1, 3 y 6. Para estos basta diferenciar
totalmente y hacer manipulaciones adicionales. A continuacién pre-
sentamos las pruebas para las reglas 1, 2 y 3. El resto se pueden
probar con la misma técnica.

Regla 1. 2z = F (x,y). Diferenciando totalmente y aplicando la
diferenciacién en cadena tenemos que:

3 Obviamente, los resultados se pueden extender facilmente a funciones en forma
implicita y/o de mas de dos variables a sistemas de ecuaciones (Remitase a los
ejemplos 1y 2 que aparecen mas abajo).
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Tabla 1 Resumen de las reglas de la diferenciaciéon “hat”

1. Z-F(X, y) 2=T‘F,xk 'ni',y.?
Corolario: F(x,y) -0 0-m;,2M, 9
2. z-axPy° 2-bRicy
Dos corolarios :
2.a z-axy 8- »y
2.b z-ax/y 2-2 9
3. z-x%y 2-X2. XY
z z
4. z-e9t 2-g
5. z-af® 2-xf (x) ln(a) R
Dos corolarios : " 1 2
5.a si £(x)-x 2"1‘ n()a;
5.b 81 f(x) —1n(x) nia
6. z-F(x,y), homogenea de grado T = T-Mg,x ' Mgy
. _ k OF (x
Nota: "m=7~—%}'—}i'

es la elasticidad parcial de F con respecto a k (k = x,y).

dz- OF(x, ¥) 4. BF(x, Y) 4
Jdx

Dividiendo ambos lados de la ecuacién por z y multiplicando los dos
sumandos del lado derecho por x/x e y/y respectivamente, tenemos
que:
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dz _ JF (x,y) x dx OF(x,y) ydy
dx z x dy z y

porlotanto 2-m, . 27N, ¢
Regla 2. z = a x®y". Tomando logaritmos tenemos que:
Inz=Ima+blnx+cliny.
y diferenciando:
2-bRicy
Regla 3. z = x + y. Diferenciando totalmente tenemos que:
dz =dx +dy
Dividiendo ambos lados de la ecuacién por z y multiplicando los dos

sumandos del lado derecho por x/x e y/y respectivamente, tenemos
que:

dz _x dx y dy
Z z x 'z y
t :
entonces 2_1(_*’!?
z z

Ejemplo 1: Ecuaciones simultdneas y estdtica comparativa: su-
péngase que las condiciones de equilibrio (o de primer orden de
optimizacién) para las variables endégenas x e y estan dadas por

Flx,y,al] - 0
G(x,y,al] - 0

donde a representa el vector de variables exégenas y/o parametros del
modelo. El ejercicio de estatica comparativa usual consiste en derivar
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al impacto que sobre las variables endégenas tiene el cambio de un
parametro o una variable exégena. Aplicando el corolario de la regla
1 tenemos:*

Dividiendo por a y reescribiendo en forma matricial

Tlr,x’? i ni‘,yy # nr,.a = 0
11(:,::’Z y T]G,y.?4 na,.a = 0

ni‘,a
Ne,a

y premultiplicando por la inversa de la jacobiana, obtenemos las
elasticidades de las variables endégenas con respecto al parametro a:

F,x T]Fl.y

G, x nGIY

NN

1

_ Mr,x MNr,y Nr,a
nc,a

G, x ncly

<o Ml 5

Ejemplo 2: Restricciones de los parametros las funciones de de-
manda del consumidor. Segun la teoria del consumidor, el vector k-
dimensional- de las funciones demanda marshaliana x (p,y) es ho-
mogéneo de grado cero en el vector de preciospey. Y asuvez, el vector
de funciones de demanda hicksiana o compensada a utilidad u, h(p,u),
es homogéneo de grado cero en el vector de precios.

Teniendo en cuenta la homogeneidad de grado ceroy la Regla 6 del
operador “hat”, derivamos las siguientes restricciones sobre el sis-
tema de ecuaciones de demanda:

4 Asumamos para simplificar que el vector a es unidimensional.
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ZEU 1 M, = 0; para todo i-1,...,k
X, p ox,
donde ¢, .=__ 1" = .
9 9pw, Y ™ _a_x

esto es, que la suma de la elasticidad ingreso, de la elasticidad de
propio precio y de las elasticidades-precio cruzadas es nula para cada
una de las k demandas marshallianas de bienes.

QO
><|*o

[

k
i=1

k
Vi=1,...,k.
El 14 14

33

esto es, que la suma de la elasticidad de propio precio y de las
elasticidades-precio cruzadas es'nula para cada una de las k deman-
das hicksianas de bienes.

De otro lado, si suponemos insaciabilidad local de las preferencias,
el gasto es igual al ingreso, esto es, p.x(p,y) = y. Si aplicamos el
operador hat con cambios en el ingreso, encontramos la Agregacién de
Engel, una restriccién sobre la suma de las elasticidades ingreso,

x donde v1 es la participacién del gasto en el bien i

2 ViMy = 1 en el presupuesto del consumidor.

Otras restricciones no independientes de las anteriores son: la
Agregacién de Cournot, que se obtiene derivando la misma restriccién
presupuestal con respecto al precio j:

K
Evi €5 Vj_o’ ¥ Jid, .. - 0K

i-1

y si derivamos con respecto al mismo precio la restriccién presupues-
tal expresada como, p.h(p,u) = y, obtenemos:

k

0 .
;V; Eij-O, Y j§:1;...:k.
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Sustituibilidad o complementariedad entre factores y la fun-
cién translogaritmica de costo®

La definicién general de la funcién de costo es
c(w,y)=w.x (w,y)

el producto interno del vector de precios de factores w y x (w,y), que es
el vector de las demandas condicionada de factores. Por el Lema de
Shepard sabemos que

dc
W xi(W:_Y)r

1

Vi-1,...,n.

Por lo tanto, utilizando la definicién del operador “hat”

e _w,
w, <C

i

dc WX, (w, y)
dw,

> S, Vi~1,...,n. (1)

donde Si es la participacion del factor 1 en el costo total. Note que la
ultima expresién implica que la demanda condicionada de factores es
idéntica a

s, (w,y) c(w,y)

X, (w,y) =_ - , Vi=1l,...,n. (2)

1

De otro lado, la complementariedad o sustituibilidad de factores
depende del siglo (negativo o positivo) de la elasticidad-precio cruzada

5 Esta funcién translogaritmica es una aproximacién de segundo orden a una
funcién arbitraria de costos y cuenta con una flexibilidad paramétrica mucho
mayor que la de una funcién de produccién CES. Véase Nadiri (1982) y la
bibliografia bésica que aparece en Botero et al (1991).
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de la demanda condicionada de cada factor o la elasticidad-precio

cruzada de la demanda condicionada de cada factor o la elasticidad
parcial del Hicks-Allen, que se define como®:

dx, p 2. (w,y)
. = J = 1 ’ 1 ] —
E”‘*J_,Yi“"‘ﬁ’—’ Vi, j=1,...,n.

j

Para medir esta propiedad, existe otro concepto mas general: la
elasticidad de sustitucion de Allen, que se define simplemente como:

£ Vi j-1,...,n.

y es simétrico: Oy = Oy

Para derivar el valor de la elasticidad parcial de Hicks-Allen,
aplicamos la Regla 2 a la identidad (2), teniendo en cuenta el

resultado de la ecuacién (1). Tenemos, entonces el siguiente resul-
tado, vdlido para cualquier funcién de costo:

s, e 8, . s
£~U = - 4 7_; 7?_, ] (3.1)
! (3.2)
s, e "™ _ % 5 1
€y " = '35 7 W
ii w, w, w, f

6 Terminologia utilizada por Layard and Walters (1978), p. 141.
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Pasemos entonces a aplicar estas propiedades a la funcién translo-
garitmica. Esta funcién de costo se define como’

ln c(w,y) —a, ' alny ' ¥ a lnw, | %’.Z Y b, lnw,lnw,
=1 -1 (4.1)

donde Zai — 1, byy-by,, Ebij—o para i-1,...,n.
4 <

o tomando antilogaritmos

n a + ! ; nw
c(w,y) -y eBOHWi[‘ 72;":;1 J] (4.2)

i=1

Si tenemos en cuenta el resultado de la ecuacién (1) y diferencia-
mos In c(.) con respecto al logaritmo del precio de cada factor ¢,
tenemos que:®

& _ dln C

w, dinw,

- s, (w,y) —a; ! Ebijlnwj, Vi-1,...,n.
31

y si diferenciamos con respecto a w; y multiplicamos por wy/s;

) b ..
g‘s Wjasi - 13 Vi, j-1,...,n.

w. s, awj s,

b 1

y sustituyendo en (3.1) y (3.2) obtenemos las elasticidades HicksAllen
para la funcién translogaritmica de costos.

7 Existen versiones més generales de esta funcién que incluyen progreso técnico

y que no restringen la funcién de costos a ser homogénea en el producto y. Véase
Nadiri (1984), p. 466.

8 Ellector puede verificar que se llega al mismo resultado por una via alternativa:
Utilizando las reglas 2 y (5.b) del operador “hat” cuando cambia el precio de un
factor, aplicadas a la ecuacién (4.2). La combinacién de estas dos reglas del
operador “hat” es aplicable a funciones de la forma z = x ™. Y en ese caso z" =
[fix) + x (x) In(x)] x*. Y cuando f{x) = In(x), f(x) = 1/x y por lo tanto z* = 2 In(x).
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b

» i » » - .

By —'_sij - Vi#j, i, j-1,...,n
b

By S“ T - Vi-1, 5 03

Algunas veces este mismo resultado aparece en términos de las
elasticidades de sustitucion de Allen que definimos méas arriba:®

C., - by + 1
i3 s s
E S |
o bii v1 1
ii ? Si
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