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GENERADOR DE PROCESOS NORMALES MULTIVARIADOS

RESUMEN

ALVARO TREJOS CARPINTERO

En este articulo se presenta un método para la generacion de variables Profesor Auxiliar
aleatorias que provienen de un proceso norma multivariado, de alta Facultad de IngenieriaIndustrial

aplicacion en la simulacion de sistemas dindmicos.
PALABRAS CLAVES: Proceso norma multivariado.
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In this article a method for the generation of variates appears that come Maestria en  Investigacion Operativa y
from a multivaried normal process, of high application in the simulation —Estadistica

of dynamic systems.
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1. INTRODUCCION

Para implementar algunos modelos de simulacion es

necesario generar  vectores aeatorios X =
(XL,X2,......... ,Xn) los cuales provienen de una distribucion
de probabilidad multivariada, donde los componentes
individuales del vector aleatorio podrian no ser

independientes, ello implica que las correlaciones, I,

entre las variables X;, X; del vector aeatorio deben ser
especificadas por el modelador.

En este articulo, laatencion se centra en €l estudio dela
generacion de vectores aeatorios normales dada la
importancia que la distribucién tiene para describir
muchos fendmenos naturales y sociaes. Existe ademés,
una justificacion matemética para e empleo de la
distribucién normal, proporcionada por €l teorema
central del limite.

Aunque las formulas para la generaciéon de variables
aleatorias normales son muy conocidas en la actualidad,
la deduccién de ellas no es tan comdn por lo que se
realizard un desarrollo un tanto riguroso de estas, 1o que
contribuird a una mejor compresion del método y de los
supuestos bajo los cuales funcionan.

2. DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIADA
Primero se recuerda la distribucién normal univariada

estandar y apartir dealli se definiraladistribucion
normal multivariada.
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Definicion 2.1

Unavariable aleatoria Z tiene una distribucién normal
esténdar univariada s y solo si lafuncion de densidad de
probabilidad de Z esta dada por:

& z20
expg— Z—i -¥<z<¥
2.

donde n(Z:0,1) significa que la variable Z esta
distribuida normalmente con media cero y varianza uno,
y exp representalafuncidn exponencial. [4]

Definicion 2.2

La variable aleatoria X tiene una distribuciéon normal

univariada con media M y varianza S 2§ y solo s la
funcion de densidad de probabilidad de x esta dada por:

1 e-(x-m)ZIZSZ Y <x<¥
sv2p
Ahora en el conjunto de variables Z;, donde cada i-ésima
Z esta distribuida n(Z:0,1). Se puede decir, que si las Z;
variables son mutuamente independientes, la distribucién
conjunta aleatoria esta dada por:

n(x;ms ?) =

& 1 zi 1 _Ea zi
O e 2 = e 2
NP (2p)""? &)

-¥<zi<¥ i=12,..k
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Siendo Z; € i-ésimo elemento del vector Z (kx1) se
puede escribir la ecuacion 1 en forma méas compacta asi:

n(Z:o,1)=ﬁe- 127'7 2.

La ecuacion 2, puede ser vista como una generalizacion
multidimensional de la funcién de densidad de
probabilidad de la normal univariada esténdar. [4]

Definicion 2.3

Sea X un vector aleatorio con p componentes y con

vector de medias M y matriz de covarianzas S, donde
e rango de é_ =p>0. Sea
G'G=S, esto es, GG es una factorizacion no

tnicade S, donde G es una matriz de pxp. X tiene
una distribucién normal p-variada s y solo s la

distribucion de } tiene la misma distribucién del vector
adeatorio G' Z + M, donde la distribucion del vector

deatorio Z es n(E:O,I), es decir, Z tiene una
distribucion normal estandar p-variada.

De la definicibn anterior se tiene que
E (E) =m y COV(}) =S, entonces para que X
tenga la misma distribucion de GTZ + M, la esperanza
de GTE + M debe ser igual a ﬁ a igua la covarianza
de G’ Z + M debe ser igual a S.

Prueba:

EGZ+m =G E(Z)+m=m=E(X)

debidar queZ » n(O,1)

COAC Z+m)

=H(GZ+m EGZ+m)G Z+m EG Z+m)
=@ Z+m @7+ 1y |

=E{(GTE)(GT E)T] ~GEZ7 )G6=CGG=S
Teorema 2.1

S X edta distibuida n(}Fﬁ,S) donde X es un

vector (px1) y s el rango de O es p, entonces } tiene
una funcién de densidad de probabilidad y esta dada por:
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n()? : H] 9= 1 -1/ 2(0-mT (X~ m)
(2P)r'2g"* 3.

X1 Ep

Prueba:

La transformacién que pasa de (Zi,.......... , Zp) a

(0, CTRR— , Xp) eslineal.

x=G'Z"+m Por lo cud € jacobiano es
J=(G')* y debido a que § =G'G (definicion
2.3).

S1=GYG)? de donde [ =|(G)Y v
ademas

277= (GT‘(X- m))’(GT‘(X'- m

—

(f-mf @y e x-m

(%-m) (@ (x-m

(- mfsix-m
Quedando asi demostrado € teorema (2.1)

Antes de generar los vectores aeatorios es necesario
abordar el tema de la factorizacion de la matriz S
(covarianzas) por lo mencionado en la definicion 2.3.

Aunque existen diversas factorizaciones de estd matriz la
técnica de descomposicion de Cholesky proporciona un
algoritmo para descomponer lamatriz S en dos matrices
triangulares superior e inferior, y ademas garantiza que
estas dos matrices sean Unicas.

3. TECNICA DE DESCOMPOSICION DE
CHOLESKY [1]

A continuacion se justifica la descomposicion de la
matriz S, en matrices triangulares superior e inferior
debido a sus caracteristicas especiales.

Teorema 3.1

Sea §,, una matriz definida positiva Existe una
matriz triangular superior T de rango P, con Tii >0 para

i=1,2,...p, tal que S =T"T . Esta descomposicion es
Unica.
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Prueba:

La prueba se hara por induccion matemética. Primero,
sea P=1; como S* es definida positiva entonces podemos
escribir $* = lS112J' Por lo tanto 7, =|S11|, con lo
cud T™* = [tll] €S una matriz triangular superior con

t;; > 0y ademés, ¢,; es Unico.

Supdngase e teorema verdadero para P=K.
Mostraremos que es verdadero para P=K+1. S d
teorema es verdadero para P=K, entonces para cualquier

matriz definida positivade k£~ k,S*;, existe una tinica
matriz triangular superior 7°*,,, con ¢, >0 para
. _ T

i=1,2,...K, td que S*,=T*, T*, Sea S

cualquier matriz definida positiva de tamafio
(k+12)" (k +1), entonces podemos escribir S* como:

Donde S*,; es una matriz definida positiva de &~ &
componentes pero por la hipotesis de induccion
S*,=T*," T*,, donde T*, e una matriz
triangular superior con elementos positivos en la
diagonal. (§12 = §21 ya que S es simetrica) y por
tanto queda:

és*  S,U €érx Trx s, u

st =& 1 1zﬂ:eﬁ 1 1 Lo
g5z S H 8521 SzzH

Y por inspeccion

7 T —_ AY

ng Ty Sug

8921 S2 H

) owr,  (ri)*'s.u

— e_)ll 0é 11 11 12 G= TTT

2 T bﬁg b EI

Donde b = (S,, - §21S1'11§12)1/2, si podemos mostrar

que S, - §21S1'11§12 >0, yaqueb esreal, entonces T

es triangular superior con elementos en la diagonal
positivosy ademéas T es Unico.

Para mostrar esto, se observa que e determinante de
5%, |S*|, esigua a |Sl*l|.| S, - S28; 8w | Pero
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S* y S, son definides positivas, entonces

S| > 0./, >0.

Sy, - §2151_11§12 >0, pero

Esto dgnifica que:

S,, - S215;, S12 es unaescalar y por lo tanto igual asu

determinante. Estoimplicaque S,, - S215;,'S12>0

Entonces S se puede descomponer en 2 matrices G°G

asi:

6 1Sy, S, U &1y O Ou by a; - ay,
e u e ue

S aSxn S, _#Fwixn Ol] éO Ay a,
é ---------------- l:| _é ---------------- l:| é

e u e ue

§ pls p2 S P H gllp Aap appH g) o pp
donde

Sy =ay

_ 2 2 2
S w — Yy + dap ot App
(1]
4. GENERADOR DE PROCESOS
MULTIVARIADOS

Para generar un vector aleatorio con componentes
independientes, simplemente se crean n variables
aleatorias independientes y se multiplican, es decir, sea

T T
X = (X, X000 X,) cuyas  componentes  son
independientes entre si, entonces la funcion de

distribucion simultanea de ;c serfia
F(}) = F_’lFi(Xi) donde Fi(X,)representa la

funcion de distribucion marginal de X;. Por tanto para

generar el vector X, se generala componente X, de
esa distribucion Fi independientemente.

Ejemplo: Para generar una normal multivariada de K
variables aleatorias independientes Zi, cada una es
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n(Z:01), y s las variables son mutuamente
independientes. Su distribucién conjunta seria:

14
1 —7a Zi
@ “

y simplemente se generarian K variables aeatorias
independientes normal es univariadas.

F(Z,,2,,.2,) =

El problema puede volverse més complejo cuando las
variables son dependientes. En tal caso la funcién de
distribucién conjunta puede ser expresada por:

F(}) = Fl(X1)F2(X2| X,)..F, (X,

X, X, )

Entonces para generar €l vector X , se pueden utilizar n
nimeros édeatorios independientes  u,,u,,..u, Yy

resolver el siguiente conjunto recursivo de ecuaciones:
F(X,)=U,

Fz(X2| X)) =U,

F (X,

X, Xy X, ) =U,

Ejemplo: Para generar una norma multivariada de p
variables aleatorias Xi dependientes entre s, su
distribucion conjunta seria:

F(Xl,Xz,...,Xp) =
1 e-1/2(}-ﬁq)fs4(}-ﬁw)
(2P)p/2|S|1/2

y lo que se podria hacer es utilizar el hecho de que,
}tiene una distribucion normal p-variada s y solo s
} tiene la misma distribucién del vector aleatorio
G'Z +m donde Z esta distribuida normal estandar y

G Ges una factorizacion de S (definicion 2.3), y
aunque esta factorizacion no es Unica puede utilizarse la
descomposicion de Cholesky.

En otras palabras se ha definido un vector aeatorio
normal multivariado en términos de funciones lineales de
variables aleatorias normales univariadas estandar. Asi

gue s X tiene una distribucion normal p-variada con

media m y covarianza S (G'G=S), entonces se

puede usar } = GTE + a para transformar E , lacual

Scientiaet Technica Afio X, No 25, Agosto 2004. UTP

esta distribuida normal estandar, en X con distribucion

normal con media My covarianza S. Quedando asi:

X, =apZ, +U;
X, =ayZ *a,Z,+U,

Xp=a,Z *a,Z,*.ta,Z +U,
Lo cual articula también con e conjunto recursivo de

ecuaciones donde 10s a;; son los términos de la matriz de
lafactorizacion de Cholesky.

El procedimiento para generar procesos normales
multivariados es €l siguiente:

1) Proporcionar M y S =[S lj]

2) Cacular lamatriz G apartir de S utilizando
la técnica de descomposicion de Chol esky

3) Generar EZ(Zl,ZZ,...,Zp)T variables
aleatorias estandar mutuamente independientes
4) Cacular X =G Z+m

Ahora €l problema en consideracién, seria como generar
variables deatorias normales estandar mutuamente
independientes y para ello puede utilizarse el método de
la transformacién inversa para generar variables
aleatorias continuas asi:

- XZ

e? -¥<X<¥ X»n(0]

1
f(X)—\/%

Y lo que puede hacerse es cacular su funcion de
distribucion acumulada e iguaarla a una variable

aeatoriauniforme U (0,1) asi:

F(x)=g, %e-zdx U ®)

Y despgjar a X en términos de U, lo cua no se puede
hacer directamente debido a la complejidad del célculo
de F(x), por tanto se utilizaradn las coordenadas polares
para generar 2 variables aleatorias normales estandar
independientes asi:
&1 Yeq1 20
F(x,x)=¢—=e 2 ¢ -

: e? 7 (6)
NP NC R

La que es una distribucion normal bivariada estandar con
variables independientes entre si, arreglando un poco la
ecuacion 6 nos daria
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1 ) x2+y2
F(x,y)=—e 2 7
(x,») P (7)
Y utilizando la siguiente transformacion
x> +y® =R, y, tanf =2 o deestamanera
X
a) X =R cosf ,
y calculando € determinante
b) Y = /Rsenf
jacobiano
Tx x| |cosf JR
— — | |——= - +/Rsenf
g=|TR _|2JR _1
T | |[senf JR cosf 2
TR Tf| [2JR
Reemplazando en 7 e integrando
fRq 1
FRF)=—=¢e"'? drdf (8)
00 2

f(f) =2i, que es la funcién de densidad de una
p

distribucion uniforme en (0,2P) y 9(R) = %e’R/Z

gue es una funcidn de densidad exponencial negativa con
media 2, se puede escribir la ecuacién 8 asi:

fRrR

F(R,f) = Ofj ()9(R) dRaf 9)
00

Reemplazando f(R) y f(f) en 9 setiene

f R
1.1
FR,f)=—df (e 7’2 dR (10)
O O

Entonces, simplemente se debe generar una distribucién
uniforme entre (0,2P) y una exponencial negativa con
media 2 y las multiplicamos

f

ézidf =U, ft=2PU, (11)
0 2P

1

(‘)ie'mZ:U2 1- e 2=y, \
0 (12)

R=-2In{l- U,)

De la ecuacion 12 tenemos que 1-U, en si es un nimero
aleatorio quedando entonces R=-2InU,
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Utilizando 11 y 12, y reemplazando en las ecuaciones de
transformacion a) y b) nos queda:

x=./- 2InU, cos(2P U,) (13)

y=4/- 2InU, sen(2P U ) (14)

Para generar P variables aleatorias normales
independientes simplemente se generan P secuencias de
numeros aleatorios independientes y reemplazando en 12
y 13 obtenemos P variables aleatorias normales
independientes.

Estas transformaciones 12 y 13 son conocidas como las
transformaciones de Box-Muller (1958).

5. CONCLUSIONES

Aunque las transformaciones de Box-Muller se pueden
hacer més eficientes computacionalmente a través de las
transformaciones matemédticas basadas en relaciones
trigonométricas, el método desarrollado en este trabgjo
proporciona un buen generador de procesos
multivariados, s se toma en cuenta e avance de la
tecnologia computacional.
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