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Linealizacion Entrada/Salida de Sistemas No
Lineales Afines Utilizando un Filtro

Alberto Delgado*

RESUMEN

La linealizacion Entrada/Salida (E/S), dentro del marco
tedrico del control geométrico, es una técnica madura para
sistemas no lineales afines. Esta técnica cancela los términos
no lineales de la planta, usando una retroalimentacion de
estado no lineal, y produce una dinamica E/S lineal para la
planta.

En este articulo se muestra que un filtro D(s) puede utilizarse
para linealizar sistemas no lineales afines en lugar de aplicar
una retroalimentacién de estado no lineal que requiere
conocer las ecuaciones exactas de la planta, su grado relativo,
y la medicion completa del vector de estado. En este nuevo
enfoque el dnico requisito es conocer el grado relativo del
sistema no lineal afin.

INTRODUCCION

La teorfa de linealizacién E/S por retroalimentacién es bien
conocida en este momento [5]. La principal desventaja de
esta técnica, desde el punto de vista practico, es la necesidad de
conocer las ecuaciones de la planta para calcular la entrada
linealizante. Para superar este problema la teoria de linealizacién
ha sido extendida con redes neuronales dindmicas y estaticas en
lugar de las ecuaciones de la planta [1]. En el primer caso la red
dindmica se usa para identificar el comportamiento E/S de la
planta [2] y luego el modelo neuronal se manipula para sintetizar
una entrada linealizante [3]. El segundo enfoque con una red
neuronal estdtica no requiere la identificacién de 1a planta porque
los términos no lineales de la planta se cancelan directamente al
entrenar la red [4].

En este trabajo se formula una proposicién matematica y se
demuestra que es posible la linealizaciéon E/S de sistemas no
lineales afines usando un diferenciador, este procedimiento no
requiere conocer las ecuaciones de la planta o la medicién del
vector de estado. La tnica informacién necesaria es el grado
relativo de la planta y la medicién de la salida del sistema y(t).

Durante el desarrollo de este articulo se asume que el sistema no
lineal cumple las condiciones establecidas en [5] para ser
linealizado desde el punto de vista Entrada/Salida.

1. FuNDAMENTOS MATEMATICOS

Considere el sistema no lineal de una entrada y una salida,

@)= fi(x,(®),...x,(1)) + g (x,@)..,x, ())ut)

x,@0)=1,(x,(t)y...x, (1)) + g, (x),...x, (£)ut)

y(®) = h(x,(t),.... x,(2)) 1

Esta clase de sistemas se conocen como afines puesto que el
control u(t) aparece linealmente, i.e., las ecvuaciones (1) son
afines a las ecuaciones, en variables de estado, de los sistemas
lineales. El sistema (1) se puede escribir de manera compacta
como,

x=f(x)+g(x)u
2
y =h(x)
Donde x € R"es el vector de estado, u € R la entrada
manipulada, y € R la salida, f{x) y g(x) son campos vectoriales

y h(x) es un campo escalar. Esto es, fix) € R', g(x) € R"y h(x)
e K.

A. GRADO RELATIVO

El grado relativo r de un sistema dindmico de una entrada y
una salida se define como el nimero de veces que la salida y(z)
se debe derivar con respecto al tiempo para obtener la entrada
u(t) explicitamente.

La primera derivada de la salida y(z) para el sistema (1) esta

dada por,

& () dx,
y—,z:’ ox. dt
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reemplazando la derivada de la variable de estado,

- Oh(x)
—Zl ok,

1

Lf,(0)+ 8,(x)]
distribuyendo el producto,

i=l 1

en forma compacta
=L hx)+Lhx)u

Donde L h(x)y L,h(x) se conocen como las derivadas Lie
del campo escalar A(x) en la direccién de los campos vectoriales
fix) y g(x), respectivamente. Esto es,

L =3 2 5o
i=1

L h(x)= 2 3gix)gi(x)

i

Si Lgh(X) es diferente de cero para todo x en el dominio

considerado, x e D ¢ R, laentrada u() aparece explicitamente
y el grado relativo es uno. Matemdticamente,

SiLgh(x) # 0 parax €D, entoncesr = 1.

Suponga que Lg h(x) es cero, entonces,
y=L:h(x)

derivando la salida de nuevo,

3 (L;h(x) dx,
)

par ox; dt
p=3 708D o +$7 gom
en forma compacta,
y=Lh(x)+L,Lh(x)u

esto es,

Lh(x)= za(L h(X)) )

2, J (L h(x))
L.Lh(x)=), 8:(x)

i=1 o,

i

Si Lg L fh(x) es diferente de cero para x € D, la entrada u(1)
aparece explicitamente y el grado relativo es r = 2.
Mateméaticamente,

Lh(x)=0

L,L,h(x) # Oparaxe D, entonces r=2.

Este proceso se puede repetir y finalmente el sistema no
lineal (1) se dice que tiene grado relativo r si,

L Lh(x)=05i=0,..,r-2
L LT'h(x)#0parax € D

conLih(x) = h(x).
Para sistemas lineales el grado relativo es la diferencia entre el

orden del denominador y el orden del numerador de la funcién
de transferencia.

TI. LINEALIZACION ENTRADA/SALIDA CON UN DIFERENCIADOR
Considere el sistema no lineal afin (2) con grado relativo r,

entonces las primeras r derivadas de la salida y(t) estin dadas
por,

y =h(x)
y= th(x)
y =L h(x) 3)

y(r—l) - er—lh(x)
=L h(x)+L, L}_'h(x).u

donde y"’=(2,,y , L/h(xyes la i-ésima derivada Lie del campo
escalar h(x) en la direccion del campo vectorial f{x), y L L;'h(x)
es la derivada Lie de L 'h(x)en la direccion de g(x), note que

L, L 'h(x) #0porque el grado relativo es r.

Proposicion : Dado el sistema no lineal (2) con grado relativo
r, integrado en la configuracién mostrada en la figura 1. Se
concluye que la dindmica entrada/salida, entre la nueva entrada
v(t) y la salida y(t) (y/v), del sistema es lineal y obedece la
ecuacion diferencial,

+ﬁ] +...+,B,.y:v

d r—1

cuando el pardmetro € del diferenciador es cero.
Comentarios :

El bloque diferenciador, figura 1, estd dado por la funcién de
transferencia,
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. r r=1
D(s)=V(s) _s"+Bs +.r..+ﬂ, @
E, (s) (+e.s)
donde f3,...., B, son coeficientes propuestos por el disefiador de

acuerdo a la dindmica E/S deseada para la planta.

La dindmica lineal deseada, figura 1, obedece la ecuacién,

d y dr—ly
e 2+ B, d"d +.+B,.y,=u
v =3 u Planta
NS .
+ T+ =f%+gHu

Dinémica
Lineal

<>

D(®

Figura 1. Configuraci6n para la linealizacién E/S de una planta no lineal
affn usando un diferenciador D(s).

Prueba : De la figura 1,

=y )

donde ¢ es la salida del diferenciador (4). En el limite, € = 0,
la salida esta dada por,

d’e de (6)
0= w’+ﬂ£ﬁ{+m+ﬁ4
con e, el error de linealizacién. Reemplazando e, =y, - y en (6)
produce,
dr d- Q)
v:{ dtyd + B, ,_y;' +...+/3,.yd} { +8.° ,-. + ﬁ,.y}

sustituyendo (7) en (5) se logra,
u=v+{dd}:" +B,. dd ,_y" +..+ 8, yd} { +ﬁl dr_ ...+ﬁ,.y} @)

Llevando la entrada u (8) a la ultima ecuacién de (3) y
distribuyendo el producto,

D=L h(x)+LL; 'h(x){d Vi1 B dd Jia o+ B,.yd}

)]
+LL"h(x){v—‘2,y ﬂ, Yo .-B y}

pero la dindmica lineal (y,/u) es conocida y dada por,

dryd +ﬁ1.dr—1yd

5 4 +..+B.y, =u

(10)

reemplazando (10) en (9) produce,

¥y =L h(x)+ L, L7 h(x).u

i (1)
HL, L; lh(x){v—‘i? B, d y—...—ﬁ,.y}

sabemos que el grado relativo de la planta es r, entonces el
dltimo término en (11) debe ser cero. Recuerde que
Lger_lh(x) #0, por lo tanto el paréntesis es cero y
obtenemos que,

d’y Bd"
1°

d " dr .

+.+B.y=v

QED,
Esta prueba muestra que la dindmica E/S de una planta no
lineal afin (2) puede ser linealizada utilizando la configuracién
de la figura 1, el bloque principal es el diferenciador. Note que
la dindmica E/S deseada (12) para la planta es dictada por el
disefiador, i.e., los pardmetros f3,,..., , se conocen a priori.

Después de linealizar la planta, la estructura presentada en la
figura 1 se integra a un lazo cerrado con un controlador lineal
para mejorar la respuesta total. Por ejemplo, un controlador P1
(12) puede cancelar el error en estado estacionario para una
entrada escaldn, ver figura 2.

v=k,(c=N+k.[ (c)-y@)dr

(13)
c y
® € [Controlador |V v Planta % | )
* i £=f) + g u
Dindmica |79 + :
Lineal e
1

<>

D(s)

Figura 2. La planta linealizada se integra a un lazo cerrado con un
controlador lineal para mejorar la respuesta y satisfacer otras
especificaciones de diseiio.

II1. SIMULACIONES

Considere el péndulo de la figura 3. Este sistema obedece las
ecuaciones diferenciales,



Linealizacién Entrada/Salida de Sistemas No Lineales Afines Utilizando un Filtro 65

es el péndulo linealizado. El lector no debe confundir la

dx, - dindmica de lazo abierto (15) con la dindmica (16), obtenida
dt g usando un lazo cerrado adicional con un controlador PI.
dx . '
dt2 =-9,8sinx, —0,5x, +0,5.u (14)
y=x 1.5
R
donde u € R es la entrada a la planta, y € R es la salida de E"
la planta, y el grado relativo es r = 2. El péndulo hace parte 0.5
de la estructura mostrada en la figura 1, 1a dindmica entrada/
salida deseada para el péndulo linealizado es, 0
d’ d 1
3’+5. y+6.y=v 0 > 10 > 20
" dt (15) time (s)

Figura 4.- Respuesta de lazo cerrado, para la referencia ¢ = 1,5, del péndulo

con el diferenciador D(s), linealizado. Respuestas de lazo cerrado actual y deseada (negrita).

D(s) = s +5.5+6 La figura 5 muestra la respuesta de lazo cerrado para la
(1+8.s)2 referencia escalén ¢ = -1,5, cuando la planta es el péndulo
linealizado.
estoes, . =3, B, = 6, £ = 0,05. Note que la dindmica (15) es )
la dindmica deseada para el péndulo linealizado utilizando time (s)
la estructura de la figura 1 con un diferenciador ideal. 0 5 10 15 20
0

Angulo (Rad)

8 0.5 .
1
-1 .
2 u
m.] \ 15

Figura 5. Respuesta de lazo cerrado, para la referencia ¢ = -1,5, del péndulo

meg, sin 8 linealizado. Respuestas de lazo cerrado actual y deseada (negrita).

La figura 6 muestra la respuesta del lazo cerrado para la
mg referencia c(t) = ®.sin(2.7.f.t), cuando la planta es el péndulo
linealizado, f = 0,4 Hz.

Figura 3. Sistema no lineal afin que se linealiza con la estructura de la

figura 1.
g
Después de linealizar la dindmica E/S del péndulo, la £
estructura de la figura 1 se integrd a un lazo cerrado con un ES
controlador PI, como muestra la figura 2, las ganancias del <«
controlador se ajustaron, k, = 1, k, = 3, para conseguir la
dindmica de lazo cerrado,
0 5 10 15 20
2 .
d Yo dy+y=c (16) time (s)
> .
dt dt
L . .. Figura 6. Respuesta de lazo cerrado, para la referencia c(t) = n.sin(2.7.f.t),
esta dindmica de segundo orden es posible por la cancelacién del péndulo linealizado. Respuestas de lazo cerrado actual y
polo-cero en s = -3. La figura 4 muestra la respuesta del lazo deseada (negrita).

cerrado para una referencia escaldn ¢ = 1,5, cuando la planta
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CONCLUSIONES

La linealizacién entrada/salida es una técnica bien conocida
con bases matemdticas rigurosas. La principal limitacién de
esta técnica, en casos practicos, es la necesidad de las
ecuaciones de la planta y la medicién completa del vector de
estado para sintetizar la retroalimentacién de estado
linealizante. '

En este trabajo se ha probado que es posible usar un
diferenciador para la linealizacién entrada/salida de sistemas
no lineales afines obedeciendo la estructura de la figura 1, por
lo tanto, no es necesario conocer las ecuaciones de la planta o
medir el vector de estado. Después de linealizar la planta, esta
se integra a un lazo cerrado con un controlador PI para mejorar
larespuesta. El resultado tedrico fue ilustrado con la simulacién
de la linealizacién de un péndulo para distintas referencias c(t).

Una limitacién importante del resultado mostrado es la
necesidad de un diferenciador ideal (¢ = 0). En la prictica esto
no es posible pues un diferenciador ideal amplifica el ruido y
causa la saturacién de los circuitos electrénicos, lo cual impide
obtener un control u(#) que cancele los términos no lineales de
la planta. Para obviar este problema se utiliza un circuito con
la funcién de transferencia (4) y un valor de € pequefio.

Finalmente, se recomienda al lector interesado en el tema
revisar el primer capitulo del proyecto meritorio [6] donde se
discute en detalle 1a teoria del control geométrico para sistemas
de una entrada y una salida con ejemplos resueltos paso a paso.
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