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Resumen
González, Jorge l. y Pecha, Arcenio, "Tasa de preferencia intertem-
poral, equilibrio y estabilidad en los modelos de crecimiento
neoclásicos", Cuadernos de Economía, v. XIX, n. 32, Bogotá, 2000,
páginas 61-76.
Este artículo analiza la consistencia intertemporal de las prefe-
rencias y la homogeneidad de la tasa de preferencia intertemporal
en los modelos de ciclo real. El primer supuesto implica que las
preferencias no cambian a 10 largo del tiempo; el segundo, que las
preferencias de las personas son iguales, independientemente de su
nivel de ingreso. Cuando estos supuestos se modifican ligeramente
para que el modelo sea más realista, deja de ser convergente, estable
y es muy sensible a las condiciones iniciales. Las modificaciones
consisten en diferenciar el consumo de los ricos y de los pobres, y
suponer que la tasa de preferencia intertemporal es endógena.

Abstract
González, Jorge l. y Pecha, Arcenio, "Intertemporal preference rate,
equilibrium, and stability in neoclassical growth models", Cuader-
nos de Economía, v. XIX, n. 32, Bogotá, 2000, pages 61-76.
This article analyzes the intertemporal consistency of preferences
and the homogeneity of the intertemporal preference rate in real
cycle models. The first assumption implies that preferences do not
change over time; the second, that people 's preferences are the same,
independent of their income level. When these assumptions are
modified slightly to make the model more realistic, it is no longer
convergent or stable, and is very sensitive to initial conditions.
The modifications consist of differentiating the consumption of the
rich and the poor, and assuming that the intertemporal preference
rate is endogenous.



En los modelos de crecimiento a la Barro y Sala-i-Martin [1995]1se hacen
dos supuestos sobre la tasa de preferencia intertemporal, o tasa de des-
cuento.' Primero, que no se modifica a lo largo del tiempo y, segundo,
que es idéntica para todos los agentes y, por tanto, es independiente del
nivel de ingreso. Los dos supuestos son muy restrictivos. El primero des-
conoce que la utilidad va cambiando a lo largo del tiempo y que va afec-
tando la tasa de preferencia intertemporal. El segundo equivale a negar
la existencia de las curvas de Engel. La modificación de estos supuestos
por otros más realistas impide, entre otras dificultades, la convergencia y
el logro de un estado estacionario. Nuestros comentarios no se refieren
exclusivamente al modelo de Barro y Sala-i-Martin, sino al conjunto de
modelos de crecimiento que hacen los mismos supuesto que Barro y
Sala-i-Martin.

El primer supuesto ha sido criticado desde diversas perspectivas. Por
ejemplo, Shack.le considera que las preferencias son muy inestables por-
que el individuo modifica sus planes futuros continuamente, a medida
que va percibiendo las reacciones de los otros. Para Shackle la persona
elige entre pensamientos alternativos, puesto que siempre es "demasia-
do tarde para escoger entre hechos" [Shackle 1972,280]. Pero como los
pensamientos cambian rápidamente, no hay razón para pensar que las
preferencias se mantengan a lo largo del tiempo.

1 Ver, igualmente, Sala-i-Martin [1994].
2 Una crítica más global a los modelos de crecimiento contemporáneos se encuentra en

Hicks [1985, 153-164], Hahn y Solow [1995].
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Elster [1983]tampoco cree que las preferencias se puedan mantener a lo
largo del tiempo, y diferencia entre incontinencia, inconsistencia inter-
temporal e inconstancia. Estos comportamientos son contrarios a los
supuestos básicos de la racionalidad. La teoría del crecimiento asocia la
racionalidad con la estabilidad intertemporal de las preferencias y supo-
ne continencia, consistencia intertemporal y constancia. Elster muestra
que el incumplimiento de uno, o de todos los postulados, no refleja un
comportamiento irracional. Por el contrario, en la vida cotidiana se to-
man decisiones que no responden a los cánones de la racionalidad estre-
cha que sustenta los modelos de crecimiento. Y concluye que no es
legítimo asociar la estabilidad de las preferencias con la racionalidad.'

Hicks también critica el supuesto de la estabilidad de las preferencias. Su
argumentación tiene tres partes. Primera, pone en tela de juicio la noción
de estado estacionario por ser una 'ficción' que niega la dinámica [Hicks
1939,135]. Segunda, no considera válido aplicar la tasa marginal de sus-
titución --concebida originalmente para analizar la sustitución entre dos
bienes en un momento dado-- a los consumos intertemporales. Tercera,
la tasa marginal de sustitución intertemporal supone independencia en-
tre las utilidades de los consumos en los momentos t y t+ 1.Hicks acepta
la independencia de las utilidades cuando el consumo se realiza en un
mismo momento. Pero no está de acuerdo con afirmar la independencia
cuando los consumos se realizan en dos momentos del tiempo. La teoría
del crecimiento insiste en mantener la independencia intertemporal, por-
que de lo contrario no podría aplicar los principios básicos de la teoría del
consumidor. Esta opción tiene un altísimo costo: la anulación de la diná-
mica.y,concluye Hicks,la gran paradoja de la teoría de crecimiento neoclá-
sico es su imposibilidad de manejar la dinámica, entendida como la
concatenación de los períodos. Hay dinámica si los períodos se interrela-
donan.' No hay dinámica si los períodos son autónomos. En losmodelos
de crecimiento no hay dinámica, puesto que al definir la tasa marginal de
sustitución intertemporal se parte del principio de que los períodos son
independientes [Hicks 1939,1985].

3 Esta afirmación es válida para las dos modalidades de racional: estrecha y amplia. Elster
[1983] distingue la racionalidad en sentido estrecho de la racionalidad en sentido
amplio. La primera, más formal, tiene que ver, principalmente, con la consistencia. La
segunda indaga por los aspectos sustantivos de las creencias de los deseos.

4 Hicks [1985,64] toma de Lindahl esta noción acerca de la dinámica.
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Uzawa también cuestiona el primer supuesto y propone que la tasa de
preferencia sea endógena, de tal manera que en cada momento del tiem-
po esté determinada por la utilidad del consumo [Blanchard y Fischer
1990,72-75]. En lugar de ser fija, la tasa de preferencia intertemporal (e)
depende de la utilidad del consumo,

e = e (u(c)) [1]

Al maximizar,

lu(Ct)exp{-le[u(cv)]dv }dt [2]

Al resolver el sistema, Uzawa encuentra que la estabilidad únicamente
se consigue si e' (") > O.Es decir, si la tasa de preferencia intertemporal
crece a medida que aumenta la utilidad del consumo. Entonces mientras
mayor sea la utilidad del consumo, la persona se vuelve menos paciente
y aumenta su tasa de preferencia intertemporal. Esta condición de esta-
bilidad del modelo Uzawa es difícil de aceptar porque en la realidad las
personas ricas tienden a ser más pacientes y por eso ahorran más. En
virtud de su progresiva paciencia, los ricos cada vez son más ricos. Su
comportamiento sería del tipo e'(") < O.Pero este resultado no garantiza
la convergencia, puesto que va en contra de la condición de estabilidad
derivada del modelo de Uzawa.

FIGURAl
CURVAS DE ENGEL PARA DOS BIENES: ALIMENTOS (A) Y LUJO (L)
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Sila paciencia aumenta a medida que crece el nivel de ingreso, la condi-
ción e'(") > o no es realista. La paradoja a la que llega Uzawa pone en
evidencia la naturaleza restrictiva de los modelos de crecimiento, ya que
si se quiere garantizar la convergencia y la estabilidad, no hay más reme-
dio que introducir un supuesto que desvirtúa el comportamiento de los
consumidores de altos ingresos. En las páginas siguiente dejaremos de
lado las críticas de Shackle, Elster y Hicks, con el fin de analizar algunas
de las conclusiones que se derivan de la ecuación [1].

El eje horizontal representa el ingreso (Y) y el vertical la cantidad de los
bienes alimentos (A)y lujo (L).La flecha es tangente a ambas curvas.

El segundo supuesto de los modelos de crecimiento es que la tasa de
preferencia es constante, independientemente del nivel de ingreso. La
figura 1refleja las implicaciones que se derivan de tal supuesto en térmi-
nos de las curvas de Engel." La curva inferior, cóncava desde el origen,
corresponde a alimentos y la superior, convexa, a los bienes de lujo. Eleje
horizontal representa el ingreso (Y). Amedida que éste aumenta, la de-
manda de alimentos va siendo marginalmente decreciente, mientras que
la de bienes de lujo será creciente. Engel tuvo el mérito de explicitar este
principio que es elemental e intuitivamente claro. No obstante su evi-
dencia y su aceptación generalizada, la teoría del crecimiento lo niega al
suponer que la tasa de preferencia es la misma independientemente del
ingreso. La flecha de la figura presenta un punto de tangencia con cada
una de las dos curvas: "a" para A, "1" para L. Sólo en estos dos puntos
coinciden las elasticidades de la demanda de cada bien con respecto a los
dos niveles de ingreso. En el resto de puntos las elasticidades son dife-
rentes. Así que sólo en casos excepcionales las elasticidades son iguales.
En la gráfica ilustramos el caso de dos bienes y dos niveles de ingreso.
Cuando se considera el mismo bien y diferentes niveles de ingreso la
elasticidad es igual sólo si las sendas de consumo de las personas son
idénticas. Así que con un ingreso Y, y Y2ambos individuos consumirían
exactamente la misma cantidad de alimentos y de bienes de lujos, res-
pectivamente.

Preocupado por la simplificaciónque hace la teoría del consumidor, Varian
advierte:

5 Los bienes son superiores, normales o inferiores, dependiendo de si la elasticidad
ingreso de la demanda es, mayor que la unidad, menor que la unidad pero positiva, o
negativa [Ferguson 1966,49, Kreps 1990,61].
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Hemos visto que la teoría del consumidor puede contribuir a la especificación y estima-
ción de los sistemas de ecuaciones de demanda. Sin embargo, deben mantenerse ciertas
reservas acerca de la entidad de esta aportación. El problema reside, de nuevo, en el hecho de
que las preferencias pueden variar de forma significativa entre los diversos agentes [Varian 1992,
219-220, cursivas nuestras].

Los modelos de crecimiento ignoran esta dificultad. Y sin más, suponen
que la tasa de preferencia es la misma para todos los individuos.

Yamostramos -refiriéndonos al trabajo de Uzawa- que los supuestos
tan restrictivos que hacen los modelos de crecimiento sobre la tasa de
preferencia intertemporal, impiden incorporar comportamientos
endógenos. Tampoco admiten ligeras modificaciones que permitan dife-
renciar las tasas de preferencia de los ricos y de los pobres.

El consumidor microeconómico del modelo de Ramsey [1928] es un agen-
te representativo. En vez de un sólo tipo de consumidor representativo,
introducimos dos: uno pobre y otro rico. Sean dos funciones de utilidad,
uR'up' La primera representa la utilidad de las personas ricas y la segunda
la de los pobres. De acuerdo con el uso común, la utilidad depende del
consumo. La utilidad de los ricos es función del consumo de los ricos (cR).

De la misma manera, la utilidad de los pobres depende del consumo de
éstos (e ).A cada grupo corresponde una tasa de preferencia intertemporalp
(9R Y 9p).

El ejercicio que proponemos a continuación tiene dos características que
lo diferencian de los modelos convencionales. Primero, en lugar de utili-
zar una sola tasa de preferencia para todos los consumidores (9), noso-
tros usamos dos (9R y 9p)' Segundo, en vez de suponer que dichas tasas
son fijas y exógenas, las endogenizamos. Y con respecto a la propuesta
de Uzawa, el modelo que presentamos se diferencia en que no
endogeniza una tasa de preferencia, igual para todos los agentes, sino
que endogeniza las dos tasas de preferencia relevantes, la de los pobres
y la de los ricos.

En los modelos que siguen la línea de Barro y Sala-i-Martin [1995] no se
considera de manera explícita la forma de escoger la tasa de preferencia
intertemporal; que es un aspecto neurálgico de la teoría de la elección
social. Simplemente, se opta por la vía de suponer que la decisión la toma
un dictador benevolente. Nosotros tampoco profundizamos en este tema
y recurrimos a otra simplificación: la tasa de preferencia intertemporal
de cada grupo es determinada por un líder que la va modificando a medi-
da que el consumo del grupo va cambiando. Este supuesto que es fuerte
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desde la perspectiva de la elección colectiva, es menos restrictivo que el
de los modelos que estamos criticando.

Al distinguir la utilidad de los pobres y de los ricos, la función objetivo es

IUR(cR(t))exp[ ~!(h(cR(Z))dzJdt +

1up(cp(t))exp[ ~!sp(cP(Z))dZ]d t

En esta presentación, la función de utilidad varía con el nivel de ingreso,
lo que es consistente con las curvas de Engel. y, adicionalmente, la tasa
de preferencia intertemporal es endógena, porque va cambiando con el
nivel de consumo. La función objetivo está sometida a la restricción

[3]

k = y(k) - b + cp) - nk [4]

Representa los cambios en el tiempo del stock de capital per cápita (dk/dt),
Así que las variaciones del stock de capital per cápita son iguales al ingreso
per cápita (y), menos el consumo total (cR + cp)per cápita, menos la tasa de
crecimiento de la población (r¡) multiplicada por el stock de capital per
cápita. y (k) representa la función de producción. Como es usual, y'>O,
y" <o.La función de producción cumple las condiciones de Inada, y (O) =
O, y' (O) = 00, y' (00) = o.

Después de resolver el hamiltoniano."

y' = c~+ c~ + nk' [5]

La igualdad corresponde a una situación de equilibrio. Los asteriscos
indican que la variable respectiva está en equilibrio. De acuerdo con la
identidad, el producto per cápita es igual al consumo total per cápita más la
tasa de crecimiento de la población por el capital per cápita.

Por [19], las primeras ecuaciones de [23] se satisfacen si y sólo si

SR' e, > O

U'R'u', > O [6]

Estas condiciones son las usuales. La tasa de preferencia intertemporal
es positiva, porque sin desconocer el altruismo intergeneracional, las

6 El anexo matemático explica, paso a paso, la solución del hamiltoniano.
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personas prefieren más el consumo propio que el de las siguientes gene-
raciones. La primera derivada de la utilidad también es positiva porque
la utilidad crece con el consumo.

y' = 11 + ~ = 11 + e;,
Se sigue, entonces, que

[7]

[8]

En el punto de equilibrio las tasas de preferencia intertemporal de los
pobres y de los ricos son iguales. El modelo quehemos propuesto sólo es
consistente con tasas de preferencia intertemporal homogéneas. Como
señalamos antes, esta condición es muy restrictiva porque rechaza de
plano la existencia de las curvas de Engel. Pero, en el contexto del modelo
de crecimiento que estamos examinando, sin esta identidad no se consi-
gue el equilibrio. Así que la formulación que hicimos en [3], únicamente
es consistente con el equilibrio en el momento en que las tasas de des-
cuento se igualan.

A partir del punto de equilibrio se han definido las condiciones de estabi-
lidad del sistema." Algunos de los signos resultantes son:

yH( t, + e, - eyH)[LGk + (Lk + e,}iJ - e] -(iJLkG{ 2yH - e)
[9]

que es igual a

{yHJ (L: + G~)+ h,+ Gk][LkGk - e(l + (yH1)] - e2yH [10]

Los signos finales son indeterminados. Al analizar la relación [29] diji-
mos que no era posible precisar el signo de la fracción. El comentario
también es válido en el caso de [30]. Por [35] sabemos que los signos de
LR y de LK son iguales. y, por [36], que los de e,y GK también son iguales.
Para conocer el signo final de la expresión [42], debemos tener en cuenta
que:

- Si LK YGK son positivos, es claro que (LK + GK - ey"»o, que y" (LK
+GK - By") <O, que (LK+GK) (y")2> o. El signo final es indeterminado y
depende del comportamiento de (L,Gk + (L,+Gk)(y")2 - e) y del resulta-
do de la diferencia (2y" - e).

7 Estos desarrollos también se presentanen el anexo.
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- Si LKYGKson negativos, los signos de (LK+GK - ay") y de y" (LK+GK
- ay") son indeterminados.

- ~GK es mayor que cero. Pero el signo de [(LkGk+ (L, + Gk) (y")2 - a)] es
indeterminado.

- El signo de (y")2 LkGkes positivo. Y el de (2y" - a) es indeterminado.

A priori no conocemos el signo de [42] y, por tanto, no podemos precisar
si el equilibrio definido en [8] es estable o inestable. Desde el punto de
vista de la teoría no hay ninguna razón para saber si

[(Lke, + (Lk + Gk) (y")2 - a)] > o
[(LkGk + (L, + Gk) (y")2 - a)] < o [11]

o si

y" (L, + Gk - ay")[(LkGk + (Lk + Gk)(y")2 - a)] > (yl)2LkGk(2y" - a)

y" (L, + Gk - ay")[(LkGk + (L, + Gk)(y")2 - a)] < (yl)2LkGk(2y" - a)
[12]

De tal manera que no se sabe con certeza si el equilibrio de [8] es estable
o inestable. Por consiguiente, el modelo fácilmente llega a una situación
que no es de estado estacionario. De las reflexiones anteriores se derivan
varias conclusiones.

- El modelo de crecimiento convencional no admite tasas de preferen-
cias diferentes para ricos y pobres, ya que el equilibrio únicamente se
consigue cuando éstas son iguales. Esto significa que el único supuesto
consistente con el equilibrio es la tasa de preferencia intertemporal ho-
mogénea. La igualdad de las tasas de descuento en el punto de equilibrio
significa que los ricos y los pobres modifican sus respectivas tasas de
preferencia intertemporal de la misma manera. Si este postulado se re-
chaza, el modelo se aleja del equilibrio.

- El equilibrio es inestable, así que ni siquiera con tasas de preferencia
iguales hay garantía de estabilidad. Aunque la identidad de las tasas de
preferencia es un supuesto muy fuerte, no alcanza a ser suficiente para
garantizar la estabilidad. .

- Los modelos de crecimiento propuestos por la nueva macroeconomía
clásica desconocen principios elementales de la microeconomía conven-
cional, como la curva de Engel y, aún así, continúan siendo muy frágiles
desde el punto de vista de la estabilidad.
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ANEXO MATEMÁTICO

El hamiltoniano correspondiente es

H = URexp[ -! ~ (CR(z»dz ] + upexp[ -lE}¡,(Cp(z»dz ] +

A[y(k) - CR - Cp -llk]

71

[13]

A es la variable de coestado, relacionada con la variable de estado k. A
representa, en cada momento del tiempo, el precio sombra de k.Así que
A> O,porque el precio es positivo.

Las condiciones de primer orden toman la forma

A = u'Rexp( -l~dz ) - uR~exp( -l~dz )

A = u'pexp( -!E}¡,dZ) - UPE}¡,exp(-!E}¡,dZ)

y

~ = A(ll - y')

Que se convierten en

AexP(l~dz ) = U'R - ~UR

Aexp(l (}¡,dz) = u'p - (}¡,UP

~ = A(ll - y')

De la última ecuación

A = Aexp(l(ll - y')dZ)

dado que A> O,A > o.
Remplazando Aen [16],

Aexp(l(ll - y' + ~)dz ) = U'R - ~UR

Aexp(l(ll - y' + (}¡,)dZ) = u'p - (}¡,UP

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]
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De aquí,

U'R -eR uR > O

u'p- epu, > O [19]

Derivando con respecto a t

U"RCR-- (e'RCRUR+ eRU'RCR) = Aexp(l(rl- y' + eR))61- y' + e.)

u"pCP - (e'pcpup + ~u'ptp) = Aexp(l61- y' + ~)}r¡ - y' +~)
[20]

Remplazando [18] en [20], se llega al sistema

_ r¡ - y' + ~ _ ( )CR - d = L\cR,k
-d On(u'R - ~UR))

CR

CP = r¡ - y' + ~ _ ( )
d = G\cp,k

d
(ln(u'p - ~up))

CP

[21]

Los cambios en el consumo de los ricos y de los pobres depende de la
productividad marginal de k, de las respectivas tasas de preferencia
intertemporal y de la utilidad marginal.

Las dos ecuaciones de [21]y la ecuación [4], proporcionan el sistema 3x3,
f!

tR = L(cR,k)

CP = G(cp,k)

k = y(k) - (cp+ CR) - nk

[22]

El punto de equilibrio se presenta donde,

O = (u'R - eR uR) (r¡- y' + eR)

O= (u' p - epup) (r¡- y' + ep)
O = y - (CR + Cp) - r¡ k,

en la última ecuación, por [8],

[23]

e*R= e* p [24]
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Linealizando [22] alrededor del punto de equilibrio del sistema,

CR= LCR(C~,k')(CR- c~) + Lk(C~,k')(k - k')

Cp= Gcp(c;,k')(cp - c;) + G(c;,k')(k - k') [25]

k = (y'(k') - ,,)(k - k') - (cp- c~) - (CR- c~)

Los subíndices de L y G representan derivadas parciales con respecto a
<;, c;, y k.
Por simplicidad,

LCR(c~,k') = [26]

[27]

La relación entre LR y G, es

~ -(ln(u'p - 8Pup))
dcp

}'-~(In(U'R - ~u~»
CR (c~,c~,k')

[28]

Como

d. (In (u'p - Spup)) = -,- 1 (u"p- Spu'p - S'pup)
Cp u p - 8Pup

y

u", < O, 9p > O,u', > O [29]

los signos de la fracción son indeterminados y lo mismo sucede con

~d~ (In (U'R- SRUR))= ,1 (U"R- SRU'R- e'RUR) [30]
CR uR-9RuR

Es razonable pensar que los ricos y los pobres establecen relaciones simi-
lares entre las segundas y las primeras derivadas de sus respectivas fun-
ciones de utilidad.

[31]
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Los comportamientos son equivalentes. Así que

LJGp> O [32]

También por simplicidad
t : .) _ -y"{k')

Lk\CR,k - d(1n(u'R - 9RUR))I
dCR k~,k')

t : .) _ -y"{k') _
G\cp,k - d(1n(u'p _ erup)) I = G

dcp k~,k')

[33]

[34]

En ambos casos el numerador es positivo, puesto que y" (k') < O. Así que los
signos de la fracción siguen las mismas pautas explicadas a partir de [29].

De [26] y [33] se sigue que:

Lk= - y" (k') LR(C', k')

y de [27] y [34],

[35]

Gk = - y" (k') Gp (e', k')

que equivale a

i, e,

[36]

= [37]

o
t, LR=
G c.

En [32] se mostró que el miembro derecho de la igualdad es positivo. Así
que LjGk > O.

y la forma matricial del sistema linealizado [25] es

[38]

Los valores propios de la matriz son las soluciones de la ecuación

't3 - (LR+Gp+9)'t2 + (9(LR+ Gp)+LRGp+Lk + Gk)'t

- (LkGp+ LRGk+ LRGp9)= O [39]
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Por [35] Y [36], equivale a solucionar la ecuación

(y"Y't3 +y" (Lk + Gk - e y") 't2 + (LkGk+ (L, + Gk) (y")2 - e)'t

+ LkGk(2 y" - e)= o

y determinar el comportamiento de las raíces.

De acuerdo con el teorema de Liénard-Chipart [Sengupta y Fanchon 1997,
22], el sistema dinámico es estable si la matriz

[40]

(

Y"(Lk + G - ey") LkG(2y" - e)
(y"y L,G + ú, + G)(y"Y - e
o y"(Lk + G - ey")

tiene menores principales de order par o impar, todos positivos. Por lo
tanto, basta con analizar el determinante

I
Y"(Lk + e, - ey") LkGk(2y" - e) I =

(y"j L,Gk+ (Lk+ Gk)(y"j - e

y" (Lk + Gk - By") [LkGk+ (L, + Gk) (y")2 - e] - (y")2LkGk(2y" - e)
[42]
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