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Abstract

En la asignatura Matemética Discreta que se dicta en el primer
afio de las carreras de Profesorado de Matemsdtica, Licenciatura en
Matemética e Ingenierfa de Sistemas de la Facultad Ciencias Exactas
de la UNCPBA, el concepto de la funcién fi de Euler es tratado con
cierto detenimiento, debido a sus aplicaciones posteriores. Por gjem-
plo, en el caso de alumnos de la carrera de Profesorado de Matemaética,
en el estudio de los miimeros que se pueden construir con regla y com-
P4s, ¥ en el caso de los alumnos de Ingenieria de Sistemas, por la rele-
vancia que ha adquirido actualmente la teorfa de nimeros en modelos
criptogrificos. En este trabajo describimos una propuesta didsctica
para introducir el concepto de la funcién de Euler por medio de opera-
ciones con subconjuntos finitos de fracciones, caracterizados por una
propiedad sencilla. Relatamos la implementacién a nivel de primer
afio de la universidad y mostramos cémo adaptar la demostracién
usual de la férmula general, que utiliza el Principio de Inclusién y
Exclusién. Esta propuesta puede implementarse incluso a nivel de
ensefianza media, con las debidas adaptaciones (ver [1]).

Palabras claves: mdximo comin divisor, coprimos, funcién to-

tien, funcién de Euler

1. Introduccién

Si n un ndmero natural, entonces la funcidn de Euler, ¢ (n), es la cantidad
de naturales menores que 7 que son coprimos con 7, es decir que no tienen
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factores comunes con n. Ya la definicién tiene un sabor tan abstracto que
no seduce a la mayorfa de nuestros alumnos, a pesar de que apela solamente
a definiciones de la aritmética bésica. 5i a continuacidén preguntamos por el
valor ¢ (6}, esperando que el alumno mentalmente calcule 6 méximos comunes
divisores, anote también mentalmente cudles de elios da 1, y dé el resultado,
la decepcidn es inevitable.

Pero si le sugerimos gue observe la sucesién de fracciones:

6'6'6'6°6°6
y estudie cudntas de ellas son irreducibles, dird rdpidamente que son 2.

En una experiencis que comienza en la forma de arriba, participaron
alumnos del ciclo bésico de distintas carreras de orientacidn a las ciencias
exactas.

En cursos introductorios de Algebra, ejemplificar con subconjuntos finitos
caracterizados por alguna propiedad sencilla suele ser un recursc didéctico
atractivo a utilizar por el docente.

Tomemos por gjemplo, un conjunto finito de fracciones, con la propiedad
de que cada fraccidn tenga un denominador fijo n y numeradores m tal que

1<m<n.
123456
Fﬁ“{ﬁ?s’s’a’ﬁ’ﬁ}

Los alumnos realizan en un primer momento comentarios del tipo siguiente:
Fy tiene 6 elementos; é es la fraccién menor del conjunto y g = 1L

Cada dos fracciones en Fy son distintas, usando el eriterio de igualdad de
fracciones v el hecho que los numeradores estdn entre 1 v 6.

Adernds, por simple observacidn, sefialan que sélo hay dos fracciones de
Fi que no se pueden simplificar, es decir sdlo hay dos fracciones drreducibles:
15
° ?,Qué particularidad tienen los numeradores de las fracciones irreducibles?

En este caso particular %y g son irreducibles ya que ni 1 ni 5 tienen
divisores comunes con 6.

Por otra parte los elementos reducibles de Fg, serdn de la forma T € F,
siempre y cuando se puedan simplificar, v al hacerle exhaustivamente el
resultado de esta simplificacién serd la fraccién irreducible} donde & es un
divisor de 6, v a es un entero positivo, también entre 1 y 6.

En general el mdrimo comiin divisor entre a y b es 1. Es decir los nidimeros
a v b obtenidos finalmente seran coprimos.

La posibilidad de simplificar o no las fracciones de Fg y los distintos
divisores de 6, sugieren la idea de trabajar con subconjuntos del propio Fy v
proceder a contar sus elementos.
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Aquf surgieron otras preguntas:

; Cudntas fracciones reducibles de 75 después de simplificadas tienen de-
nominader 27. ;Cudntas con denominador 37, PFécilmente los alummnos des-
cubren que 3 = Zes la tinica fraccién de F; que se simplifica a una irreduccible
con denominador 2y 2 =1 y 4 = 2 los tnicos elementos de Fy que se sim-
plifican a irreduccibles con denominador 3.

Asf, hallaron los subconjuntos de F,

T B T ) i 1)

que corresponden a los divisores positivos del nimero 6: 1, 2 , 3 v 6 respec-
tivamente. Inmediatamente observan que podemos expresar al conjunto Fy
como la unién dijunta de estos subconjuntos:

Ie =LigUlgUlzglUlse

2. Desarrollo de la experiencia
2.1 Primera Etapa: Formulacidén del Problema

El problema es entonces:
Dado un nimerc entero positive n y el conjunto Fp = {1,2 . 2}

wia
A) | Es posible conocer la cantidad de elementos de F, gue son fracciones
trreducibles con denominador n?
Porque este ndmerc entonces nos dé ¢ (n).

B) ; Es posible calcular pare cade natural d, divisor positive de n, la canti-
dad de fracciones de F,, que ol simplificarse son irreducibles con denominador
d?

Porque esto sugiere que ¢ (n) puede caleularse de manera recursiva, cono-
ciendo los valores ¢ (d) con d < n.

2.2 Segunda Etapa: Notaciones, convenciones y definicién de
elementos auxiliares

Denotamos con med(a,b) al mdzimo comdn divisor entre a y b. Y si
med {a,b) = 1 diremos que los mimeros a y b son coprimos.

Con |A| se denota el cardinal del conjunte finito A.

Para el conjunto de divisores positivos de n utilizamos la notacién D(n).

Una herramienta bésica gue el alumno utilizard es el Teorema Fundamen-
tal de la Aritmética (ver [3]) nos dice que si 2 es un nimero entero positivo
tenemos que n se escribe, salvo la propiedad conmutativa, de manera tinica:

PR & 5 o 6.1
n=p; Py P’
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con pr, P, ..., 0, Dprimos positivos distintos y los oy entercs no negativos,
parat=1,...,¢.

A partir de que las fracciones irreducibles de F, son aquellas de la forma
tales que meod(m, n) = 1 y que también suponemos que en F,, hay fracciones

reducibles, la tarea es reducir cada fraccién de F, a su minima expresion.

forma ¢ , donde como ya mencionamos, d es un divisor positive de n con a
un entero positivo y 1 < a < d con @ y d coprimos. La fraccién § aparecerd
como la forma reducida de alguna fraccidn en Fi,.

La construccién de subconjuntos de Fy de fracciones irreducibles que se
obtienen por simplificacién cuyo denominador es algiin divisor d de 6, sugiere
la siguiente definicién:

Si d € D{n), entonces Iy, = {; e ; =—conayd coprimos}

2.3 Tercera Ftapa: Deducciones

Coavencidos de que para n grandes, es necesarico disponer de herramientas
més poderosas para poder contar log elementos irreducibles de F,,, los estu-
diantes optaron por comenzar analizando la segunda cuestién B). Para ello
caracterizaron las fracciones reducibles de F,, segiun los divisores positivos
del denominador, en nuestro ejemplo n = 6. Calcularon los cardinales:

he = {1} = el = 1
Izg = {%5 21 = |hgl = 2
.{225 = {;} T II2rﬁ| = 1
g = {33} == |lsg| = 2

Siendo ¢(n) la cantidad de enteros positivos coprimos y menores o iguales
que 7, los estudiantes concluyen también la equivalencia entre las dos defini-
ciones dadas y deducen que ¢{d) = |I4].

Como se tiene una unidn disjunta:

Fg=LgUlhgUlzsUlgg

los alumnos obtuvieron:
6 = |Fg| = |In6| + | 6] + | 13| + Hesl = ${1) + ¢{2) + (3} + ¢(6}

A continuacidn los alumnos propusieron familias de ejempios que clarifi-
can el cdleulo de la ¢ de Euler.

Ejemplo 1: n = p, con p primo. Entonces F, = {, £ .., i} ¥y COmo p es
primo tenemos D(p) = {1,p}. Ast F, =L, UL,y
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Bl = Ll + hpp| =
Aplicando que ¢{d) = |I4,, nos queda:

p=1+¢(p)
Asf los alumnos concluyeron que si p es primo, entonces:

op)=p~1

Ejemplo 2: n = p?, Fa = {#,%,...,ﬁ—:}. Luego D(p) = {1,p,p%}
entonces:

Fp=ligULpUlpgayp® =|Fal = |Lgp|+ | L+ | Lz e
Aplicando que ¢{d) = |I4x|, nos queda:
P =1+ 6(p) + $(p*)
Y se concluye que Vp primo se tiene ${p?) = p* — p = p{p — 1)
Ejemplo 3: n = pg, con py ¢ primos distintos. Luego D(pg) = {1,p,4, pg}

F g = I 1,09 Y Ipmq U Iq,pq U Ipq,pq
Y Pa IFPQI == |I1mqi + pr;m] + I'{q;pg| + ifm,ptzl
1+ ¢(p) + ¢(g) + ¢{pg)

De donde ¢(pg) =pg—p—qg+1=(p—1){g—1) = ¢(p)¢{q)

Ejemplo 4: n = p*, k € N. Ya los alumnos sugieren probar por induccién
que la proposicién:
Pk): ¢(p") =9 (p - 1)
es verdadera para todo & € N. Usando ejemplos 1 v 2, se ve que P(1) ¥
P (2) son verdaderas.
Suponiendo que P (d) es verdadera para todo d < k se prueba que P (&)

es verdadera. .
Fpk = Clic:pzk:'"ﬂ ik}a ComiG pk - gpp, D(pk) - {1’p§p2’m’p§c——1’pk}
k veces
entonces
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F‘Pk = Il,pk LJ Ep:pk U fpgma; .o kaml,pk U fpk’pk

IFP"J = iflmkl + |"‘Tp;zﬂ"| + lzpzﬂvi‘l et ]’{Pk”l:'ﬁkl + Efpk,pkl =g
Aplicando que ¢{d) = |Iyal, queda:

P =1+6(p) +¢(*") + ... + 6" ) + 8(r")
Entonces por la hipdtesis inductiva:
o) =o'~ -1~ . —plp-1) - (p-1) -1
Ast:
p*) =" ="+ P rp—p 1=

entonces:
¢(o") = p*(p - 1)
Y se concluye que P (k) es verdadera Yk € N.
De esta maners pudieron calcular las siguientes valores de la ¢ de Euler:

$(8) = 4, $(5) = 4, $(21) = 12, $(7) = 6 y $(36) = 12

A estas alturas, la familiaridad con las definiciones y propiedades permite
que los alumnos prueben ficilmente los siguientes resultados:

F, = U Id,n

deDin)
Sid # dentonces Iyn Nign =@
o{d) = |lzal
no= |Fl= Y al= Y ¢(d)

deXn) deD(n}

Ahora se completa la idea de cémo calcular ¢(n).

Del ejemple 4 sabemos que si p es primo, entonces ¢(pF) = p*1{p — 1).

El ejemplo 3 sugiere que es verdad que si @ es8 un enterc positivo v p es
un primo tal que e y p son coprimos {es decir p no divide a o), entonces para
todo entero positivo k vale que: ¢{ap®) = ¢{a)d(p").

Si vale esta propiedad, entonces para n = pi*...pM valdré:

¢(n) = ¢(py")... (0"
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Observemos que:

P 1 2 3 4 5 6
6 T 12x32%x32x3'2x3'2x3'2x3
{12125

e L D DMV = U UT
63238 } 2L 531 e

pues Fp= {3, 2} v Fa= {3,535}
Entonces:
.{6,5 = Fg — (Fg U Fg)

De esto se deduce que:

losl = |[Fs— (Fal £
= |Fg| — {|F3] + |F3| — [Fa N F3))
= 6—-(2+3-1)
= 2 (1)

Agui estamos usando que 6 = 2 x 3, donde 2 ¥ 3 son nimeros primos
positivos v que el cardinal de la unidn de dos conjuntos finitos es la suma de
los cardinales menos el cardinal de la interseccidn.

En el momento de generalizar la identidad anterior a un conjunto F,, los
alumnos aplican un conocimiento previo de gran utilidad: El Principio de
Inclusidn y Exclusién (PIE) (ver [5]) el cual establece:

PIE. Dados un conjunto finito U y Ay, ..., Ag, subconjunios de U, en-
tonces:

k k k
U-lJAl=1U1+3 (=) 3 |Aandn-- N4 (2)
=1 7=1 i3 <Cige <y

En nuestro caso si U = F,, entonces |U| = n.

De la factorizacidn de 6 en mimercs primos positivos, 6 = 2x 3 se obtienen
los conjuntos Fy , Py , Fg

Facilmente los alumnos descubren la siguiente relacién entre las fracciones
de Fy v Fy v Fg. Aqui surgieron preguntas del tipo:

. Es general que 8i d divide a n entonces Fy C F,7

La demostracién de esta propiedad no requiere demasiadas complica-
ciones, pero es conveniente que el docente formule aquf una sugerencia: si

n = dk entonces d < n y si % € Fy entonces h < d, de modo que en la
argumentacién % = %debe cbservarse que hk < dk por lo que % e F,.

Para n = 12 = 2? x 3 los alumnos ya descubren que:
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FIZ

{111151723511}

= FgUF, Ul

Ahora, la estrategia para generalizar (1) surge de manera natural:
Sabemos que n = p"pd? ... pi¥ con py, Py, ..., P, Primos positivos dis-
tintos y los o enteros no negativos, para ¢ == 1,...,f. Luego, si probamos

que:
£
F, = ( F;) L In,ﬁ (3)
i=1

entonces reemplazando A; = F» en la formula (2) del PIE, se tiene la gen-
eralizacién de (1)

La demostracion de (3) la realiza directamente el docente: sea f € F,,
si f = 1, entonces F;i, por gjemplo. Sea entonces f = 7 la representacion
irreducible de f. Si d = n, tenemos que [ € I,,. Sid < n, entonces
dmﬁflpszs--pt con B, < oy para i = 1,. ,yparaalgun@esﬁ <ae,,
es decir 3, < o; — 1. Entonces d es un dmsor (ie = PYps? e e p T gt
Luego f = 5 € Fy C Fn Recfprocamente I, , C Py, y para cada i vale que

F_ < B, por ser ™ un divisor de n. Esto prueba la identidad (3).

Es claro que

P
Prdximo paso es contar cudntos elementos hay en el conjunto F; n F!%
i '}

cuando § # j.
Ahora, £ € Fo NFe & z = -2 = % con b y ¢ enteros tales que
Bi P (ﬂ) (n)

Pi

1<b< ;z yl<eL ;; . Entonces bp; = cp;. Por el Teorema Fundamental

de la Aritmética, la descomposicidn en primos es ﬁnica, asi que b = blpj Y,

por lo tanto, z = ( } & I » . Reciprocamente, como T es divisor cie
pg.?j

Py

y , 88 Ve que F. .......... CFeNFx.

Por inducc 16}1 pod.emo& afirmar que para cualguier interseccién de b con-
juntos de la forma F» vamos a obtener:

B

h
F o= I L -
By P10 PR
i=1
Y, por consiguiente:
k n
Fa|= |Fazal = @
4 1Py ‘as
=1 Pi"Pn
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Ahora utilizamos (2), (3) ¥ (4} ¥ obtenemos:

k

i
Ll = [Bl+3 (-2 3
F=1

Fry NPy NN Fy

’rl,;l ?’!.,:2
1 Cige e <y
n o on n n
= n- ( o e ) R G ) A
L P2 By P Pie
RCRIEREEN
¥4 Lz Yo
Para la tltima identidad, observamos que:
1 1 1 1
1- (++..,+) e (1)
o P2 Dy PPy

- (o) () (0)

se deduce de la conocida relacién que d4 los coeficientes de un polinomio
como funciones simétricas de las rafces (ver [3] por ejemplo).
En definitiva se llega a:

()0 0-8)

3. Conclusiones

Aquf hay que observar que la demostracién a través del PIE presenta algu-
nas ventajas didécticas sobre la que aparece en ia bibliografia universalmente
utilizada.

En efecto, para usar el PIE es frecuente definir los conjuntos de la forma
A, = {m:p divide a m} y tanto el cardinal de los A, y como el de las
intersecciones hay que calcularlos, en cambio con esta técnica los cardinales
estdn en funcién de los que sabemos que tienen cardinal .

Un alto porcentaje de alumnos utiliza la formula pero ya con el concepto
elaborado y resuelve las aplicaciones que se han propuesto posteriormente.

3.2 BEvaluacién Diagndstica

El escenario elegido para realizar esta experiencia fueron las comisiones
de trabajos practicos donde es posible obtener un seguimiento més cabal de
los distintos grupos debido a la relacién docente-alumno.

En el enfoque tradicional los estudiantes no se involucraron en la resolu-
cién de los problemas planteados en relacién con este concepto tal como lo
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hicieron con esta $écnica que propone trabajar con fracciones, cbjetos que
le son familiares. Debe observarse que si bien la férmula (5) demostrada
para ¢ (n) es interesante a los fines tedricos, para fines précticos es de mayor

utilidad la férmula:
n= % ¢(d) (6)

En particular para los alumnos de Ingenierfa de Sistemas, la férmula (6)
toma mayor relevancia por su cardcter recurrente. Un porcentaje significative
incorporé el cdlculo de la funcién ¢ (n) de Euler en forma ansloga a algoritmos
como derivacién e integracién. Esta conclusidn surge de comparaciones con
afios anteriores v segmentos de distinta formacidn.
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