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Resumen

En el marco del proyecto de investigacién del Grupo Da Vinci,
Estrategias Diddcticas para la Ensefianza y el Aprendizaje Signi-
ficativo del Cdlculo Diferencial, este articulo presenta un método
alternativo para encontrar expresiones simplificadas con las cua-
les se pueden determinar las coordenadas y las ecuaciones de los
elementos de secciones cdnicas, con eje focal paralelo a uno de los
ejes coordenados, por medio de derivacién implicita partiendo de
la ecuacion general. A diferencia de otros métodos, y particular-
mente del método clasico utilizado en los textos convencionales
de geometria analitica, esta propuesta facilita la obtencion de los
elementos de estas secciones, pues no se requiere completar los
trinomios cuadrados perfectos para llevar la ecuacién general a
la ecuacién candnica.
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El método presentado es facilmente sistematizable a partir
de las expresiones que se entregan, las cuales se encuentran en
funcién de los coeficientes de las variables de la ecuacién general
en el dominio de los nimeros reales.
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Abstract

As a result of the research project “Strategies for differential
calculus meaningful teaching and learning”, this paper shows an
alternative method to find simplified expressions to determine
coordinates and equations for conical sections with focal axis
parallel to one coordinated axis by means of implicit derivatives
departing from general equation. Unlike other classical methods,
and particularly conventional methods used in analytical geome-
try textbooks, this proposal facilitates conical sections elements
and plotting as it does not require algebraic handle of the general
equation to convert it to the canonical equation form.

The method shown is easy to systematize from general expre-
ssions herein given, expressed in function of the coefficients of the
general equation variables in the range of the real numbers.
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1. INTRODUCCION

En los textos de geometria analitica, uno de los métodos clasicos
propuestos para obtener los elementos de secciones conicas a partir
de su ecuacion general, consiste en transformar, por medio de
operaciones algebraicas, esta expresion en su expresion candnica,
especificamente completando los trinomios cuadrados perfectos.

Para una persona con un buen manejo del algebra, este
método clasico puede resultar sencillo; sin embargo, cuando se
trata de su aprendizaje, es evidente la dificultad que manifiestan
los estudiantes para comprenderlo y aplicarlo, quizas debido a la
deficiencia generalizada de éstos en los procesos reversibles, es
decir, en la habilidad para devolverse después de aplicada una
operacion matematica®. No obstante, se puede abordar el tema de
las secciones conicas desde la perspectiva del calculo diferencial y
brindar un método alternativo a los tradicionalmente utilizados.

El desarrollo de la propuesta aqui presentada se hace a partir
del concepto geométrico de la derivada de una curva, como una
expresion general para la pendiente de todas las rectas tangentes a
ella. Para el caso de las conicas, dicho concepto permite determinar
las coordenadas de los punto(s) de interseccion de la conica con sus
ejes focales (vértices), pues en estos puntos en particular, la recta
tangente es horizontal o vertical, como se mostrara posteriormente
para cada una de ellas.

En ecuaciones generales como Ax’ + Bxy + Cy>’+Dx + Ey + F =0,

las variables x y y estan relacionadas de forma implicita, entonces

se recurrira a la derivacion implicita para obtener Z_y_
%

En este sentido, el método presentado permite encontrar
expresiones simplificadas para obtener las coordenadas de los
vértices a partir de los coeficientes de la ecuacién general y por
medio de la derivacién implicita, para posteriormente, determinar

% La misma situacién ha sido diagnosticada en el proyecto de investigacién
“Estrategias didacticas para la ensenanza y el aprendizaje significativo del calculo
diferencial”, desarrollada en el grupo de investigacién Da Vinei del ITM.
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las coordenadas y ecuaciones de los otros elementos de las secciones
utilizando sustituciones algebraicas y las propiedades geométricas
particulares de cada una de ellas.

A continuacién se presentara el desarrollo del método para
cada una de las secciones conicas: parabola, elipse e hipérbola. La
circunferencia se considerara como una particularizacion de la elipse.
El alcance de este articulo se limit6 a conicas con traslacién de ejes.

Al final, se presentara un cuadro resumen con las expresiones
simplificadas para los elementos de las secciones conicas, las cuales
se encuentran en funcién de los coeficientes de las variables de la
ecuacién general en el dominio de los nimeros reales.

2. Descripcion general del metodo

Las secciones conicas pueden expresarse algebraicamente
mediante ecuaciones de segundo grado o cuadraticas en dos
variables, asi:

A’ +Bxy+Cy?’+Dx+Ey+F=0 (1)

Con A y C no ambas cero, y B = 0 puesto que no hay rotacion
de ejes (Demana, Waits, Foley, & Kennedy, 2007, pag. 667).

Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacion general de la
seccion conica.

Los valores y el signo que toman A y C definen a cual de las
secciones conicas representa la ecuacion. Es asi como, sien la ecua-
cién 1 A = 0, se trata de una pardabola de eje focal horizontal,
si C = 0 entonces se tiene una pardbola de eje focal vertical.
Cuando A y C toman valores diferentes de cero y tienen igual signo,
la ecuacién 1 representa una elipse, y si son de signos contrarios,
representa una hipérbola.

Noétese como para las parabolas es facil identificar, a partir de
la ecuacion general, la direccién del eje focal dependiendo de si
A o Ctoman el valor de cero. Sin embargo, en el caso de las elipses
y las hipérbolas ya no es tan sencillo y, por lo tanto, se recurrira a
otro tipo de analisis para determinar la orientacion del eje focal.

Si se aplica el concepto geométrico de derivada a las secciones
conicas sin rotacidon de ejes, en los vértices la recta tangente es
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horizontal y/o vertical (Figura 1). Por lo tanto, para determinar las
coordenadas de éstos se hace necesario encontrar los puntos sobre
la grafica de las secciones conicas, donde la derivada se hace cero
o no se encuentra definida, esto es:
dy . dy
—=0 0 — =
dx dx

Como se menciond anteriormente, en la ecuacién general de las

ND

secciones conicas las variables x y y estan relacionadas de forma
implicita y, por lo tanto, se procedera a obtener una ecuacién
dy . B ek . i
general para 3 de cualquier seccion conica a partir de la ecuacién
general por derivacion implicita.
Derivando implicitamente la ecuacién 1 se tiene que:
dy —2Ax-D

dx 2Cy+E @

Por lo tanto las graficas de las secciones conicas tienen sus vér-
tices en los puntos donde se cumplen las siguientes condiciones:

dy_

E_O si —2Ax—-D=0 3
Y_ND  si 20y +E=0 %)
dx o Y h (

2.1 Método generalizado para la parabela

* Parabolas de eje focal horizontal
En parabolas de eje focal horizontal A = 0, por lo tanto la
ecuacion 2 queda definida como:
dy —-D
dx  2Cy+E

Se observa como el valor de la derivada nunca es cero, pero

dy  sipuede ser indefinida cuando: 2Ly +E=10
dx

ATM
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FiGURA 1. RECTAS TANGENTES EN GRAFICAS

DE SECCIONES CONICAS

PARABOLAS
y dy y
/ Miang = e =ND
Eje focal
v (hk) Eiefocal / dy
), je focal / Meang = - = 0
V (h,k)
- - X X
ELIPSES
dy

Vi

A

Miang = e =0

X

D K C(;m B  Ejefocal

C

HIPERBOLAS

dy
Miang = 'Jx_ =ND

dy
Meang = H =ND

Eje focal

V, Eje focal

(@}

hK)




Es decir, la recta tangente a la curva es vertical en ese punto
(Figura 2).
Despejando para y se obtiene:
y=-5:

FiGurA 2. PARABOLA DE EJE FOCAL HORIZONTAL

y=k V(h,k) Eje focal

Como puede observarse en la Figura 2, este valor de y corres-
ponde a la ordenada k del vértice de la parabola y del foco.

Como el vértice de coordenadas (h, k) pertenece a la parabola,
entonces debe satisfacer la ecuacién 1, con A = 0. Reemplazando
la ecuacion 5 en la ecuacién 1y resolviendo para x se obtiene la
abscisa del vértice:

TM




94 Métodeo para oblener los elementos de las secciones cénicas por medio de derhvacion implicita

Despejando se tiene:

x:hzw (6)
4CD

Luego el vértice tiene como coordenadas:

(h, )= (——

E’-4CF _E )
4CD 2C

Como el foco no es un punto sobre la parabola, no es posible
determinar sus coordenadas por medio de la derivacién y, en ese
caso, se hara de forma geométrica al igual que para la ecuacién
de la directriz (Figura 3). Para esto se requiere conocer el valor de
la longitud focal, la cual esta definida geométricamente (Sanchez,

2002, pag. 151) como:

P=~4C (7

FicurAa 3. ELEMENTOS DE LA PARABOLA DE EJE FOCAL HORIZONTAL

Directriz
x=h-p

V(h,k) F(h+p,k)
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Por lo tanto, las coordenadas del foco, las ecuaciones de la
directriz y del eje y el ancho focal estan definidas respectivamente
por:

E? — 4CF — D? E)

(h+pk) = (T,—Z—C‘

E? — ACF + D?

* Paréabolas de eje focal vertical:

En parabolas de eje focal vertical C =0, por lo tanto, la ecuacién
2 queda definida como:

dy —2Ax—D
dx E

Se puede observar como el valor de la derivada nunca es

3 2 dy |,
indefinido, pero i 9 puede ser cero cuando:

—2Ax~-D =0

Es decir, la recta tangente a la curva es horizontal en ese punto
(Figura 4). Despejando para x se obtiene:

D

X=—ﬁ

®

Como puede observarse en la Figura 4, este valor de x corres-
ponde a la abscisa h del vértice de la parabola y del foco.

Como el vértice de coordenadas (h, k), pertenece a la parabola,
entonces debe satisfacer la ecuaciéon 1, con C = 0. Reemplazando
la ecuacion 8 en la ecuacion 1 y resolviendo para y se obtiene la
ordenada del vértice:

ATM
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FIGURA 4. ELEMENTOS DE LA PARABOLA DE EJE FOCAL VERTICAL

Eje focal
/

dy
" /?{E‘O
y=

a(-2) +p(-2) +Ey+F =0
(_ZJ za) THYTES
DZ
— — E ——
4A+ y+ F=0

Al resolver para y se tiene:

D% — 4AF

yek=—g O

Luego el vértice tiene como coordenadas:

hi) = D D% — 4AF
(h k) = 24"  4AE

Aligual que en la parabola de eje focal horizontal, las coordena-
das del foco y la ecuacion de la directriz se determinaran de forma
geométrica (Figura 5). Para ello se requiere conocer el valor de la
longitud focal, la cual esta definida geométricamente (Sanchez,
2002, pag. 151) como:




... 10
P=-12 (10)

Ficura 5. ELEMENTOS DE LA PARABOLA DE EJE FOCAL VERTICAL

F| (hk+p)
) Directriz
V (hk) / y=k-p
— X
x=h

Por lo tanto las coordenadas del foco, las ecuaciones de la
directriz y del eje y el ancho focal estan definidas respectivamente
por:

D D? — 4AF — E?
(h'k+p)=(_z7' 4AE )
y— ko DI HAEHE

44E
D
x=h——ﬂ
E
l4pl = |-

ATM
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Métode para obiener los elementos de las secciones conicas por medio de derhacion implicita

2.2 Métedo generalizado para la elipse

Para la elipse, en la ecuacién 1, los valores de A y C son
diferentes de cero y tienen igual signo. Por lo tanto, la ecuacion 2
no cambia:

dy -—2Ax-D
dx 2Cy+E

Se observa en este caso como el valor de la derivada puede ser cero
o no estar definida, es decir, la recta tangente a la curva puede ser
horizontal o vertical como se muestra en la Figura 6 y, por lo tanto,
se cumplen las condiciones expresadas en las ecuaciones 3 y 4.

A diferencia de las parabolas, en la elipse no es facil determinar,
a partir de la ecuacién general, la orientacion del eje focal, esto es, si
tiene eje focal horizontal o vertical. En este caso, para determinar la
orientacién del eje focal, se recurrira a las propiedades geométricas
de la elipse, donde el semieje de mayor longitud corresponde al eje
focal. De acuerdo con lo anterior, se procedera primero a encontrar
las coordenadas de los puntos M, N, O, P, luego a determinar las
distancias d,,, y d,, (Figura 6) para establecer cual de los dos
corresponde al eje focal y continuar con el desarrollo del método.

FIGURA 6. VALOR DE LA PENDIENTE EN LA ELIPSE Y COORDENADAS DE LOS VERTICES

dy
Mtang = a =0
M(h;)’z) /
N (X], k) C(h:k) P(xz, k)
d
tang = 7= = ND
0 (h,y1) x




Sin perder generalidad, en la Figura 6 se puede observar que en
los puntos My 0 en los cuales j—i =0, la abscisa correspondiente
a estos puntos es igual a la abscisa h del centro de la elipse y en
los puntos Ny P en los cuales Z—Z = no existe, la ordenada corres-

pondiente es igual a la coordenada & del centro.

Despejando x en la ecuacién 3 se obtiene:

D

52 (11)

x=h=

Despejando y en la ecuacion 4 se obtiene:

E

~3C (12)

y = k =
Luego las coordenadas del centro:
D E
Bk = (-55.-55)

Para hallar las coordenadas de los vértices se parte de la
hipétesis de que los puntos M, N, O, P pertenecen a la elipse,
por lo tanto, deben satisfacer la ecuacion 1. Reemplazando las
ecuaciones 11 y 12 en la ecuaciéon 1 se obtienen las coordenadas
de dichos puntos:

D )
Para x = h = —oa4 Se tiene:

A —D)Z+C2 D( S +Ey+F=0
(_ZA o ZA) F =
4AF — D?
—_:0

Cy*+Ey+ 7]

ATM
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100 Métoddo pars obtener los elementos de las secoiones cénicas por medie de derbacion implicite

Al resolver esta ecuacidn cuadratica para y se tiene:

Z s 2
_E+JZE 4AACF+CD

y1= 57 (13)
Jﬂsz — 4ACF + CD?
Y2 = == (14)

Por lo tanto, las coordenadas de los puntos My O estan definidas

por:
2 e 2
b —E+ AE 4AACF+CD
M=|-=

24 2C
AE? — 4ACF + CD?
0 p E-7—7

124 26

Para y=k=—% se tiene:

2

A 2+C(—E) +D +E(—E)+F—0
. 2C . =T =

4CF — E?
i P

Ax? + Dx +
sl 4C

Al resolver esta ecuacién cuadratica para x se tiene:

2 s 2
i JAE 4ACCF +CD
X = 24 (15)

JAEZ — 4ACF + CD?
_D - C
X = A (16)

Luego las coordenadas de los puntos N y P estan definidas
por:




_p_ [AE*=4ACF +cD?

_ C
s 24 T
2 2
_p+ |AE 4ACCF+CD
PE 24 *ToF

Como se menciond anteriormente, con las coordenadas de
estos puntos, se procedera a establecer si la elipse tiene eje focal
horizontal o vertical determinando cual de los 2 segmentos OM o
NP es el semieje mayor.

Utilizando la formula de la distancia, se obtiene:

\[AEZ — 4ACF + CD?

A
d =
oM C
JAEZ — 4ACF + CD?
C
dNP - A

Al hacer las sustituciones correspondientes se puede presentar
una de las siguientes posibilidades:

Caso No. 1: d,, <d,, Laelipse es de eje focal horizontal

Caso No. 2: d,, >d,, La elipse es de eje focal vertical

Caso No. 3: d,, =d,, Caso particular de la elipse:

La circunferencia

Segun el caso, a continuacién se procedera a determinar los
demaés elementos de la elipse (Figura 7).

+  Elipse de eje focal horizontal

Caso No. 1: d,, <d,, Laelipse de eje focal horizontal
La longitud de los semiejes esta dada por:

. _dyp
Semieje mayor a= N

dTM
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102 Método para sbiener los elementos de fas secciones conicas por medio de derivacion implicita

FiGURA 7. ELEMENTOS DE LA ELIPSE

y f
h,k+c,
/ s (h,k+a)
(h,k+b)
(h-c,k). | —1 (h+c,k)
b a
(h-a,k) Vihk (h+a,k)
=~ S (h-b,k) | v (hk (h+b,k)
\
ke i (hk-c)
—> X
" dom
Semieje menor b = >

Al reemplazar ay b en la relacién pitagorica para las elipses
¢ =+a?—b?

Se obtiene la expresion de la longitud focal:

_/(C—A)(AE? — 4ACF + CD?)
€= ZAC

Por lo tanto, las coordenadas de los focos y la ecuacion del eje
focal para elipses de eje horizontal estan definidas respectivamente

por:
_ (JC=A)(AE*—4ACF + D) ~CD _E
(h+c,k)_< P =
(e = [/ C=DEET=4ACF + D) —CD _E
- - 2AC ¥ 2C




+ Elipse de eje focal vertical
Caso No. 2: d,, >d,, La elipse de eje focal vertical

La longitud de los semiejes esta dada por:

S .. _ dOM
emieje mayor @ =-—-
g dNP
Semieje menor b= =

Al reemplazar a y b en la relacién pitagorica para las elipses
¢ =+a?—b?

Se obtiene la expresion de la longitud focal:

_ /(A= C)(AE? — 4ACF +CD?)
‘= 24C

Por lo tanto, las coordenadas de los focos y la ecuacion del eje
focal para elipses de eje vertical estan definidas respectivamente
por:

[ D J(A—C)(AE? —4ACF +CD?) — AE
hyde ) = (‘ﬂ‘ 24C )
PR . —V (4 — C)(AE? — 4ACF + CD?) — AE
e 7 24C

SRRy

Caso No. 3: d,, =d,, representa una circunferencia

En este caso se puede utilizar cualquiera de los procedimientos
descritos, teniendo en cuenta que A y C toman valores iguales y
diferentes de cero.

ATM
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2.3 Meétodo generalizado para ia hiperbela

Para la hipérbola en la ecuacién 1 los valores de A y C son
diferentes de cero y tienen signos contrarios; sin embargo, para
efecto del analisis, la ecuacién 2 no cambia:

dy_—ZAx—D
dx 2Cy+E

Se observa como en este caso el valor de la derivada puede ser
cero o no estar definida, es decir, la recta tangente a la curva puede
ser horizontal o vertical como se muestra en la figura 8 y, por lo tanto,
se cumplen las condiciones expresadas en las ecuaciones 3 y 4.

Al igual que en las elipses, en la hipérbola no es facil determi-
nar, a partir de la ecuaciéon general, la orientacion del eje focal,
esto es, si tiene eje focal horizontal o vertical. En este caso para
determinar la orientacién del eje focal se recurrira al analisis de
la pendiente de las rectas tangentes (Figura 8), para los casos de
hipérbolas con eje focal horizontal y vertical, tal como se presenta
a continuacién.

En la figura 8a se puede observar una hipérbola de eje focal
horizontal donde en los vértices Ny P %= no existe, y la ordenada
correspondiente a estos puntos es igual a la coordenada & del
centro.

En este caso donde % al despejar y en la ecuacién 4 se
obtiene:

E

y==3¢ (17)

Para hallar las abscisas x, y x, de los vértices NV y P se parte
de la hipodtesis de que éstos pertenecen a la hipérbola y, por lo
tanto, deben satisfacer la ecuaciéon 1. Reemplazando la ecuacién
17 en la ecuacién 1 se pueden obtener las coordenadas de dichos
puntos, asi:
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FiGURrA 8. VALOR DE LA PENDIENTE EN LA HIPERBOLA Y COORDENADAS DE LOS VERTICES

m .. .
tang — a
N (x1, k) PGk

/ Ci(h,k) h,k)
I
! / o(h

! 0

e e i B B

Meang = d_x =

(@) )
“ E
Ax2+C(—-——) +Dx+E(——)+F=
Zr
Ax2+D ¥ ik =0 18
x x 7 = (18)

Se obtiene una expresion cuadratica, donde el valor de x esta
definido por:

3 C
x= — (19)

2 2
_Di_\/AE 4ACF + CD

Si el discriminante de la ecuacién 19 es positivo, esto es,

AE? — 4ACF + CD?
C

. E
Entonces la hipérbola corta la recta y = — = en los puntos

B y D (Figura 8a) y, por lo tanto, se trata de una hipérbola de eje
focal horizontal.

i
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106 Métode para oblener los elementos de fas secciones cénicas por medie de derbacion implicita

De forma similar, en la figura 8b se puede observar una

" : . L. d
hipérbola de eje focal vertical, donde en los vértices My O Y- 0,

y X
y la abscisa correspondiente a estos puntos es igual a la abscisa

del centro de la hipérbola.
En el segundo caso, donde (—i-)i = no existe al despejar x en la
ecuacién 3 se obtiene: 5

x= (20)

24

Para hallar las ordenadas y, y y, de los vértices Oy M se
parte de la hipo6tesis de que éstos pertenecen a la hipérbola y, por
lo tanto, deben satisfacer la ecuaciéon 1. Reemplazando la ecuacion
20 en la ecuacién 1 se pueden obtener las coordenadas de dichos
puntos, asi:

A( D)2+C 2+D( D)+E +F=0

24 Y g4) TRYTE=
Cy? + By — (2= 24F) _ g (21)
y? +Ey i =

Se obtiene una expresién cuadratica, donde el valor de y esta
definido por:

2 2
y \/AE 4AACF+CD

5 o - (22)

Si el discriminante de la ecuacién 22 es positivo, esto es,
p

AE? — 4ACF + CD?
2 =1




Entonces, la hipérbola corta la recta x = — ZE en los puntos

Oy M (Figura 8b) y, por lo tanto, se trata de una hipérbola de eje
focal vertical.

En conclusion, dependiendo del valor que tome el discriminante
de las ecuaciones 19 y 22 puede establecerse si se trata de una
hipérbola de eje focal horizontal o vertical.

*  Hipérbolas de eje focal horizontal

Si se cumple:

AE? — 4ACF + CD?
C

>0
Entonces tenemos una hipérbola de eje focal horizontal.

Ficura 9. HIPERBOLA DE EJE FOCAL HORIZONTAL

dy

Eje conjugado \ /mt ang = = = ND

Eje focal

F1 \N

(h,k)

Asi con la expresion 17 se puede obtener la ordenada de los
vértices. Puesto que ellos estan localizados sobre el eje focal,
entonces la expresiéon 17 también representa la ecuacion de este
eje y la ordenada de los otros elementos de la hipérbola que se
encuentran en el eje focal, como son el centro y los focos. Al estar

@

ITM
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los vértices sobre la curva, las abscisas de estos puntos estan dadas
por la solucién de la ecuacion 18:

2 e 2
e +\[AE 4ACCF +CD
% = = (23)

JAEZ — 4ACF + CD?
X2 = 24 (24)

Por lo tanto, los vértices N y P de la hipérbola de eje focal
horizontal tiene como coordenadas:

AE? — 4ACF + CD?
o4 [T ,

2A 'o2c

Al ser la curva simétrica con respecto al eje focal y al eje conju-
gado, entonces el centro de la hipérbola se encuentra localizado en
el punto de interseccién de los dos ejes (Sanchez, 2002, pag. 177).
Como se menciond6 anteriormente, la ordenada del centro y_es la
misma de los vértices por encontrarse estos puntos sobre el eje focal,
y la abscisa, por las condiciones de simetria, esta determinada por
el punto medio del segmento formado por los dos vértices. En otras
palabras, la expresion:

X1+ x5
X. = 2

(25)

representa la ecuacién para la abscisa del punto medio de un
segmento, donde x, y x, son las abscisas de los vértices.

Al sustituir las ecuaciones 23 y 24 en la ecuacion 25, se
obtiene:

D

xc=—2—A




Asi las coordenadas del centro de la hipérbola estan definidas
como:

oy = () = (50 = 5)

Faded = VR =T TR

Ahora se requiere conocer la longitud 2a entre los vértices,
el intercepto b de la curva con el eje conjugado? y la longitud 2¢
entre los focos para determinar las coordenadas de estos tltimos
y las ecuaciones de las asintotas, puesto que estan definidas
respectivamente como:

La longitud 2a se puede obtener como la diferencia entre las
abscisas de los vértices, esto es:

|x,—x,| = 2a (26)

Al sustituir las ecuaciones 23 y 24 en la ecuacion 26 se tiene:

JAEZ — 4ACF + CD?
_ C
24

a (27)

Como la interseccion b de la curva con el eje conjugado es
imaginaria, se recurrira al siguiente analisis para determinar su
valor.

! Las ecuaciones para y se definen en términos de valor absoluto, debido a que
representan distancias. Igual sucede para el caso de la hipérbola de eje focal
vertical.
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Ficura 10. CONSTRUCCION PARA DETERMINAR b EN HIPERBOLA DE EJE FOCAL HORIZONTAL

Eje conjugado

Q (h+a, k+b)
e P (XSI Vs)

VvV, Eje focal

En la Figura 10 el punto Q con coordenadas (h + a, k + b) sobre
la asintota no pertenece a la curva, por tanto, para determinar el
valor de b se considerara un punto P (x, y,) sobre la curva, con
¥, =k + b, y se procedera a partir de la ecuacién canénica para
hipérbolas de eje focal horizontal, asi:

(x—h)?* -k)?
az bz

1 (28)

Reemplazando las coordenadas de P en la ecuacion 28 se
tiene:

(x3—h)* (k+b—k)?
a2 b? =4

x5 —2hx; + (h* —2a%) =0




Por la férmula general se determina asi el valor de la abscisa
de P, x,
x3=h+avV2  (29)

Como y, =k + b, entonces:
b=y;—k (30)

Por consiguiente, para obtener el valor de b se hace necesario
hallar el valor de y,, reemplazando la ecuacién 29 en la ecuacién 1:

A(h+aV2 )2+Cy32+D(h-f_'a\ff)+Ey3+F=0

Resolviendo para y,, por la formula general, se obtiene:

—E+ JEZ— ac[A(h+av2)" +D(h + av2) + F]

Y3 = 2C (31)

Obtenida y,, ya es posible hallar el valor de b a partir de la
ecuacion 30

JEZ — ac[A(h+av2)" + D(h +aV2) + F]I
b =

2C I (32

Con los valores de a y b se determinan las coordenadas de
los focos (h £ ¢, k). Debido a que los focos no son puntos sobre
la hipérbola, entonces se procede a obtenerlos geométricamente
utilizando la relacion pitagorica:

c=+a?+b?
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«  Hipérbolas de eje focal vertical

Si se cumple:

AE? — 4ACF + CD?
a1 >0

Entonces, tenemos una hipérbola de eje focal vertical

Ficura 11. HIPERBOLA DE EJE FOCAL VERTICAL

Eje focal\
dy
Miang = a; =0
Fy /

M

Eje conjugado

C(h,k)

F>

Asi, con la expresion 20, se puede obtener las abscisas de
los vértices. Puesto que ellos estan localizados sobre el eje focal,
entonces la expresion 20 también representa la ecuacion de este eje
y la abscisa de los otros elementos de la hipérbola que se encuentran
en el eje focal, como son el centro y los focos. Al estar los vértices
sobre la curva, sus ordenadas estan dadas por la solucion de la

ecuacion 21:
. 2
_E+ (AE 4ACF + CD

A
= 33
Y1 2 (33)




JAEZ — 4ACF + CD?
- o P 7

= 4
Y2 2C (34)

Por lo tanto los vértices tienen como coordenadas:

AE? — 4ACF + CD?
D _Ei\/ A

24 2C

Al 1gual que la hipérbola de eje horizontal, esta curva es
simétrica con respecto al eje focal y al eje conjugado, entonces
el centro de la hipérbola se encuentra localizado en el punto de
interseccion de los dos ejes (Sanchez, 2002, pag. 177). La abscisa
del centro es la misma de los vértices por encontrarse dichos puntos
sobre el eje focal, y la ordenada, por las condiciones de simetria,
esta determinada por el punto medio del segmento formado por
los dos vértices. En otras palabras, la expresion:

=222 @35)
representa la ecuacién para la ordenada del punto medio de un
segmento, donde y, y y, son las ordenadas de los vértices.
Al sustituir las ecuaciones 33 y 34 en la ecuacidn 35, se
obtiene:

E

Yo =~==

2C

Asi, pues, las coordenadas del centro de la hipérbola estan
definidas como:

(xc,ye) = (h k) = (_%"EEE)
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Ahora se requiere conocer la longitud 2a entre los vértices, el
intercepto b de la curva con el eje conjugado y la longitud 2c entre
los focos para determinar las coordenadas de estos ultimos y las
ecuaciones de las asintotas, puesto que son definidas respectiva-
mente como:

(- kxe)
77 ek
y—k=_+_%(x—h)

La longitud 2a se puede obtener como la diferencia entre las
ordenadas de los vértices, asi:

Al sustituir las ecuaciones 33 y 34 en 36 se tiene:

JAEZ — 4ACF + CDZI
B | (37)

a= 2C

Como la interseccién b de la curva con el eje conjugado es
imaginaria, para determinar este valor se recurrira a un analisis
similar al desarrollado para la hipérbola de eje focal horizontal.

En la Figura 12 el punto O con coordenadas (h + b, k +a) sobre
la asintota no pertenece a la curva, por tanto, para determinar el
valor de b se considerara un punto P (x, y,) sobre la curva, con
x, =h + b, y se procedera a partir de la ecuacién canénica para
hipérbolas de eje focal vertical:

y—k? (=7 _

—~ =1 (38)




Ficura 12. CONSTRUCCION PARA DETERMINAR b EN HIPERBOLA DE EJE FOCAL VERTICAL

/ Eje focal

P (x3, y3)
/Q (h+b,k+a)
v, 5
a
N hk__| ). Eje conjugado

Reemplazando las coordenadas de P en la ecuacion 38 se
tiene:

(y3—k)? (h+b—h)?
az b? =1

y2 —2ky; + (k* —2a?) =0

Por la formula general se determina asi el valor de la ordenada
de P, v,

y;=k+av2  (39)

Como x, =h + b, entonces:

b=lx,~hl  (40)
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De esta forma, para obtener el valor de b se hace necesario hallar
el valor de x,, reemplazando la ecuacién 39 en la ecuacién 1, asi:

Axs? + C(k+av2 )+ Dx; + E(k + av2) + F =0

Resolviendo para x, por la formula general se obtiene:

-D + \/DZ — 44 [C(k +av2)’ +E(k +av2) + F] (41)
24

X3 =

Obtenida x,, ya es posible hallar el valor de b a partir de la
ecuacion 40.

| o2 - 4actez VD) + e 2 +r)|
o - | (42)

Con los valores de a y b se determinan las coordenadas de
los focos (h % ¢, k). Debido a que los focos no son puntos sobre
la hipérbola, entonces se procede a obtenerlos geométricamente
utilizando la relacién pitagorica:

c =+a?+ b?

En la tabla 1 se hace un resumen de los resultados obtenidos
para cada una de las secciones conicas analizadas.




TaBLA 1. COORDENADAS Y ECUACIONES GENERALES PARA LOS ELEMENTOS

DE SECCIONES CONICAS

ELEMENTO

Ecuacion General

EXPRESIONES GENERALES

EJE FOCAL HORIZONTAL

EJE FOCAL VERTICAL

Ax*+Cy* +Dx+Ey+F=0

Orientacion del eje

PARABOLAS CON VERTICE EN (h, k)

focal

Coordenadas de los

Si: A=0 y C=#0

Si: €C=0 y A=#0

vértices

Coordenadas del foco

E*- 4CF E
acD ' 2C

D D?— 4AF
24" 4AE

E*— 4CF—-D* E
4CD to2c

D D?— 4AF — E?
24’ 4AE
Ecuacion de la E? —4CF +D? D — 4AF + E?
directriz =0 = e
. . E D
Ecuacioén del eje = ==
! Y==3¢ =T
ELIPSES CON CENTRO EN (h, k)
Coordenadas del D E
centro (hke) = (_ﬂ' _Z_C')
Coordenadas de los

7= 2
_E+ AE 4A:F+CD

AE? — 4ACF + CD?
D =D+ e et E
vértices 24’ 20 24 "6
Distancia entre AEZ__MACLCLZ ﬂ_—4‘4CCF—+CD3
vértices doy = A dyp = )
Orientacion del eje : "
focal ) Si: doy <dyp Si: doy >dyp
Coordenadas de los +/(C— A)(AET - 4ACF +CDY) -CD E D +(A—C)(AE? — 4ACF + CD?) — AE
focos 2AC 'o2e0 24’ 2AC
2 z E D
Ecuacion del eje =—— SO
y . Y=o *="
HIPERBOLAS CON CENTRO EN (h, k)
QOrientacion del eje . AE? — 4ACF + CD? ’ AE? — 3ACF + CD*
focal Si: R A >0 Si: T
Coordenadas del D E
centro iy = (_ﬁ '_E)
D AE? — 4ACF + CD? E+ AE2 — 4ACF + CD?
Coordenadas de los Dt e _E _i ~EE £ A
vértices 24 V2 24° 2C
JAEZ — 4ACF +CD? JAEZ — 4ACF + CD?
& A
24 2C
JEZ — 4c[A(h £av2) + D(h £ aVZ) + F| JDZ - 44lc(ktav2)’ + E(k £aVZ) + F|
b
2C 24
c ﬂZ + bZ
Coordenadas de los E D )
focos (hic'_ﬁ) (_ﬂ'ki”)
" b a
Asintotas y—k=i-j(x—h) )'—kziz(x—h)

117



118

Métode para obt fos el tos de las secciones cénicas por medio de derbacion imphicita

3. D

ISCUSION

El método que se plantea en este articulo es de facil manejo para
los estudiantes de los primeros semestres de educacién superior,
puesto que para su aplicacién solo se requiere de la identificacion
de los valores que toman los coeficientes de las variables que
comprenden la ecuacion general, y su sustitucion en las expresiones
entregadas. Es posible recomendar su presentacion en los cursos de
geometria analitica, previa construccion de los conceptos relaciona-
dos con las secciones conicas y el estudio del método clasico, puesto
que se corre el riesgo que los estudiantes mecanicen el método en
detrimento del proceso analitico. En los cursos de calculo diferencial,
el desarrollo del método se puede presentar como una aplicacion de
la definicion geométrica de la derivada.

Cuando las expresiones propuestas se aplican de forma manual,
se requiere especial cuidado en las sustituciones por efectuar,
debido a la gran cantidad de términos involucrados en ellas.
Sin embargo, para salvar esta dificultad, se recomienda utilizar
herramientas informaticas para sistematizar las expresiones
simplificadas entregadas. Esto se constituye en una de las ventajas
del método, pues son de facil implementacion en herramientas
ofiméaticas corrientes.

En aplicaciones con secciones conicas, en el campo de la fisica,
el método propuesto entrega las coordenadas y las ecuaciones de
todos los elementos de estas secciones, sin recurrir al método clasico
basado en el algebra. Los coeficientes de las variables se pueden
trabajar directamente en el dominio de los reales, a diferencia del
método clasico que requeriria de un arduo trabajo de algebra®.

Por su parte, las expresiones que se presentan en la Tabla
1 fueron probadas para las diferentes secciones cénicas con
resultados satisfactorios y exactos, sin embargo, se invita al lector
a su utilizacion y verificacién exhaustiva.

»  KEsto es evidente cuando en la ecuacion general los coeficientes de las variables son
nameros racionales o irracionales, donde la operatividad en el método clasico se
complica en el momento de completar los trinomios cuadrados perfectos.




Es claro que el alcance del método no incluye secciones cnicas
con rotacién de ejes, lo cual los autores consideran un tema de
interés para trabajos futuros.

Luego de una exhaustiva revisién bibliografica, no se encon-
traron referencias de la aplicacién de la derivada implicita para
determinar las coordenadas de los vértices de secciones conicas, de
tal forma que se permitiera ampliar la discusién de los resultados
aqui presentados.

4, CONCLUSIONES

Se present6 un método alternativo para encontrar facilmente
las expresiones simplificadas que determinan las coordenadas y
las ecuaciones de los elementos de secciones conicas, las cuales se
presentaron en la tabla 1, caracterizadas por su facil aplicacién
y sistematizacion a partir de los coeficientes de las variables de
la ecuacién general, los cuales pueden estar en el dominio de los
numeros Reales.

Las expresiones propuestas fueron probadas para diferentes
secciones cOnicas, obteniéndose resultados satisfactorios y
exactos.
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