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Harnilronian Mechanics and Tarsky s Approach
Abstract. In the present article we present an approach by nsing
certain resulls reached by Tarsky to show, with the lnsitations
made explicit in the introduction, that Hamtltonian Mechaies can
be considered as a way of expressing propositions abont subsels in
the projective space. For this purpose we propose a very stniplified
Sormalized vystem in which the basic propositional functions
excpress the properties that permit the partial reconstriction of the
theoretical body of Hamilionian Mechanis.

Introduccion

En este estudio presentamos una breve formalizacion de
un segmento de la matematica en la mecianica cliasica,
que sirve como base para demostrar que los enunciados
dentro de este trozo son siempre relativos a4 subconjun-
tos del espacio proyectivo. Para esto, tomamos como
punto de partida un resultado de Alfred Tarsky (1956).

En este intento se toman como funciones proposicio-
nales basicas aquellas que expresan la geometria local de
las vartedades lagrangranas; es decir, la construccion de la
mecanica hamiltoniana estd basada en proposiciones que,
meludiblemente, hacen referencia continua a esta geo-
mettia y, en particular, a las nociones de vectores tan-
gentes y vectores normales a la variedad lagrangiana.

Las suposiciones que se hacen son un fanto restricti-
vas, pues en esta formalizacidn lo expresable esta dentro
de un sistema sintictico cuantificacional. Sin embargo,
no es la intencion el mostrar un esquema completo que
reconstruya formalmente a la mecanica hamiltoniana y el
conjunto completo de lo expresable en ella. Para eso,
habria que formalizar primero las expresiones matemati-
cas sobre las que dicha mecanica estd construida y erigir
toda una semdntica al respecto. Nuestra mntencidn es
mostrar que tal mecinica puede ser considerada como
una forma de expresar proposiciones traducibles 2 un ti-
po especial de conjuntos: los conjuntos proyectivos. Y es
aqui donde el rrabajo de Tarsky resulta importante, debi-
do a que si somos capaces de explicar que alguna parte
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de la mecanica hamiltoniana es reconstruible

en térmunos de proposiciones basadas de ma-

nerd exclusiva en expresiones acerca de con-
juntos proyectivos, entonces el tesultado de
Tarsky nos mdica que las proposiciones de la
mecanica hamiltoniana son siempre acerca de
subconjuntos del espacio proyectivo. Expo-
ner la posibilidad de lo anterior es el objetivo
del presente trabajo.

Para ello es necesario tratar de definir las
funciones.proposicionales primitivas, 4 partic
de las cuales el edificio entero serd cons-
trurdo  mediante la  consideracién  de  la
aplicacion a éstas de las operaciones logicas
permitidas dentro del sistema elegido. La
intencion del trabajo es demostrar, primero,
que dichas funciones proposicionales primi-

tivas definen conjuntos proyectivos, asi, el re-

sultado es inmediato. Sin embargo, la difi-
cultad estriba en que se requiere formalizar,
aunque sea minimamente, el lenguaje en el

cudl se expresan las proposiciones de la me-
canica. Este lenguaje es usual, pero tecnificado, y sera tal
tecnicidad la base de nuestro intento.

El apartado 1 de este articulo aborda la mecinica ha-
miltoniana de las ecuaciones de segundo orden, porque
estd intimamente relacionada con las ecuaciones diferen-
ciales de orden dos; bajo este esquema, ¢l conocimiento
de una integral de la ecuacién de Hamilton-Jacobi per-
mite, en ocasiones, resolver la ecuacion diferencial (re-
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cuérdese 1a solucion de D’Alembert de la ecuacion de

onda), ademds de establecer las direcciones en las cuales
el problema de Cauchy esti bien planteado {en el sentido
de Hadamard). Por si lo anterior fuese poco, la integral
completa se utiliza, también, para realizar expansiones
asintdticas alrededor de ella misma en la forma de un
tren de ondas moduladas:

N
Y= Z‘g, (xo,. ..,xN) T, (.S'(xo,. ..,,v,,;))

1=1

La existencia de esta integral nos permitird utilizar li-
bremente la ecuacion de Hamilton-Jacobi como 1a pro-
picdad definitoria de las normales exteriores, y las tan-
gentes, a las variedades lagrangianas. Primeramente pre-
tendemos motivar la eleccion de las funciones senten-
ciales bdsicas que utilizaremos para modelizar las expre-
siones. Posteriormente se llevara a cabo el proceso de
formalizacién que, como todos los procesos de este tipo,
limita la expresividad del lenguaje usual a cambio de una
mayor precision en el establecimiento de la deduccion.
Como en todo lenguaje formal que se considere como
metalenguaje de algo, en esta seccidn se mencionan las
construcciones bisicas realizadas en el apartado 1 y se
utiliza tal lenguaje formalizado para mostrar como las
expresiones de la mecinica hamiltoniana son definitorias
de conjuntos proyectivos. Este paso a la teoria de con-
juntos nos asegura estar inmersos ya en la matemdtica.
Ademas, el trinsito del lenguaje formal de la mecinica
hamiltoniana a la teoria de conjuntos, nos asegura estar,
propiamente, en la teoria matemdtica que la sustenta, la
cual es, como proponemos, la teoria de Jos subconjuntos
del espacio proyectivo. Ll nombre utilizado de “mecani-
ca hamiltoniana” es para traer, inmediatamente, reminis-
cencias de particulas, ondas y similares. Por lo demas,
ninguna caracteristica semantica, aunque presente, es
discutida con amplitud.

En resumen, el trabajo esti dividido en tres partes: en
la primera se presenta la mecinica hamiltoniana; en la
segunda se exponen las ideas de Tarsky relativas a los
conjuntos proyectivos y las funciones proposicionales y
se indica como utilizarlas para demostrar que cualquier
proposicioén de la mecinica hamiltoniana es una proposi-
cién sobre conjuntos proyectivos. En la tercera parte se
discute lo expuesto en las secciones anteriores.

1. Mecinica hamiltoniana de las ecuaciones de
segundo orden

En este apartado nos ocuparemos de la geometria local

de las superficies de discontinuidad de 1a ecuacion dife-
rencial semilineal de orden 2 (Courant y Hilbert, 1989):
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-+ I, Y, W, x,any)=0 (1)

Zb (\r, \N)

NE

donde V¥, = -—a—\l’.
Ox,

Al estudio de esta geometria lo llamaremos “meca-
nica hamiltoniana de las ecuaciones de orden 2”. El
principal objetivo de esta discusion es mostrar la im-
portancia, para la geometria local de las variedades la-
grangianas, de dos formas cuadraticas definitorias de
conjuntos proyectivus. Estas superficies de disconti-
nuidad, dadas siempre en términos de una parametri-
zacion local de Monge, se pueden definir, en la nota-
cidén conjuntista, Como sigue:

C={(xo,...,:\'N)lS(.x'o,...,.\'N)=0} ®

O sea, el conjunto de todos los punfos (ni,....xn) tales
que satisfacen la ecuacion S(xs,...,\w) = 0.

La geometria local de este conjunto ¢s en la que esra-
remos interesados en los parrafos restantes. Como se
puede apreciar, esta superficie queda adecuadamente de-
finida una vez que damos la forma explicita de la funcion
S. Esta se puede conocer si somos capaces de encontrar
una solucion de la ecuacién caracteristica de (1):

N
W7 =(pose-s )= D 0,05, =0 @)

4,720

en la forma de una integral completa que incluya N
constantes arbitrarias:

5= S(.\'o, ,-\'N§~\'3’~"’-\'?v) “@

Esta superficie de discontinuidad es una variedad la-
grangiana en la que, por definicion, se anula la 2-forma

simpléctica fundamental (Arnold, 1989):
Q=0 ®)

Es sencillo demostrar que csto es asi tomando en

-

, . 0
cuenta al momento canonico p, = ——5 y ala naturale-
Ox,

za antisimétrica de la 2-forma fundamental. Supondre-
mos que vale el teorema de existencia de Cauchy-
Kovalevsakaya (Courant y Hilbert, gp. ait) y que, por en-
de, la integral analitica completa existe. Esto hace de la
ccuacion caracteristica una identidad que podemos utili-
zar libremente para definir las normales exteriores a la
variedad lagrangiana

Podemos ver Ficilmente que la ecuacion (3) define una
forma cuadritica para las componentes de la normal ex-
terior en cada punto de C:
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Cozl(pvp )it =Z".:../>../>_,.= 0} ©

Por lo que en cada punto de la variedad lagrangiana
tenemos defimda para las componentes de la normal
extenior una conica, que en el peor de los casos serd un
punto. Iin ¢l haz tangente ocurre una situacion similar,
va que las direcciones bicaracterisncas estin fambicn
ubicadas sobre una comica asignada a cada punto de C.
Fsto se puede ver al escribir las ecuaciones caracteristi-

cas de la ecuacion (3):

Al
X, =
) ?
ol
bh=== ®)
o,

St nos olvidamos de Ta ccuacidn (7) v nos detenemos
en la ccuacion (8), deducimos que Jas componentes de
los vectores tangentes estan relacionadas por afinidad

con las componentes de la normal:

=Yhr 2

Se puede invertir esta transformacion para obtener:
N
= Z/;: '\- ’ (1(])
100

_] - « .
donde con & denotamos los coceficientes de la marnz

inversa 4 la de b, De aqui se obtiene st se apela a Ja orto-
gonalidad de las componentes normales v tangenciales
en una variedad lagranguana (valida cuando existe la inte-
gral complera (@bid))), a siguiente superficie en el espacio
rangente a cada punto de C:
C.={(x).00xy) Zl; xx,=0} (11)
que es otra conica. Las propiedades de estos conjuntos
se pueden caracrerizar en relacion con la posicion de la

recta al infinito del plano proyectivo:

n‘(‘R)=‘RF _{“}/- (12)

Sobre o conjunto de los nimeros reales, la relacion de
cquivalencia sefialada es ko que parte al espacio en clases
de puntos homoréricos a4 uno dado. Para demostrar que
los dos conjuntos anferiores son proyechivos, necesita-
mos enunciar la definicion de subconjuntos del espacio

proyectvo.
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Definicion 1
Decimos que un conjunto K es un subconjunto de
17 (R) si K, en la parametrizacion de Monge, estd defi-
nido por una forma homogénea ¢, de un orden cualquie-
ri. Esta forma homogénea se escribe cominmente en
coordenadas homogéneas, por lo que define rambién un
subconjunto de RN,

Lin ¢l espacio R™ la forma que determina al subcon-
junto proyectivo es no homogénea, pero la transforma-

cion: x; ==+ con /= 1,.,N lu homogenciza, es decir:
Ny

1 CORION B) (RN (13)

N,

Con la transformacion aducida, la posicion de la recta
A = 0. Asi, si
se apela a esta definicion, la naturaleza proyectiva de Cu

al infinito queda caracterizada por la linea

y Cr, asi como la autopolandad de los vectores normal y
rangente en cada punto, queda de manifiesto. Las rectas
al infinito de las superficies Cu y Cr estan caracterizadas
por las ecuaciones: pp = 0, N, =0. Los resultados de la
geometria proyectiva establecen que si la recra al infiniro
no foca 4 la conica, entonces ¢sta es una clipse. O sea, es
homeomorfa a una circunferencia,

Iin vista de lo anterior, resulta natural ¢l plantear una
integral completa de la forma (v, = 7):

S=O (Vv ) — ax (14)

por lo que la recta al infinito, en ¢l caso de Gy, queda
como @ = 0. Lin esra mntegral hemos omitido las cons-
tantes arbitrarias por comodidad en i notacion. En ¢
espacio rangente la recta al infinito determina la parame-
trizacion en términos de 4.

II. El teorema de Tarsky

Iin este apartado y en lo que resta del articulo, se utiliza-
s libremente la notacion de Lebesgue para conjuntos
(Tarsky, 1950). [ista es:

B @,y (15)

A eens s

y se lee: ¢l conjunto en el espacio de las variables mos-
tradas; en esfe Casor N\ que sanisface la condicion
®. Debemos recalear que @ es el enunciado de ral con-
dicion, por lo que es posible, en esta notacion, escribir la
formula:

I, (.\' < _)')

que determina ¢l plano, con borde incluido, sobre la
recta: v = y . Introducimos esta notacion de Lebesgue
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porque con ella es sencillo formular T dualidad logico-
mateniatica requerida para pasar de una construccion
SINFACHCA —CN NUCSTTO CASO UN SISt SINFACtico cuanti-
ticacional— «a la reoria de conjunios,

Por cjemplo, el predicado Py, que podria decie: s
rojo, tiene, en la notacion de Lebesgue, por conjunto de
clementos que lo satistiacen, el de todos aquellos objetos
que sean rojos: E{IN). La unlizacidon de simbolos sin-
categoremiticos como los paréntesis y las comillas obe-
dece a4 una necesidad de caridad en Ta exposicion, debido
4 que mediante tales simbolos es posible fijar la uniadad
de la lectura. Sin embargo, podrian evirarse siempre y
cuando no se afecre la univocidad del texro, aunque se
utilizacian frases de lectura dificd, como el simbolo de
Sheffer, o la notacion de Lukasiewicz. Los conjuntos (2),
6) y (11) del apartado anterior se pueden escribir facil-
mente en la notacion de Lebesgue,

Ll teorema de Tarsky (2bid) es ol siguiente:

Teorema 1

Las cinco operaciones logicas, cuando son aplicadas a
funciones proposicionales proyectivas, siempre condu-
cen a funciones proposicionales del mismo tipo.

En su trabajo original, Tacsky, defintd las funciones
proposicionales de la siguiente manera: en primer téro-
no, f1j0 las funciones proposicionales priminvas, que co-
reespondian a las proposiciones basicas de Ta arioméric
de los nimeros reales y, posteriormente, defini a las
funciones  proposicionales como ¢l menor  conjunto
formado mediante la aplicacion, un nimero finito de ve-
ces, de las cinco operaciones [ogicas que mangjo en su
construccion sintictica. Tales operaciones son: cuantiti-
cacion universal (V), cuannificacion existencial (3), nega-
cion (), disyuncion (v) y conjuncion (A).! Fn este rea-
bajo utlizaremos dos predicados como funciones pro-
posicionales primitivas en la formalizacion de Ta mecin-
ca hamiltoniana, y detiniremos ¢l conjunto de funciones
proposicionales recursiviamente.

Llamaremos conjunto proyectivo a aquel que satistaga
la primera definicion del segundo aparrado. Asi, tas con-
diciones impuestas bajo ¢l simbolo de Lebesgue seran
expresadas en rérminos de tormas homogéneas para ase-
gurarnos la proyecrividad del conjunto.

La definicion que proporciona Tarsky, siguiendo a Lo-
sin, de un conjunto proveetivo se detiene en la caracrern-
zacion de sus propiedades ropologicas. La detinicion es

COMO sigue:

1. Por snpuestio gue es posible reducir el wimero de simbolos, va
(que, por ejemplo, mediante consideraciones: semanticas pode-
mos expresar la conjuncion uediante b disynneion, negacion o

algin cuantificador cu términos del otro y los restantes signos.
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Definicion 2

Un conjunto de puntos es proyectivo cuando es obteni-
do a partir de un conjunto cerrado mediante fa aplica-
cion, un ndmero finito de veces, de dos operaciones:
proyeccion ortogonal y complementacion.

No trataremos de demostrar aqui la cquivalencia de la
definicion 1y la definicion 2, sin embuargo, recalcare-
mos que, en el contexto de Tarsky, la detimcion 2 ru-
vo un papel prominente para mostrar la generahidad
de su reorema.

En nuestro caso, en el contexto de Ta mecimea hamil-
toniana, podemos razonar del siguiente modo: parte de
la geometria loca de las variedades lagrangranas, detini-
das por el frente de onda S, estd contenidi en las formas
homogéneas 17 1177y, por ende, en los conjuntos pro-
VeCHvOs:

WE

i

El teorema de Tarsky nos asegura que todas las fun-
ciones proposicioniles, construdas a parfic de tomar to-
das las proposiciones v relaciones entre las formas cua-
drdncas U7 17 nos llevard siempre a4 conjuntos provec-
HVOS.

Aqui se requicre un poco mis de explicacion: los sim-
bolos B, 171 que aparecen bajo ¢l [ de Lebesgue se de-
ben inrerpretar —como va se menciond en la introduc-
c10n— como predicados que expresan una propiedad, en
este caso, la propiedad de que Lis componentes del vec-
tor al cual afecten sanstag a la torna cuadrinca que re-
presentan, Es decir, son predicados poliidicos.

Por cjemplo, escribiremos H{p) para expresar que
P = (pop) sansface a ki ccuacion caracterisfica; en
().
Ascverar la existencia de un vector en Co: [ C-es aseve-
car que 3N ) A 1)

muatemiatica nos da la formula:

E @) ) aw ‘(.\~))=U, E W (x)al (v)=

tanto que ¢l conjunto Ce:no es mas que [

La dudhidad  1ogico-

U [F )N e ()= 106

que tiene una inferpretacion. geométricit muy sencilla si

recordamos que T tormulia:
EAC)W A y)=U L r(s)an ()

es la proveccion del conjunto f2o 0 1) A N sobre
eleje ¥

lin nuestro ejemplo representa proveeaion sobre ¢l eye
X 1o que detiminvamente no es el caso. La fuerza, ven
altimo caso la debihdad de Ty formahzacion, depende de
que podamos escribir un gran niamero de funciones pro-

posicionales en rémunos de las proposiciones primutivis
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v 170 Con b reahizacon de eso como paso prelinu-
nar, L dwhdad logico-marenine nos permuee pasar o la
reornt de comunros. Ascverar Ly existencia de una varie-
dad Tagranguna cs, en nuestra tormalizacion, aseverir
que 30 AL aspecto que suponemos satistiuctorio. De

este modo, podemos enunciae fasigumente:

Teorema 2
Las proposiciones de L mecinica hamiltoniit son propo-
steiones seercat de conpuntos proyectivos,

Lo anterior se consizue de mmedearo o pacnr del reo-
rema de Tarsky, sise nenen en cuenra las siguientes con-
sideraciones: por mecimct hanultonna entenderemaos
aquel conjunto de proposiciones generado  recursivi-
mente a partir de los predicados v 1T Como se pro-
bo untes, estos predicados son detinitorios de conjuntos
provecnvos, por ende, b aphcar ol reorema de Tarsky se
obtene ol reoremi 20 1istn tornu de demostracion es -
ducriva Tl induccion se establead por ol reorema de

Tarsky.
Discusion y conclusiones

S CONSIvo un sistenid simricnco cuanficicional (Van
Frassen, 1987 fimitamente axionuanizable, v libremente

gvncmdo::
fl=< P a3, 0>

Al sisrema 1o Hamamos “mecamea hamiltonmna™;
donde P es ¢ conjunto de predicados (IF7y 170, 1 wres
¢l conjunto de variables (fos vectores rangentes X v los
vectores normales py, 3 es el conjunto de simbolos 16g1-
cos v O ¢s ¢l menor conjunto constnuble de oraciones
con los clementos de los conjuntos anteriores (confiene
alos predicados que afecran a las varables, a los predi-
cados formados medinte conjunciones, negaciones o
cuantificaciones). Fn este caso la capacidad de axiomat-
zacion finira del sistema proviene de la construccion
musma. Dentro de este contexto se utilizd o homomor-

fisny:
®©: 0>

donde T < TIV (R) es el conjunto asignado « la proposi-
aion de O, mrroducido por Tarsky en la demosrracion
del reorema 1. e este modo, ¢l teorema 2 es facilmente
demostrable a ravés del homomorfismo aducido, que
representa ol paso inducnvo en la demostracion mductiva.

e hecho, podemos ir mids Tejos sobre la sola base
del resultado de Tarsky al considerar clementos se-
manficos. Asi, asignariamos ¢l conjunto vacio 4 agque-
llos predicados carentes de exrension, como en ¢l caso

de (16), por lo que estariamos definendo enronces un

Ve B usi e Uxe, Mansoedumin 1599

modelo M = < O, [T > de nuestro sisteme sintactico
cuannticacional.
La verdad v falsedad quedarian bjadas ol eseablecer ¢l

mapeo (Ja asignacion):
Al ur—T

que sirve para inducir la valuacion mediante la trmula

conocida’
v{(@e ) =verdad = A \ = (/4]

Con esto se comprueba que Ta ecuacion (13) pone de
manitiesto ¢l cardacter insatisfactonio de la proposicion
expresada en H por lo que Mono es un modelo de (106).

Con esto queremos decir que la mterpretacion adecui-
da del reorema de Tarsky s en rérminos de la teoria de
los modelos, v que d reoremi I es ol establecimuento
de un modelo del cileulo proposicional de la aremé-
¢ de nimeros reales definibles mediunte tunciones pro-
posicionales proyectivas,

St consideramos el hecho sencillo de que las reorias -
sicas son acerca de eventos que ocurren etechviimente
en a realidad, no se puede estionar al lenguaje conseaudo
como unit axtonatizacion de dyin rrozo de la mecinica
cliasica, vit que ¢sra nos pretende hablar acerca de eventos
que suceden; sino solo como una formalizacion de la
reorfa nuitemanca subyacente. BEn nigor, ¢l sistema cons-
truido solo consta de presuposiciones fornules y senvin-
ricas v no del tipo el simbolo tal denotaca la enndad ral™.
Bunge (1967) llama a los homomorfismos “internos”,
porque van de concepros a conceptos, en tanfo que si ¢l
homomorfismo tiene por codominio algin conjunto de
objetos “reales” (como cuerpos sohidos), se le llama
“externo”,

Cabe sehalar que ¢l sistema no es completo st se con-
sidera que los reoremas de la mecanica se deducen sola-
mente a partic de los dos predicados bisicos infroduci-
dos; sin embargo, el principio de la minima accion si o
es, al menos en el espacio libre, ya que este fundamento
se puede ver en los siguientes rérminos: la funcional de
accion es generadora de transfornuiciones candnicas, por
ende, la solucion del problemia dindamico es reductible al
conocimiento de la transformacion candnica que lo dis-
minuye a su forma mis simple. Fista se puede conocer si,

y s0lo s1, se resuelve la ecuacion de Hamulton-Jacobi. Pe-

&)

Ll que esto sea asi provieue de considerar que los lenguajes con
sintaxis cuantificacional son libremuente: generados (Fuderton,
1987: 141).

3. Esia tormnla se lee: la preposicion @ es satistactible en M bajo 1a
asignacion . La notacion es la que se aiilizd en Van Frassen,

1987.
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ro la existencia de esta solucion no es otra cosa que
(I p). Evidentemente, es deseable el tratar de in-
cluir un considerable nimero de relaciones para tener la
posibilidad de una mayor expresividad, sin embargo, ello
conlleva un intento de ampliar el modelo introducido pa-
ra la sintaxis de H, en el cual se satisfagan las nuevas
proposiciones. No discutiremos, en este espacio, mds
sobre lo anterior.

Conviene recordar que los conjuntos proyectivos son
fundamentales en la fisica tedrica a partir del reconoc-
miento de que toda formula ha de ser dimensionalmente
homogénea. Este hecho es de grandes alcances, pues nos
permite establecer que toda formula, y en general toda
solucién de la ecuacion diferencial, mregral o mntegrodife-
rencial, por mencionar solo algunas, utiizada para des-
cribir el fendmeno, sea invariante ante homotecias y, en
consecuencia, reductible del espacio proyectivo al espa-
cio real medmante la ecuacion (13). Esta es la base, por
ejemplo, del conocido teorema de Buckingham-Vaschy
en la hidrodindmica, que nos permite expresar en fun-
¢ion de variables adimensionales (invariantes por cambio
de unidades) la solucion de las ecuaciones bisicas del
medio continuo.

in conclusion, podemos decir que hemos introducido
en este trabajo dos predicados a través de los cuales nos

CIENCIAS

fue posible demostrar un teorema simple relativo al len-
puaje formalizado que denominamos “mecdanica hamul-
foniana” construido con base en esos dos predicados.
También describimos un modelo de dicho  lenguaje
construido sobre un resultado de Tarsky.

Por supuesto, quedan abiertos mnumerables asuntos
relativos a este lenguaje que podria abordarse en otro
articulo.
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