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La mecánica hamiltoniana y el
enfoque de Tarsky*

Rolando Alvarado** y Máximo Agüero Granados***

HdiniJioiiian Mechanics and Tarsky 's Approach

Abstraer. !n ihe presen!, arlick ii-epresen! an approach by using
cerlaiÑ resnlts nached ky Tars!^ to show, with the limitations
made exphcit in !he ¿nlroduction, that Hamittonian Mechanics can

be considereá asa imy ofexpressíngpropositions abon! snbseís in
the projective pace. For t.hísparpóse nvpmpose a rerp' simplijied

Jnrmak-yeá system in which ihe basteproposiúonaíftniclions
express ihe pmperlies ihalpermií thepardal leconslniclinn oj the
theoreiical body ofHamiltonianMechanics.

Introducción

En este estudio presentamos una breve foimalización de
un segmento de la matemática en la mecájiica clásica,
que sirve como base para demostrar que los enunciados
dentro de este trozo son siempre relativos a subconjun-
tos dd espacio proyectivo. Para esto, tomarnos como

punto de partida un resultado de Alfred Tarsky (1956).
En este intento se tom;in como funciones proposicio-

mües básiCíLS aquellas que expresan la geometría local de
las variedades laginngianas; es decir, la constmcción de la
mecánica hamiltoniana está basada en proposiciones que,
ineludiblemente, hacen referencia continua a esta geo

metría y, en particular, a las nociones de vectores tan
gentes y vectores normales a la variedad lagrangiana.

Las suposiciones que se hacen son un tanto restricti
vas, pues en esta formalización lo expresadle está dentro
de un sistema sintáctico cuantificacional. Sin embargo,
no es la intención el mostrar un esquema completo que

reconstruya formalmente a la mecánica hamiltoniana y el
conjunto completo de lo expresadle en ella. Para eso,
habría que formalizar primero las expresiones matemáti
cas sobre las que dicha mecánica está constniida y erigir
toda una semántica al respecto. Nuestra intención es
mostrar que tal mecánica puede ser considerada como

una forma de expresar proposiciones traducibles a un ti
po especial de conjuntos; los conjuntos proyectivos. Y es
aquí donde el trabajo de Tarsky resulta importante, debi
do a que si somos capaces de explicar que alguna parte
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de la mecánica hiumiltoniana es reconstruidle

en témunos de proposiciones basadas de ma
nera exclusiva en expresiones acerca de con
juntos proyectivos, entonces el resultado de

Tarskynos indica que las proposiciones de la
mecánica hamiltoniana son siempre acerca de
subconjuntos del espacio proyectivo. Expo

ner la posibilidad de lo anterior es el objetivo

del presente trabajo.

Para ello es necesario tratar de definir las

funciones.preposicionales primitivas, a partir
de las cuales el edificio entero seni cons-

tiTJido mediante la consideración de la

aplicación a éstas de las operaciones lógicas
permitidas dentro del sistema elegido. La
intención del trabajo es demostrar, primero,
que dichas funciones proposicionales primi
tivas definen conjuntos proyectivos, así, el re
sultado es inmediato. Sin embargo, la difi
cultad estriba en que se requiere formalizar,
aunque sea mínimamente, el lenguaje en el
cual se expresan las proposiciones de la me-
cfmica. Este lenguaje es usual, pero tecnificado, y será tal
tecnicidad la base de nuestro intento.

El aparrado 1 de este artículo aborda la mecánica ha
miltoniana de 1:ls ecuaciones de segundo orden, porque
está íntimamente relacionada con las ecuaciones diferen

ciales de orden dos; bajo este esquema, el conocimiento
de una integi'al de la ecuación de Hamilton-Jacobi per
mite, en ocasiones, resolver la ecuación diferencial (re-
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cuérdese la scjiución do D'Alemberf de la ecuación de

onda), además de esfablecer las direccitmes en las cuales
el problemade Cauchy está bien plantevido (en el sentido
de Hadamard). Por si Icj anterior fuese pcjco, la integral
completa se utilira, también, para realizar expansiones
asintóticas alrededor de ella misma en la forma de un

tren de ondas moduladas:

N

^ =S ('Vo >•••>-Vn) T. (f(vo,••., -V,,))
1=1

La existencia de esfa intcgnd nos permitirá utilizar li
bremente la ecuación de Hamilton-Jacobi como la pro
piedad definitoria de las normales exteriores, y las nin-
gentes, a las variedades lagrangianas. Primeramente pre
tendemos motivar la elección de las funciones senten-

ciales básicas que utilizaremos para modelizar las expre
siones. Posteriormente se llevará a cabo el proceso de
formalización que, como todos los prtjcesos de este tipo,
limita la expresividad del lenguaje usual a cambio de una
maytjr precisión en el esrablecimiento de la deducción.
Como en todo lenguaje formal que se considere como
metalenguaje de algo, en esta sección se mencionan las
construcciones básicas realizadas en el apartado I y se
utiliza ral lenguaje formalizado para mostrar cómo las
expresiones de la mectínicihamiltoniana son definitorias
de conjuntos proyectivos. ELste paso a la teoría de con
juntos nos asegura estar inmersos ya en la matemática.
Además, el triinsito del lenguaje formal de la mecánica
hamiltoniana a la teoría de conjuntos, nos asegura estar,
propiamente, en la teoría matemática que la sustenta, la
cual es, como proponemos, la teoríade los subconjuntos
del espacio proyectivo. El nombre utilizado de "mecáni
ca hamiltoniana" es para traer, inmediatamente, reminis
cencias de partículas, ondas y similares. Por lo demás,
ninguna característica semtmtica, aunque presente, es
discutidacon amplitud.

En resumen, el trabajo está divididtj en tres partes; en
la primera se presenta la mecánica hamiltoniana; en la
segunda se exponen las ideas de Tarsky relativas a los
conjuntos proyectivos y las funciones proposicionales y
se indica cómo utilizarlas para demostrar que cualquier
proposición de la mecánicahamiltoniana es una proposi
ción sobre conjuntos proyectivos. En la tercera parte se
discutelo expuesto en las secciones anteriores.

I. Mecánica hamiltoniana de las ecuaciones de

segundo orden

En este apartado nos ocuparemos de la geometría local
de las superficies de discontinuidad de la ecuación dife
rencial semilineal de orden 2 (Courant y Hilbert, 1989):

40 CIENCIA EROO SUM

Z^..(x -vj :r^'V+IÍ% .vj=0 (1)
oxdx.

donde 4^, = — 4^.
av..

Al estudio de esta geometría lo llamaremos "mecá
nica hamiltoniana de las ecuaciones de orden 2". El

principal objetivo de esta discusióm es mostrar la im
portancia, para la geometría local de las variedades la
grangianas, de dos formas cuadráticas definitorias de
conjuntos proyectivos. Estas superficies de disconti
nuidad, dadas siempre en términos de una parametri-
zación local de Monge, se pueden definir, en la nota
ción conjuntista, como sigue:

(2)

O sea, el conjunto de todos los puntos (.Vj,...,\-N) tales
que satisfacenla ecuación .í'(Ao,...rV.) = 0.

La geometría local de este ccjnjunto es en la que esta-
remijs interesados en los párrafos restantes. Como se
puede apreciar, esta superficie queda adecuadamente de
finida una vez que damos la forma explícita de la función
S. Ésta se puede conocer si somos capaces de encontrar
una solución de la ecuación característica de (1):

't''=(A. '• ••.Av) = AA ="
:.J'Q

(3)

en la fomia de una integral comple^a que incluya N
constantes arbitrarias:

i" =i"(.Vo,..., .v^,; .Vfl,...,xh) (4)

Esta superficie de discontinuidad es una variedad la-
grangivina en la que, por definicitjn, se anula la 2-forma
simpléctica fundamental (Amold, 1989):

n|,.=o (3)

Es sencillo demostrar que esto es así tomando en

cuenta al momento canónico = S y a la naturale-
av,

za antisimétrica de la 2-forma fundamental. Supondre
mos que vale el teorema de existencia de Cauchy-
Kovalevsakaya (Courant y Hilbert, op. di) y que, por en
de, la integral analítica completa existe. Est(i hace de la
ecuación característica una identidad que podemos utili
zar libremente para definir la-s ncjmvales exteriores a la
variedad lagrangiíuva.

Podemos ver fácilmente que la ecuación (3) define una
fomva cuadrática para las componentes de la normal ex
terior en cada punto de C:

( Nuhihií Uho. 1999
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C ={(/) (6)

Por lo que en cada punrcj de la variedad lagrangiana
tenemos definida para las componentes de la normal

exteritrr una cónica, que en el peor de los castjs ^x•^á un

punto, luí el haz tangente ocurre una simación similar,

va que IvLs direcciones bicaracterísticas están también
ubicadíLs sobre una cónica asignada a cada punto de C.

listo se puede ver al escribir las ecuaciones canicterísti-

cas de la ecuacitín (3):

'>•

A=----
f'.V

(7)

(«)

Si nos olvidamos de la ecuación (7) y nos detenemos

en la ecuacitin (8), deducimos que 1;ls componentes de
los vectores tiuigentes están relacionadas por afinidad

con las componentes de la nomral:

•A = (9)

Se puede invertir esta transformación para obtener;

A=Z^^- -
/. • - O

donde con denotamos los coeficientes de la matriz

inversa a la de A- De aquí se obtiene si se apela a la orto-

gtinalidad de las componentes normales y tangenciales

en una variedad lagnmgiana (válida cuando existe la inte

gral completa (ihúl.)), la siguiente superficie en el espacio

tíuigente a cada punttj de C:

(11)

que es otra cónica, l.as propiedades de estos conjuiutjs

se pueden caracterizar en relación con la posición de la

recta al infinito del plano proyectivtj:

-{(•}/ (12)

Sobre el conjunto de los números reales, la relación de

equivíilencia señalada es la que parte al espacio i-n clases

de puntos homotétictjs a uno dadtj. Para demostrar que

los dos conjuntos anteriores son proyectivos, necesita

mos enunciar la definición de subconjuntos del espacio

proyectivo.
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Defínición 1

Decimos que un conjunto K es un subctnijunto de

n si K, en la panimetrización de Mcjiige, está defi

nido por una forma homtjgénea <j), de un orden cualquie
ra. ISsta fomia homogénea se escribe comúnmente en
coordenadas homtjgéneas, ptjr lo que define también un

subconjunto de

LLn el espacio la tbrma que determina al subcon
junto proyectivo es no homogénea, pero la transfonna-

ción: -v)' = con i = la homogeneiza, es decir:
-W.

bV,. ..) = .V. .4) (13)

CcMi la tr.uis formación aducida, la posición de la recra
al infinito queda caracterizada por la línea: .\c = 0. Así, si
se apela a esta definición, la naturaleza proyectiva de G.-
y Cr, así como ta autopolaridad de los vectores nomial y
tangente en cada punto, queda de manifiesttj. Las rectas
al infinito de las superficies Gj y G están caracterizadius

por las ecuaciones: />o = O, .V,, =U. Los resultados de la

geometría proyecti\'a establecen que si la recta 'al infinito
no toca a la cónica, entonces ésta es una elipse. O sea, es
hometJinorfa a una circunferencia.

Im vista de Itj anteritjr, resulta natural el pl.mtear una
integial completa de la fomva (.v, = /):

.f = O (.Vi,...,.\;\) —(Oí (14)

por lo que la recta íÜ infinito, en el caso de G;, queda

comtj (O = 0. Ln esta integnd hemos omitido las cons

tantes arbitrarias por comodidad en la notación. En el
espacio tangente la recta al infinito determina la panune-
trización en témiinos de /.

11. El teorema de Tarsky

Im esteapartado y en lo que resta del artículo, se utiliza
ra libremente la noración de Lebe.sgue para conjuntos
(Tarsky, 1936). lista es:

11 (15)

y se lee: el conjunto en el espacio de las variables mos
tradas; en este cascr: .v.,—que satisface la ccíiidición
O. Debemos recalcar que <t) es el enunciadir de tal con
dición, por lo que es posible, en esta notación, escribir la
fórmula:

que determina el plano, con borde incluido, sobre la
recra: .v = y . Introducimos esta notación de Ix'besgue
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p(jrc]ue CíJii ella es sencillo Ibnnular la dualidad kjgico
mafemárica recjuerida para pasar de una consrnicción
sinrácrica —en nuestro caso un sistema sintáctico cuanti-

ficaci(jn;i]—a la teoría de conjuntos.

P(jr ejemplo, el predicado F.v, que podría decir: .v es
rojo, tiene, en la ntrtación üe Lebesgue, por ctjnjunto de

elementcrs que lo satisfacen, el de todos aquellos objetos
que se;ui rojtjs: 1-a utilización de símbolos sin-
categtjremáticos como los paréntesis y las comillas obe
dece a una necesidad de claridad en la exposición, debido

a que medi;mte tales símbolos es posible fijar la unicidad
de la lectura. Sin embargo, podrían evitarse siempre y
cuando no se afecte la univcjcidad del texto, aunque se

utilizarían frases de lectura difícil, com<j el símbolo de

Sheffer, o la notación de LuUasiewicz. LtJS ctjnjuntos (2),

(6) y (11) del apartado anterior se pueden escribir fácil
mente en la notación de Lebesgue.

L'l teorema de 'farsky (ibúl.) es el siguiente:

Teorema 1

Las cinco opcracittnes lógicas, cuando son aplicadas a
funciones proposicitjnales proyectivas, siempre condu
cen a funciones proposicioir,iles del mismo tipo.

En su trabajo original, Tarsky, definió las funciones
proposicion-ales de la siguiente manera: en primer térmi
no, fijé; las fíinciones proposicionales primitivas, que co
rrespondían a las proposiciones básicas de la aritJiiética
de los néimeros reales y, posteriormente, dehnié) a las

funciones proposicionales como el menor conjunto
formado mediante la aplicación, un número finito de ve
ces, de las cinco operaciones lógicas que m;uiejé) en su
constnicción sintáctica. Tales openiciones son: cuantifi-

caciéin universal (V), cuantificación existencial (3), nega

ción ( ), disyunción (v) y conjunción (a).' En este tra
bajo utilizaremos dos predicados como funciones pro
posicionales primitivas en la lórmalización de la mecáni
ca hamiltoniana, y definiremos el conjunto de fíinciones
proposicionales recursivamente.

Llmnaremos conjunto proyectivo a aquel que satisfaga
la primera dehnición del segundo apartado. .Así, las con
diciones impuestas bajo el símbtrlo de ÍA'besgue serán
expresadas en términos de formas homogéneas para ase
gurarnos la proyecti\'idad del conjunto.

1.a definicií'tn que proporciona Tarsky, siguiendo a l.u-
sin, de un conjunto provectn'o se detiene en la caracteri
zación de sus propiedades topológicas. La definicii'm es
como signe:

1. Por snpiU'sK) i|iic cs posible reclutlr el uúiiiero ile siiiibolos, ya

cpie, por ejemplo, meillaiile coiisideracioni's semáiiliras pode

mos expresar la coiijimeióu medíanle la disvmiciou, iiej;ae¡oii o

algún cmmiilicador en lérminos del oiro y los restanles signos.
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Definición 2

Un conjunto de puntos es proyectivo cuando es obteni
do a partir de un conjunto cerrado medrante la aplica
ción, un número finito de veces, de dos operaciones:

jiroyección ortogonal y complementación.

Ko trataremos de demostrar aquí la equivalencia de la
definición 1 y la detiniciéin 2, sin embargo, recalcare

mos que, en el contexto de Tarsky, la definición 2 tu-
vti un papel prominente para mostrar la generalidad
de su teorema.

En nuestro caso, en el contexto de la meciuiica hiuTul-

toniíuia, ptrdemos razonar del siguiente modo: parte de
la geometría local de las variedades lagrangianas, defini
das por el frente de onda .T, está contenida en lius formas
homogéneas IT', 11"' y, por ende, en los con|untos pro-
vectivos:

E., , IT'.H,^ IT'-'

El teorema de Tarsky nos asegura que todas las fun
ciones proposicionales, construidas a partir de tomar to
das las proposiciones y relaciones entre las formas cua
dráticas IT', IT'', nos llevará siempre a conjuntos proyec-
tivos.

.•\quí se requiere un poco más de explicacii'in: los sím
bolos IT', IT"' que aparecen bajo el /: de Lebesgue se de
ben interpretar -como ya se mencioné) en la introduc-
ciéjii- como predicados que expres;ui una propiedad, en
este caso, la propiedad de que las componentes del vec
tor al cual afecten satisfaga a la forma cuadrática que re

presentan. Es decir, son predicados poliádicos.
Por ejemplo, escribiremos lT'(/>) para expresar que

p = (y ,...,/'.-.) satisface a la ecuacu'jn característica; en

t-.mto que el conjunto G.-no es más que I:. ,,, IT'Í /»).

."óseverar la existencia de un \ ector en C.. fl é -es ase\'e-

rar que 3(.\) IT'(.\) a IT''(.\). La dualidad léjgico-
matemática nos da la fiirmula:

(3 (.v) IT'(.v) AIT' •(.v))= U,£, IT'(.v) A(T (.v) =

U,. [/iJT'(.v)nL,IT'-'(.v)]=d ilG:
que tiene una interpretaciérn geométrica muv sencilla si
recordamos qtie la fiéirmulu:

E..3( .r)lT'(.v)AlT'( y) =u,/i 1T'(.v)aIT' ( y)

es la proveccu'in del conjunto , IT'(.v) s IT '; i) sobre
el eje V.

En nuestro e|emplo representa provecciém sobre el e)e
•Y; lo que definitivamente no es el caso. La fuerza, v en
último caso la debilidad de la formahzacuin, depende de

que [ludamos escribir un gran número de flinciones pro-
[losicionales en términos de las proposiciones primitnas
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II ' V 11'. ijin 1.1 a-.iliz.icion de eso como paso prelimi

nar, l.i du.ilidad logico-m.ifL'm.ific.i nos pennire pasar a l.i
leona de con|unros. .\se\ erar la existencia de lina \ arie-

d.id lagr.ingiana es, en ntiestra tormaiizaciiKi, asex'erar

que 3i / i II ( /•), .ispecto L|ue suponemos safistacforio. De
este modo, podemos enunciar la siguiente:

Teorema 2

]„is proposiciones de la mec.unca hiuniltonr.uia son propo
siciones .icerc.i de con|untos ¡trovectnos.

],o anterior se consigui- de inmi'iii.ito a partir del feo-

rema de r.irskv, si se tienen en cuenta las siguientes con-

sideracioni's: por mec.inica hamiltoniana entenderemos

.iqiiel con|unto de proposiciones generado recursix'a-
mente a partir de los predic.idos 11" e H"'. (auno se pro-
lió antes, estos predicados son dehniforios de coniuntos
provectnos, por ende. .il aplicar el teorema ele Tarskv se

obtiene el teorema 2. lista torma de demostración es in-

iluctna. r.il intluccion se estahlecu) por el teorema de

r.irskv.

Discusión y conclusiones

Se constnivi') un sistema sintáctico cuantificacionvil (\'an

hrassen, 1')<S7) finitamente axiomatizable, y lilireinente

generado:-

//=</', I D; 3, Ó >

:\ ta! sistema lo llamamos "mecánica hamiltoniana",

donde P es el con|unto de predicados (II'y II '), I ares
el conjunto de x'ariables (los x'ectores tangentes .V y los

r ectores normales /i), 3 es el conjunto de símbolos lógi

cos V O es el menor conjunto construible de oraciones

con los elementos de los conjuntos citeriores (contiene

a los predicados que afectan a las variables, a los predi
cados formados mediante conjunciones, negaciones o

cuantificaciones). fin este caso la capacidad de axiomati-
zacit'tn hnita del sistema proviene de la construcción
misma. Dentro de este contexto se utilizó el homomor-

fismo:

©: O r

donde F c C'Jl) txs el conjunto asignatio a la proposi
ción de O, introducido por Tarsky en la demostración
del teorema 1. De este modo, el teorema 2 es fácilmente

demostrable a través del homotiiorhstno aducido, que
representa el paso inductix'o en la demostración inductirai.

De hecho, podemos ir más lejos sobre la sola base
del resultado de Tarsky al considerar elementos se
mánticos. .ósí, asignaríamos el conjunto vacío a aque
llos predicados carentes de extensión, como en el caso
de (16), por lo que estaríamos definiendo entonces un

modelo ,\/ = < ©, F > de nuestro sistema sintáctico

cuantihcacional.

La \ erdad y hilsetlad quedarían lijadas al establecer el

mapeo (la asignación):

á : I ar —^ F

que sime para inilucir la valuación mediante la tórmula

conocida:^

u (O e O) = verdad <=>.)/ \- Q [A]

iJon esto se comprueba que la ecuación (1.2) pone de
manihesto el carácter insatisfactorio de la proposición
expresada en 11 por lo que Alno es un modelo de (16).

Fon esto queremos decir que la inferpretacii'tn adecua
da del teorema de Tarsky es en términos tle la teoría de
los modelos, y que el teorema 1 es el establecimiento
de un modelo del cálculo proposicional de la aritméti
ca de números reales definibles mediante t'unciones pro-
posicionales proyectivas.

,Si consideramos el hecho sencillo de que Itts teorías h-

sicas son acerca ele eventos que ocurren efectí\'amente
en la realidad, no se puede estimar al lenguaje constniido
como una axiomatizaciéin de algún trozo de la mecánica

clásica, yaque ésta nos pretende hablar acerca de eventos
que suceden; sino séilo como una formalización de la
teoría matemática subyacente, lin rigor, el sistema cons-
rruidtj si'ilo consta de presuposiciones formales y semán
ticas Vno del tipo "el símbolo tal denot-a a la entidad tal".
Bunge (1967) llama a los homomortlsmos "internos",
porijue van de conceptos a conceptos, en tanto que si el
homomorfismo tiene por codominio algi'in conjunto de
objetos "reales" (como cuerpos sétlidos), se le llama
tí )>

externo .

Cáibe señalar que el sistema no es completo si se con
sidera que los teoremtts de la mecánica se deducen sola
mente a ptirtir de los dos predicados básicos introduci
dos; sin embargo, el principio de la mínima accit'in sí lo
es, ;il menos en el espacio libre, ya que este íundamento
se puede ver en los siguientes términos: la funcional de
acción es generadora de transformaciones canónicas, por
ende, la solucit'in del problema tlinámico es reducfible al
conocimiento de la transformación canónica que lo dis
minuye a su forma más simple. Ksta se puede conocer si,
y sólo si, se resuelve la ecuación de Mamilton-Jacobi. I'e-

2. \i\ ijiK' esto sen así jirovieae de coiisi<Íerar míe los leii)Jua¡es con

sintaxis cnaniitlcaciona] son libremente i^eiierados (Rtulerlon,

1987; 141).

3. lista íónnnla se lee: la preposición es satistactible en A7 bajo la

asignación La notación es la (|ne se utilizó en Vmi Hrassen,

1987.
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[•o la existencia de esta solución no es otra cosa que

3(/))(íi^(/))). tívidentemcnrc, es deseable el tratar de in
cluir un considerable número de relaciones para tener la
posibilidad de una mayor expresividad, sin embargo, ello
conlleva un intento de íimpliarel modelo introducido pa
ra la sintaxis de H, en el cutd se satisfagan las nuevas

proposiciones. No disciirlreintxs, en este espacitj, más
sobre lo anterior.

Conviene recordar que los conjuntos proyectivos son
fundíimentalcs en la física teórica a partir del rec<;nuci-
miento de que toda fórmula ba de ser dimensionalmcnte

homogénea. Este hecho es de gi-,indes alcíinces, pues nos
permite establecer que roda fórniula, y en general roda
solución de la ecuación diferencial, inregrd o integrodife-
rencial, por mencionar sólo algunas, utilizada para des
cribir el fenómeno, sea inx'uriante ante htjmotecias y, en
consecuencia, reductible del espacio proycctivo d espa
cio real mediante la ecuación (13). Esta es la base, por
ejemplo, del ctjnocido teorema de Buckingham-Vaschy
en la hidrodinfimica, que nos permite expresar en fim-
ción de variables adimensionales (invariantes por cambio
de unidades) la solución de las ecuaciones básicas del
medio continuo.

En conclusión, podemias decir que hemos introducido
en este trabajt.) dos predicados a fnivés de los cuales ntjs

file posible demostrar un teorema simple relativo al len
guaje formalizado que denominamos "mecánica hamil-
tonhina" construido con base en esos dos predicados.
Tvimbién describimos un modelo de dicho lenguaje
construido sobre un resultado de Tarsky.

Por supuesto, quedan abiertos innumerables asuntos
relativos a este lenguaje que podría abordarse en tjtro
artículo.
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