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Resumen. En 1997 se descubrié un nuevo
tipo de solitones, bautizados en 1999 como
“solitones embebidos”. Estas peculiares ondas
no lineales son interesantes porque existen
bajo condiciones en las que hasta hace poco
se crefa que la propagacion de ondas solitarias
era imposible. En este trabajo se explica qué
son los solitones embebidos, en qué modelos se
han encontrado, y qué variantes existen
(estables, inestables, continuos, discretos, etc.).
Palabras clave: solitones embebidos, ondas
no lineales, ondas solitarias.

Embedded Solitons: Stable, Unstable,
Continuous and Discrete

Abstract. In 1997 a new type of soliton was
discovered, and its variants were baptized as
“embedded solitons” in 1999. These peculiar
nonlinear waves are interesting because they
exist under conditions in which, until
recently, it was considered that the
propagation of solitary waves was impossible.
This communication explains what these
embedded solitons are, in which models they have
been found, and what variants exist (stable,

Introduccién

Los solitones son ondas solitarias capaces de propagarse sin
distorsion a través de sistemas no lineales, es decir, sistemas
cuyo comportamiento esta gobernado por ecuaciones no li-
neales (ecuaciones diferenciales parciales, en el caso de siste-
mas continuos, y ecuaciones diferenciales y en diferencias,
en el caso de sistemas discretos). En un principio, el término
‘solitén’ s6lo se aplicaba a ondas muy estables, que recupera-
ban su forma y velocidad iniciales después de chocar con
ondas similares. Sin embargo, con el paso del tiempo, este
término (solitén) empez6 a aplicarse a todas las ondas solita-
rias capaces de propagarse en sistemas no lineales.

unstable, continuous, discrete, etc.).
Key words: embedded solitons, nonlinear
waves, solitary waves.

El interés en los solitones ha ido creciendo de manera
constante desde su descubrimiento en 1965 por Zabusky
y Kruskal (1965). Esto puede apreciarse si observamos
cémo ha ido creciendo el namero de articulos publicados
cada afio en torno a estas peculiares ondas. En la figura 1
podemos ver el nimero de articulos publicados sobre
solitones (agrupados en quinquenios), que aparecen en el
banco de datos INSPEC (que contiene los trabajos publica-
dos sobre astronomia, fisica y matematicas). Estos datos
muestran que en el quinquenio 1971-1975 se publicaron
151 articulos que hacian referencia a los solitones, mien-
tras que en el quinquenio 1996-2000 se publicaron nada
menos que 3,503 articulos.
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Quinguenos

Al entrar un poco mas en detalle uno puede encontrar
que hay varios tipos de solitones: brillantes, oscuros,
topoldgicos, no topoldgicos, solitones de Bragg, solitones
vectoriales, solitones tipo vértice, solitones espacio-tem-
porales (balas de luz), solitones discretos, etc. La mayoria
de estas categorfas se conocen desde la década de los se-
tenta. Sin embargo, a finales de los noventa se encontrd
un nuevo tipo de solitones, que se bautizaron en 1999
con el nombre de solitones embebidos. En estas paginas vere-
mos qué son estos solitones, y haremos una revision de
los principales resultados que se han encontrado hasta ahora
en torno a ellos.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera: en la
seccion 1 explicaremos cémo se relacionan los solitones nor-
males (i.e., no embebidos) y las ondas periddicas de pequefia
amplitud que pueden propagarse en un sistema no lineal. En
la seccidn 2 mostraremos los primeros sistemas en los cuales
se encontraron solitones embebidos (los cuales resultaron ser
aislados e inestables). En la seccion 3 examinaremos los siste-
mas en los cuales se han encontrado familias continuas de
solitones embebidos, asi como solitones embebidos estables.
También explicaremos qué son los solitones doblemente embebi-
dos. En la seccién 4 veremos que los solitones embebidos
también pueden existir en sistemas discretos. Finalmente,
presentamos algunos comentarios finales.

1. Solitones normales y ondas lineales

En todo sistema no lineal donde puedan propagarse
solitones, es posible también la propagacion de ondas
periddicas de pequefia amplitud (que satisfacen la ver-
sion linearizada de las ecuaciones no lineales que gobier-
nan el sistema que estemos considerando). Sin embargo,
para que pueda existir un auténtico solitén es imprescin-
dible que no se produzcan resonancias entre el solitén y
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las ondas lineales de pequefia amplitud, ya que cuando
se produce una resonancia de este tipo, la onda solitaria
va debilitindose paulatinamente, y parte de su energia se
va transfiriendo a las ondas lineales. Como veremos a
continuacion, esta condicién de no resonancia adopta
distintas formas, dependiendo de si el soliton considera-
do es real o complejo.

Consideremos primeramente qué pasa cuando tenemos
solitones reales. Como ejemplo de solitones reales tome-
mos los solitones de la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV)
(Drazin y Johnson, 1984):

W, g, W, 0w (1)
at +6W6x + o

En este caso los solitones tienen la forma (Toda, 1989):
w(x,t)= 2K2$ch2K(x—4K2t), 2)

donde « es una constante real arbitraria. Podemos ver que
la velocidad de estos solitones es siempre positiva. En cam-
bio, si sustituimos la funcion:

w(x, t) = sen(kx — Qt) ()

en la parte lineal de la ecuacion KdV, encontramos que estas
ondas lineales deben satisfacer la relacion de dispersion:

wfk)=-K’, (4)

de manera que la velocidad de fase de estas ondas es siem-
pre negativa:

Pk ©)

Vemos, pues, que en este caso los solitones viajan hacia la
derecha, mientras que las ondas lineales viajan a la izquier-
da. Debido a este hecho los solitones de la ecuacion KdV
no entran en resonancia con las ondas lineales.

Pasemos ahora al caso complejo. La ecuacion mas famo-
sa que tiene solitones complejos es la ecuacion no lineal de
Schrodinger (NLS) (Fujioka, 2003):
i@+1@+\u\2u=0 (6)

0z 20t

Esta ecuacion aparece en muchos campos, pero es particu-
larmente importante en telecomunicaciones, ya que describe

la propagacion de pulsos luminosos a través de fibras Opticas
(Agrawal, 1989). En este caso u(zt) es una funcién comple-
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ja, zy t son variables reales, y los solitones fundamentales de
esta ecuacion tienen la forma (Kivshar y Agrawal, 1989):

u(zt) = Asech(At)expE%2 ZE @

donde A es una constante real arbitraria. Esta expresion mues-
tra que los solitones de la ecuacién NLS tienen una componen-
te oscilatoria (dada por la exponencial compleja) cuyo niimero
de onda (A%/2) es siempre positivo. Por lo que respecta a las
ondas lineales, éstas son también complejas, y al sustituir;

u(x,t)=expli(kz- t)] ®)

en la parte lineal de la ecuacién NLs es facil ver que estas
ondas deben satisfacer la relacion de dispersion inversa:

k(w) = —%wz 9)

Esta expresion nos muestra que todas las ondas lineales
tienen nimeros de onda negativos, al contrario de lo que
ocurre con los solitones. Debido a esta diferencia de signos
los solitones de la ecuacion NLS no entran en resonancia
con las ondas lineales.

Los resultados mencionados arriba sugieren que los
solitones reales no pueden tener velocidades que estén con-
tenidas en el rango de velocidades permitidas para las on-
das lineales, y que los solitones complejos no pueden tener
nimeros de onda que estén en el rango de nimeros de
onda permitidos para estas ondas. Esta opinién se vio for-
talecida cuando se encontré que cualquier condicion inicial
semejante a un solitén que evolucione de acuerdo con la
ecuacion (Wai et al., 1986 y 1990; Kuehl y Zhang, 1990):

i@+1@—issg+y\u\zu=0 (10)
0z 2at at
inevitablemente empieza a emitir radiacion al entrar en reso-
nancia con ondas lineales, y la frecuencia de la radiacién emitida
esta definida por la ecuacién (Akhmediev y Karlsson, 1995):
A Sl +E,W°, (12)
2 2
donde A es la amplitud de la onda inicial. Como A2 es
precisamente el valor que tendria el nimero de onda de un
soliton de altura A, la ecuacién (11) es precisamente la con-
dicion de resonancia entre la onda inicial y las ondas lineales.
En forma similar, también se encontrd que cualquier con-
dicion inicial parecida a un soliton que evolucione de acuer-
do con laecuacion (H66k y Karlsson, 1993; Karlsson'y HO0k,
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1994; Akhmediev et al., 1994; Buryac y Akmediev, 1995):

.0u,10% . d'u 2 _
3Rt e qendlu=o 12
empieza a emitir radiacion al entrar en resonancia con on-
das lineales, y la frecuencia de la radiacion esta definida en
este caso por la ecuacion (Akhmediev, 1995):

i2=—1w2 +e,00°, (13)
2 2

que es nuevamente la condicién de resonancia entre la onda
inicial (de altura A) y las ondas lineales.

Los resultados anteriores fortalecieron la opinion de que
un solitdbn no puede tener un ndmero de onda que esté
inmerso en el rango de la relacion de dispersion inversa
k(w), y esta opinidn prevalecié hasta mediados de 1997.

2. Solitones embebidos aislados e inestables

Durante la década de los noventa se estudiaron exhaustiva-
mente varias extensiones de la ecuacion NLS que son (tiles
para describir la propagacién de pulsos luminosos ultracortos
(de picosegundos o femtosegundos de duracién) a lo largo
de fibras opticas (Wai et al., 1990; Akhmediev y Karlssan,
1993; HOOk, 1994; Akhmediev et al., 1994 y Buryak y
Akmediev, 1995), y para describir la propagacion de pulsos
luminosos intensos en materiales saturables (en los cuales el
indice de refraccién no depende linealmente de la intensi-
dad luminosa) (Herrmann, 1991 y 1992; Gatz y Herrman,
1991 y 1992; Hickman, 1993 y Krolikowski y Luther-
Davies, 1993). En el primer caso (pulsos rapidos) se utili-
zan ecuaciones tipo NLS que incluyen derivadas de orden
superior, como las ecuaciones (10) y (12), y en el segundo
caso se utilizan extensiones de la ecuacion NLS que tienen
no linealidades saturables de la forma:

o’

, 14
v, (14)
0 bien, no linealidades de la forma;
y1‘u‘2 - yz‘u‘d- (15)

Lo que se mencion6 anteriormente indica que para des-
cribir la propagacion de pulsos luminosos rapidos e inten-
sos en materiales saturables es de utilidad la ecuacion:

2, 4
i@+ 0°u 0°u

£,——+¢€ —+y\u\2u—y\u\4u=0,
oz o ‘ot 2 (16)

asi como la ecuacion mas completa:
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2, 3, 4
i@+gz%—i£3%+e4%+yl\u\zu—yz\u\4u =0. 17
En 1997 apareci6 un articulo en el Journal of the Physical
Society of Japan en el cual se estudiaba la ecuacién (16), y se
demostraba que esta ecuacion poseia soluciones tipo solitén
que tienen un nimero de onda que esta inmerso en el ran-
go de nimeros de onda permitidos para las ondas lineales
(Fujioka y Espinosa, 1997). Este fue el primer trabajo en el
cual se encontrd una expresion analitica explicita para este tipo
de solitones. Este articulo ech6 por tierra la opinion de que
los solitones no pueden tener nimeros de onda que estén
inmersos en el espectro lineal del sistema considerado. Pos-
teriormente, la respuesta ante perturbaciones de los pecu-
liares solitones de la ecuaciones (16) fue estudiada con mas
detalle en Espinosa-Cerdn et al. (2003).

En 1998 los resultados numéricos encontrados por
Champneys, Malomed y Friedman al estudiar el siguiente
sistema de dos ecuaciones tipo NLS acopladas que descri-
ben la propagacion de dos pulsos luminosos que se propa-
gan en direcciones contrarias en una fibra dptica con una
rejilla de difraccion (Champneys y Malomed, 2000):

.0u .0
1204120 T o 4l ev=o, (182)
N8O e =0, (18)

mostraron que también en este sistema podria haber ondas
viajeras con numeros de onda inmersos en el espectro li-
neal del sistema. Desafortunadamente en este caso no se
pudieron encontrar soluciones analiticas explicitas. Sin em-
bargo, en 1999 Yang, Malomed y Kaup encontraron que
en el sistema (Yang et al., 1999):

au 10%

AT furutv=o, (19)
i%—%gt\; 4y2\u\ v+ u +Kkv=0, (19b)

el cual describe la propagacion de luz en un medio éptico no
lineal en el cual hay generacion del segundo arménico, si exis-
ten expresiones explicitas para ondas solitarias con ndmeros
de onda inmersos en el espectro lineal del sistema (i.., en el
rango de ndmeros de onda de las ondas lineales). Yang,
Malomed y Kaup decidieron bautizar a este tipo de ondas con
el nombre de solitones embebidos, para indicar asi que su nimero
de onda esta embebido en el espectro lineal del sistema.
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Un poco después Champneys y Malomed encontraron
otro sistema 6ptico en el cual los resultados numéricos indi-
caban la existencia de solitones embebidos (Champneys y
Malomed, 1998). El sistema es el siguiente:

i%+|—+ g%u au%ra\u\ +M )J+V 0,
.6v \Y
S B - B wiTheu=0

Sin embargo, en este sistema no existen soluciones anali-
ticas explicitas.

En donde si se hallaron solitones embebidos con expresiones
analiticas explicitas, fue en el caso de la ecuacion (17), la cual
contiene a la ecuaciones (16) como caso particular. En un articu-
lo publicado en 2003 (Espinosa-Ceron et al., 2003), se encontrd
que la ecuacion (17) tiene solitones brillantes y oscuros, y se
mostrd que los solitones brillantes son solitones embebidos. En
este trabajo, Espinosa-Ceron et al. (2003) explicaron por primera
vez por qué estos solitones embebidos no entran en resonancia
con las ondas lineales, a pesar de tener un nimero de onda
inmerso en el rango de la relacion de dispersion inversa (i, en el
espectro lineal del sistema). Este fue un resultado importante,
porque en los trabajos anteriores no se habfa podido encontrar
una explicacién satisfactoria para esta ausencia de resonancia.
Otro resultado interesante presentado en este trabajo, fue
el hallazgo de que al perturbar a un solitdn embebido de la
ecuacion (17) se emite radiacion en frecuencias inespera-
das. La explicacién de esta radiacion se presenta en el cita-
do trabajo.

En los cinco sistemas mencionados arriba (Fujioka y
Espinosa, 1997; Espinosa-Ceron ¢t al., 2003; Champneys,
et al., 1998; Yang y Malomed et al., 1999; Champneys y
Malomed, 1999 y Espinosa-Ceron, et al., 2003), los
solitones embebidos encontrados resultaron ser soluciones
aisladas. Es decir, sélo pueden existir para un tnico valor
de la altura, una Unica anchura, y un Unico nimero de
onda. Los valores de estos parametros (altura, anchura,
etc.) quedan determinados por los coeficientes de las
ecuaciones consideradas. Ademas, estos solitones embebi-
dos resultaron ser semigstables: cuando se perturba uno de
estos solitones incrementando su energia, el soliton perturba-
do tiende a estabilizarse, aproximandose al soliton exacto.
En cambio, cuando la perturbacion disminuye la energia del
soliton, éste entra en resonancia con las ondas lineales y
empieza a perder energia, lenta pero continuamente. En
este caso, aunque la pérdida de energia es muy lenta, el
solitén, en rigor, no alcanza un nuevo estado de equilibrio.

(20a)

(20b)
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3. Solitones embebidos estables y en familias

Hasta 1999 se pensaba que los solitones embebidos eran
forzosamente soluciones aisladas e inestables. Sin embargo,
a principios de 2000, Champneys y Malomed encontraron
evidencias numéricas que indicaban que podrian existir fa-
milias continuas de solitones embebidos. El sistema que estu-
diaron describe la interaccién de tres ondas luminosas que
se propagan a través una guia de ondas plana, en la cual se
ha grabado una rejilla de difraccion (Champneys y Malomed,
2000 y Mak et al., 1998). El sistema de ecuaciones al que se
llega en este caso es el siguiente:

(21a)
i@+ia—u+v+wv*=0,
0z 0X
i@—i@+u+wu*:0
0z ox ' (21b)
ow . 0%w
2|E+D o —qw+uv =0, (21c)

pero no hay expresiones analiticas para los solitones capa-
ces de propagarse en este sistema.

La primera ecuacion en la cual se encontré explicitamente
una familia continua de solitones embebidos es una compli-
cada extension de la ecuacion KdV analizada por Yang en
el 2001 (Yang, 2001):

U, +6uu, +u, +u, . +10uu,, +20u,u,, +30u’u, = &F (u), (22)
donde:
F(u) = -(auu,, +bu,u, +cuu, ) (23)

es un término de perturbacion (e¢. 1), y a, by ¢ son
constantes reales. En este caso, sin embargo, el embebi-
miento es diferente al de todos los casos mencionados
anteriormente, ya que aqui los solitones son reales. En
este caso la cantidad que estd embebida en el espectro
lineal del sistema no es un ndmero de onda (o0 una fre-
cuencia), sino la velocidad de los solitones de la ecuacién
(27), los cuales tienen la forma:

1, o0k
(xt)= 2 ksech ﬁ(x—Ct)E (24)

donde C = k? + k*es la velocidad del solitdén, y k > 0 es un
pardmetro arbitrario. Yang (2001) prob6 que todos los
solitones de esta familia estan embebidos si los coeficientes
que aparecen en la ecuacion (28) satisfacen la condicion (a,
b, c) O (1, -1, 3).
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Los solitones de Yang constituyen la primera familia de
solitones embebidos reales reportada en la literatura.

La primera familia de solitones embebidos complejos (con
una forma analitica explicita), fue encontrada en 2003 al es-
tudiar la popagacion de luz en cristales liquidos. Rodriguez et
al. (2003), encontraron que en una primera aproximacion la
ecuacion NLS puede describir la propagacion de pulsos lumi-
nosos en guias de onda liquido-cristalinas, pero que si se de-
sea mejorar esta aproximacion es necesario considerar una
ecuacion de la forma:

3,
%-S%W\Z%ﬁw (25)

Como esta ecuacion se reduce a la ecuacion modificada
de Korteweg-de Vries (mKdV) cuando es real, es evidente
que tiene solitones reales. Pero también tiene una familia de
solitones complejos de la forma:

u(zt)= Asechg%gexp[i (gz+rt), (26)

donde los pardmetros A, a, w, qy r deben satisfacer algunas
condiciones descritas en (Rodriguez et al., 2003). Debido a
la presencia de la tercera derivada en la ecuacion (30), el
rango de la relacion de dispersion inversa k(w) asociada a
esta ecuacion contiene todo el eje real, por lo cual el nime-
ro de onda intrinseco del soliton esta inmerso en el espec-
tro lineal. Esto implica que todos los solitones de la ecua-
cion (25) son solitones embebidos. Pero no sélo eso. En el
caso en que ag >0, también la velocidad del solitén (26) esta
dentro del rango de velocidades permitidas para las ondas
lineales. Por lo tanto, los solitones de la forma (26) cuya
velocidad (el pardmetro a) es de signo contrario al del co-
eficiente € estan sencillamente embebidos (i.e., embebidos Uni-
camente con respecto a su ndmero de onda), pero aquellos
solitones para los cuales ag > 0 estan doblemente embebidos, ya
que tanto su velocidad como su ndmero de onda estan
inmersos en los respectivos espectros lineales (i.e., los es-
pectros de velocidad y nimero de onda, respectivamente).

Los resultados numéricos presentados en (Rodriguez et al.,
2003) indican que los solitones de la ecuacion (25) son esta-
bles. Este es un resultado interesante, ya que se trata de los
primeros solitones embebidos estables que se conocen. Se encontrd
también que los solitones sencillamente embebidos se estabilizan
més rapido que los que estan doblemente embebidos, lo cual mues-
tra que hay una diferencia real entre estos dos tipos de solitones.

4. Solitones embebidos discretos

Para 2003 ya se sabia que los solitones embebidos pueden
aparecer en sistemas bastante diferentes, tales como: crista-
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les liquidos, sistemas hidrodindmicos, y varios tipos de sis-
temas oOpticos. Sin embargo, todos estos sistemas tienen al
menos una caracteristica comdn: son sistemas continuos.
Cuando uno reconoce la existencia de este comin denomi-
nador surge inmediatamente una pregunta: ;pueden existir
solitones embebidos en sistemas discretos? Con el fin de
encontrar la respuesta a esta pregunta, Gonzalez-Pérez-
Sandi et al. decidieron estudiar las posibles discretizaciones
de la ecuacion (16), y a mediados de 2004 encontraron
solitones embebidos discretos al estudiar la siguiente ecuacion
diferencial y en diferencias (Gonzalez-Pérez-Sandi ¢t al.,
2004):

i%"'ngzrn te,4,1, +%y1‘rn‘2 (rm +rn—1)

—%yz Il B +4a(r,. +1,4) +1,,8=0, 27)

en la cual se han definido:

M~ 20+,
D,r, =Tl e (Axn)2 n- (28)
Ay = m2 A O A T (29)
an (ax)* '

y Ax es la separacion entre posiciones en el sistema discre-
to. Gonzalez-Pérez-Sandi et al. encontraron que la ecuacion
(27) tiene solitones discretos brillantes y oscuros, si los co-
eficientes de la ecuacion satisfacen ciertas condiciones. Los
solitones brillantes, en particular, tienen la forma:

r, = Ae" sech(BnAx), (30)

donde los valores de las constantes A, By C se obtienen a
partir de un complicado sistema de ecuaciones algebraicas.

Para saber, si el solitdn (30) esta 0 no embebido es necesa-
rio determinar si su frecuencia interna esta dentro del rango
de frecuencias permitidas para las ondas lineales (i.e., dentro
del rango de la relacién de dispersion). Debemos observar
que en este caso es menester fijarse en las frecuencias (en
lugar de los nimeros de onda) porque en la ecuacion (27) la
variable de evolucion es el tiempo, a diferencia de lo que ocu-
rria en la ecuacion (16), en la cual la variable de evolucion
era la distancia de propagacion a lo largo del medio no lineal.
En la referencia (Gonzalez, 2004) se muestra que el valor de
c cae dentro del rango de la relacion de dispersion si se cum-
plen las dos desigualdades siguientes:

1-cosh(BAx)< # < 3-cosh(BAX). [31]
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Dependiendo de los coeficientes de la ecuacion, estas des-
igualdades pueden o no cumplirse. En el caso en que se cum-
plan, el soliton (30) serd un solitén embebido discreto, de lo con-
trario sera un solitén discreto normal (i.e., no embebido).

Conclusiones

Los solitones embebidos son ondas solitarias de gran interés,
ya que existen bajo condiciones en las que hasta hace poco se
crefa que era imposible la existencia de solitones. Como hemos
visto en las secciones anteriores, el campo de los solitones em-
bebidos es un campo bastante nuevo, pero en el cual se ha
avanzado mas rapido de lo que se esperaba al principio. Inicial-
mente (por 1997-1998) se tuvo la impresion de que la existen-
cia de estos solitones era un resultado extrafio y aislado, y que
si bien se presentaba en la ecuacion (16), dificilmente aparece-
rfa en otra ecuacion. Sin embargo, los resultados encontrados
poco después demostraron que hay multiples sistemas en los
cuales estos solitones pueden existir. En el lapso de cinco afios
se encontro que aparecen solitones embebidos en hidrodina-
mica, 6ptica, cristales liquidos, e inclusive en sistemas discretos.
Se vio que los solitones embebidos pueden ser entes aislados,
0 presentarse en familias. Se encontré también que si bien la
mayorfa de estos solitones son semiestables, cuando se presen-
tan en familias pueden ser estables.

El descubrimiento de los solitones embebidos muestra que
las resonancias destructivas, que aparentemente parecerian
impedir la propagacion de ondas solitarias en muchos sistemas
no lineales, pueden (en ciertos casos) ser canceladas por la
accion de términos no lineales de orden superior. Esta idea
sugiere que posiblemente se puedan encontrar solitones embe-
bidos en muchos sistemas no lineales atin no estudiados.

Aparte de la busqueda de otros sistemas no lineales con
solitones embebidos, la investigacion matematica rigurosa de
estos peculiares solitones es otro campo que apenas empieza a
explorarse, y en el cual seguramente hay mucho por hacer. g
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