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Criteriodeirreversbilidad en fluidos

MiGUEL MAYORGA Y LORENA ROMERO-SALAZAR*

Resumen. Discutimos el criterio de irreversibilidad unsual en teoria cinética de gases, el cual se basa en el
teorema H de Boltzmann, asi como simulaciones recientes de dindmica molecular que estudian dicho criterio.
Por otra parte, argumentamos que el formalismo de maxima entropia (FME), el cual es un tipo de teoria
cinética variacional, conduce a nna descripcion unificada de los procesos irreversibles tanto en el régimen cinético
como hidrodindmico de los fluidos densos, de tal manera que el criterio de irreversibilidad estd basado en la
minimizacion de la llamada informacion de Fisher.

Palabras Clave: funcional de entropia, teoria cinética, produccion de entropia, funcional H.

Criterion of Irreversibility in Fluids
Abstract. We discuss the criterion for irreversibility, which is usnal in the Kinetic Theory of dense gases,
based on Boltzmann’s H Theoren and on recent molecular simulations. On the other hand, we assert that the
Mascimum Entropy Formalism (MEF) which is a Kinetic Variational Theory leads to a unifying description
Jor drreversible processes, both in the kinetic as well as for the hydrodynamic regime, in such a way that the

irreversibility criterion is based on the so-called Fisher’s minimum information theory.

Keywords: entropy functional, kinetic theory, entropy production, H functional.

Recepeion: 8 de noviembre de 2000
Aceptacion: 4 de abril de 2001

Introduccion

La teotfa cinética de gases es la parte de la fisica que pretende
describir el comportamiento macroscopico de los fluidos
en términos de las propiedades microscépicas de las
particulas, en especial de sus interacciones.

A diferencia de la fisica newtoniana, la cual es determinista,
la descripcién de las propiedades de transporte para gases
diluidos requirié de la herramienta de distribuciones de
probabilidad. Asi, en 1859, Maxwell introdujo por primera
vez una funcién de distribucion para las velocidades de un
gas en equilibrio térmico (Brush, 1976). De esta manera, la
funcién de distribucién de velocidades de Maxwell ]:q W)
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proporciona el numero promedio de particulas con velocidad
v por unidad de volumen, a saber:

_ m mv’
)= o ®

donde M es la masa de una particula, v su rapidez, £ la
constante de Boltzmann, y T es la temperatura absoluta.

El trabajo de Maxwell condujo a Boltzmann a formular
una teorfa cinética de gases diluidos en 1872, la cual esta
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basada en la llamada ecuacién de Boltzmann, que en ausencia
de fuerzas externas se escribe de la siguiente manera,

ﬂ=—vBai+J(f,f),
ot or

donde f=f(r,vt) €s la funcion de distribucion de veloci-

dades de una particula, misma que proporciona el nimero
de particulas alrededor de 1% con velocidad v al tiempo 7 Fl

término convectivo —V toma en cuenta los cambios
en f debido al movimient(r) libre de las particulas y J( £ f)
es el operador de colisién que cuantifica el cambio en f
debido a las interacciones por pares entre las particulas
(Chapman y Cowling, 1990).

Simulaciones recientes de dindmica molecular (Dellago

y Posch, 1997) han mostrado que la funcién

H(#) :J’m J(v,H)ln f(v,7) dv;converge monotonicamente ha-
0
cia su valor de equilibtio Hw,(f)z_]—“ f,(Mn £, (V)& de he-
. t . .
cho, la funcién AH E{»E: H(r)=H,(+) —con T_el tiempo libre
medio entre colisiones de una particula individual— tiene un
comportamiento universal respecto a la densidad. Lo im-
portante para la presente discusion es que dichas simulacio-
nes parten de una situacioén fuera de equilibrio en la que las
velocidades de las particulas tienen la misma magnitud, pero

diferente direccién, por ejemplo a # = 0 la funcién de dis-
),que se transforma

tribucién es una delta de Dirac 5@ v
irreversiblemente en la distribuciéon de velocidades de
Maxwell en un tiempo #~10 T, . La evolucién temporal de
la funcional H(#) hacia su valor de equilibrio H, (#) se cono-
ce como teorema H de Boltzmann y es el criterio de
irreversibilidad para gases diluidos.

I. Teoria cinética de gases densos

La teorfa cinética de gases densos se inici6 con la ecua-
cién de Enskog. A diferencia de la ecuacion de Boltzmann,
la de Enskog toma en cuenta el tamafio de las particulas
y el aumento de la frecuencia de colision entre las parti-
culas. En esta aproximacion, el gas esta representado por
esferas duras, esto es, el potencial de interaccién es dis-
continuo y las colisiones son instantaneas. Se han hecho
una gran cantidad de calculos con dicha ecuacién, y algu-
nas de ellas han sido exitosas en el sentido de que han
posibilitado obtener relaciones constitutivas para los flu-
jos involucrados en el sistema, las cuales han permitido
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calcular los coeficientes de transporte (Ernst ez al, 1969;
Dorfman, 1981) correspondientes. Sin embargo, la existen-
cia de un teorema H pata gases densos, como requisito del
criterio de irreversibilidad, esta lejos de ser completamente
entendido (Van Beijeren, 1990; Resibois, 1978; Mareschal,
1984).

Por otra parte, en los aflos ochenta se desarrollaron las
llamadas teotfas cinéticas vatiacionales (TCV), las cuales se
basan en el método de maximizacion de entropia. El principal
reto en este método esta en la seleccion de las restricciones,
las cuales forman parte de las variables relevantes en el
problema (Caticha, 2000).

Recientemente desarrollamos una TCV para gases densos
(Romero-Salazar ¢f al., 1997), donde tomamos en cuenta
que las interacciones estan representadas por potenciales
continuos y satisface el requisito de ser una descripcion
completa (Lewis, 1967). En las siguientes secciones
describimos los resultados de la TCV en dos niveles de
descripcién, a saber, el cinético y el hidrodinamico.

I1. Nivel de descripcion cinético

Iniciamos con la entropia de Gibbs 5[9\‘] ==k, P, In
(NN p,) AT, la cual estd escrita en términos de’la densi-
dad de la probabilidad de N particulas P, en el espacio I',
de posiciones e impetus de las particulas del sistema {r,,
L £ 1), T 1= {1 1= 1%} = [ Posteriormente
maximizamos dicha entropia con las restricciones impues-
tas por el conocimiento de las funciones de distribucion de
una particula (fdd-1) y de dos particulas (fdd-2), ademas de
la condicién de normalizacién para p, , a saber:

Jpy dry =1 @
f®(x,t)=f§6(x—x oAy (3)
=1 k/FNTT N
f(2)(xl,X2,t):ngES(xl—xk)B(xz—xj)pN ar, @
Ik
k=1

donde los valores de dichas funciones estaran dados por la

funcién de distribucién p?“ maximizada, la cual se obtiene
aplicando el método de multiplicadores de Lagrange. Sustitu-

max:

yendo p/“ en la ecuacién de Gibbs S[p,], se obtiene la

siguiente funcional de entropia (Romero-Salazar et al., 1997a):
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==k [ £ 900, 1) In £ 90, t)dx,

-

k
—?If(z)(xl,xz,t)ln g®(x, x,,t)dx, dx, (5)

La expresion dada en la ecuacién (5) es muy importante
puesto que fue obtenida en términos de la informaciéon dada
por las fdd-1 y fdd-2. Este hecho es consistente con el proce-
so de maximizacion, toda vez que escogimos a las funciones
de distribucién relevantes para describir el comportamiento
H de Boltzmann, dado que f®
Boltzmann, que es valida para gases monoatémicos diluidos

satisface la ecuacién de

(Chapman y Cowling, #bid.). La funcional ‘H de Boltzmann
determina la direccién de la evolucién temporal para gases
diluidos y por lo tanto constituye un criterio de irreversibilidad
valido unicamente en la regién de bajas densidades.

Por otra parte, el segundo término en la funcional de
entropia (5) depende de la funcién de distribucion de pa-
res fuera de equilibrio g®. Una expresion equivalente se ha
usado en la literatura para describir un gas de esferas du-
ras (Enskog) (Mareschal, 1984), y para un gas con
interacciones continuas (Wallace, 1987). La cantidad S, (t)
esta dada en términos de funciones de particién, depende
unicamente del tiempo y es una consecuencia de la restric-
ci6én asociada a la normalizacion (2). La expresion explici-
ta de dicho término puede verse en la literatura (Romero-
Salazar et al., 1997a).

Adicionalmente, si consideramos la demostracion de Lewis
(Lewis, 1967) respecto a la relaciéon que guardan las funcio-
nales de entropia dentro del proceso de maximizacién, po-
demos decit que la funcional de entropia S[f®, £ @] es mas
grande que S[p,]. La razén de fondo se basa en el hecho de
que la nueva funcional de entropia contiene menos informa-
cién que la definida en el espacio fase, entonces S|/, f@),
S[p]- En cierta manera, la demostraciéon de Lewis puede
verse como un teorema H débil. Para tener un critetio de
irreversibilidad mas preciso, lo que resta es calcular la razé6n
a la cual se produce la entropia, y dado que podemos inter-
ptetar a la funcional S|/, /@] como una entropia
informacional con /@y f@ la informacién disponible, en-
tonces la produccién de entropia representara la razén de
transferencia de dicha informacion.

De acuerdo con lo anterior, un paso importante en nues-
tro esquema es la construccion de las ecuaciones de movi-
miento correspondientes a las funciones de distribucién que
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consideramos relevantes. Con dichas ecuaciones calculamos
la ecuacion de balance para la entropia en forma consisten-
te con la dindmica de fy f2. Usamos las dos primeras
ecuaciones de la jerarquia BBGKY (Ferziger y Kaper, 1972),
para las cuales obtuvimos una cerradura a nivel de la fun-
cién de distribucion de tres particulas (Romero-Salazar ez
al., 1997a) con dichas ecuaciones obtuvimos el balance de
entropia (Mayorga ez al., 1997a).

‘;’,f 93, (s, +uTs] = (5. 1), ©
donde J(r,, /) es el flujo de entropia total y O (r,, ) la pro-
duccién de entropia. En este punto es importante enfatizar
que la descripcién de la ultima ecuacién corresponde al es-
pacio fase de dos particulas. Aun cuando tenemos una ex-
presion explicita para la produccién de entropia, un resulta-
do importante consistié en encontrar una cota superior para
la misma (Mayorga ez al., 1997b), a saber:

o (5,t) < 0™ (1,1), ©)

donde
cin 1, k 2 2 k 2 2

con

2
Ps

O L o)

I(zgt) I P1

E dr,dp,dp,,

IO 1) = J’ pl dr,dp,dp, (10)

donde las integrales Z"(x,,t) son una medida del gradiente en
impetus de las funciones de distribucién, entonces un valor
grande en el gradiente implica un valor grande en la integral.
Con respecto a la forma de la funcién de distribucién, un
valor grande en el gradiente de impetus implica una anchura
pequefia en la funcién de distribucién correspondiente; por
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lo tanto, serfa facil localizar las particulas con una velocidad
determinada. Es importante enfatizar que el valor de las inte-

grales Z¥(x,t) depende de las correlaciones de las velocida-

des. Por otra parte, la integral Z, J(l) (r,,t) contiene la dependen-
cia en impetus de la fdd-1, que es diferente de cero aun en el
caso mas simple cuando /" es una funcién de distribucion
de Maxwell y en este caso particular dicha integral esta rela-
cionada con la energfa cinética promedio por particula o la
temperatura cinética (Mayorga, 1998).

Las integrales T i(') se pueden identificar con los elemen-
tos diagonales de la llamada matriz de informacién de Fisher
(Frieden, 1998). Adicionalmente, la teorfa de inferencia es-
tadistica (Van Trees, 1968) nos permite aplicar la desigual-
dad de Cramer-Rao, misma que establece una relacién en-
tre las integrales de Fisher y la desviacién cuadratica pro-
medio de la variables de interés, que en este caso corres-
ponden a los impetus de las particulas. Como consecuencia
obtenemos las siguientes desigualdades:

1000 [ (pr mu2g®@tydp] (11)
y
7Pt [y mu)?g@ (2 dopdy] (12)

Las ecuaciones (11) y (12) cuantifican las caracteristicas
de las funciones de distribucién mencionadas anteriormente.
Adicionalmente, la cota superior para la produccién de
entropia (8) nos sefiala el aumento de la entropia —en
concordancia con la segunda ley de la termodindmica—,
pero no a cualquier velocidad, sino a una velocidad maxima
dada por la cota superior.

III. Nivel de descripciéon hidrodinamico

En la seccién anterior consideramos la descripcion de un
gas denso dentro del esquema del FME, donde las restricciones
impuestas estan dadas por las ecuaciones (2-5). De esta manera
hemos construido un esquema completo en el sentido descrito
por Lewis (1967). Ahora nos preguntamos qué ocurre si
queremos una descripcion hidrodinamica en lugar de una
cinética.

En este caso las funciones relevantes para describir el
sistema seran las variables hidrodinamicas.

A fin de proceder con el principio variacional,
maximizamos a la entropia S[/", ] -5 (2, ecuacién
(5) con las siguientes restricciones:

P(s.1) = [ (%, )b, =
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P, Hu(r,,7) =jp1f Y(x,,1)dp,, (14)
o= R o o

+%_[<P(r1,rz>f Yy, x,, )b, (15)

donde P(r,, 7 es la densidad de masa, pP(r,, Hu(r,, 7 la
densidad de impetu y €(r,, /) la densidad de energfa interna.
Aqui se debe observar que la densidad de energfa interna se
ha escogido de manera consistente con la aproximacién
cinética, la cual implica que la energia potencial de las parti-
culas es una funcién aditiva por pares del potencial
intermolecular @(r,, r,).

Finalmente, la normalizacién de la funcién de correlacion de
pares diniamica g®(x, x,, /) corresponde fisicamente a las
correlaciones de las fluctuaciones de la densidad (Hansen y
McDonald, 1976; Romero-Salazar y Mayorga, 1998; Romero-
Salazar et al., 1999) a saber,

P 7 1) = 19,0 £, 1)
- (16)
[9 (.., 6) ~axdp

donde A(r,,#) es una medida de la desviacion de g®

de la independencia estadistica de las particulas, donde
SO %, D= (), 0O (x,, DX gP(x, X, 0).

Continuando con el proceso de maximizacion, la funcional
de entropfa resultante queda escrita en términos de las
variables relevantes escogidas, las cuales, en este caso,
corresponden a las variables hidrodinamicas (Romero-Salazar
et al., 1999):

Slo@. 0. P 0.06.0] = %

3

/éB p(r1’l) IH%B W/éBT(rl’t)H_
O

O
Vi o7 O Vs E

A PO P T
e [ g, ) = ek, a7

Ahora la funcional de entropia es una funcién local que
depende en ese sentido de (r,, #) a través de las variables
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hidrodindmicas. Esta expresion para la entropia es uno de
los principales ingredientes de la descripcién completa a ni-
vel hidrodinamico, dado que estd escrita en términos de las
variables hidrodinamicas y las fluctuaciones de la densidad.
Adicionalmente a una contribucién ideal p, , el Gltimo tér-
mino involucra a las fluctuaciones de la densidad, lo cual
garantiza la naturaleza aditiva de la entropfa, que puede
escribirse en su forma estindar, a saber:

O,7) _ A7)

TRV TR

(18)

Ze., el segundo término de la ecuacion (18) corresponde a la
energfa libre de Helmholtz.

En funcién de esta descripcion, aplicando la hipétesis de
equilibrio local (Kreuzer, 1981), tendrfamos la siguiente ex-
presién para la produccion de entropia:

Jid _/éD P a . i 3 T 0 19
a (p*”)'ZEDp%E”pZTE%E+E”é‘%§é?0 (19

donde D, »y A son los coeficientes de difusién, viscosidad
cortante y conductividad térmica, respectivamente.

IV. Descripcioén cinética e hidrodinamica unificada

De acuerdo con las descripciones anteriormente sefialadas,
observamos dos etapas en la evolucién irreversible de un
gas denso hacia el estado de equilibrio. En este sentido po-
demos escribir a la maxima produccién de entropia de la
siguiente manera:
0r1>f>=G[m<r1sl‘)+0bﬂl(rwf) (20)
donde 0" (r,, ) y 0" (r,, /) estin dadas por las ecuacién (8)
y (19) respectivamente. En cuanto a interpretacion fisica se
refiere, en el régimen cinético tenemos que la maxima pro-
duccién de entropia estd en funcién de las integrales
informacionales de Fisher asociadas a las funciones de dis-
tribucién relevantes, de manera que el sistema alcanza el
equilibrio local cuando se redistribuyen las velocidades de
las particulas y la funcién de distribucion es la de Maxwell,
ecuacion (1). Esto ocurre a un tiempo muy corto y como lo
muestran calculos de dinamica molecular (Dellago e al.,
1997), dicho tiempo es del orden de 10 veces el tiempo
entre colisiones.

Por otra parte, una vez conseguida la redistribucion de las
velocidades, y por lo tanto el equilibrio local, posteriormente
ocurre la redistribucién espacial de las particulas de tal forma
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que los procesos disipativos estin cuantificados por la
producién de entropia que predice la termodindmica de
procesos irreversibles (19).

Conclusiones

En el presente articulo seflalamos que el formalismo de
maxima entropfa aplicado al caso de gases densos permite
elaborar una descripcion sistematica del fluido para diferentes
escalas de tiempo. Aun cuando desde el punto de vista de
Lewis (1967) hemos elaborado una descripcion completa,
todavia nos resta desarrollar el método para abordar
aplicaciones especificas. En particular, necesitarfamos de un
método para resolver nuestras ecuaciones cinéticas, de tal
modo que junto con las condiciones (Lewis, 1967; Wallace,
1987) obtengamos las funciones de distribucién importantes
en nuestra descripciéon. Dos de los métodos que pueden ser
prometedores para llevar a cabo dicha tatea, serfan el método
de simulacién directa de Montecatlo (SDMC) (Alexander ef al.,
1997), y un modelo de gas de Boltzmann en red aplicado a
gases densos (Martys, 1999). g

¢
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