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Introducción

Los cristales líquidos son medios ópticos activos cuyas propieda-
des físicas se ven significativamente afectadas cuando un haz láser
se propaga a través de estos fluidos. Este fenómeno exhibe propie-
dades ópticas altamente no lineales y genera acoplamientos entre
los campos ópticos aplicados y la orientación de estos líquidos
anisotrópicos (Tabiryan et al., 1986; Zel’dovich et al., 1980).

Experimentalmente es un hecho bien establecido que un
haz láser linealmente polarizado y con la suficiente intensi-
dad, distorsiona la orientación inicial de una muestra líqui-
do-cristalina y reorienta a las moléculas venciendo la acción

Resumen. Se presenta un formalismo analítico que permite describir una amplia variedad de fenómenos
ópticos no lineales que ocurren cuando una onda electromagnética se propaga en un cristal líquido. A partir de
propiedades termodinámicas y de simetría, primero se construye un conjunto cerrado de ecuaciones hidrodinámicas
que proporcionan una descripción completa de la dinámica de un nemático de bajo peso molecular en ausencia
de campos externos. Posteriormente, se incluye la presencia de un campo electromagnético externo que se
propaga en el fluido. Se discute el carácter no lineal y acoplado de las ecuaciones y, para resolverlas, se propone
un método iterativo de aproximaciones sistemáticas en términos de potencias de parámetros con una interpretación
física precisa. Se concluye discutiendo las ventajas y limitaciones del punto de vista adoptado en este trabajo.
Palabras Clave: cristales líquidos, nemáticos, nematodinámica, óptica no lineal.

Electhrodynamics of  Nematic Liquid Crystals
Abstract.  This paper presents an analytical formalism that allows for a description of a variety of non
linear optical phenomena occurring when an electromagnetic wave propagates through a nematic liquid crystal.
First, by using only thermodynamic and symmetry properties, a closed set of  hydrodynamic equations is
constructed, which provides for a complete description of the dynamics of a low molecular weight nematic in the
absence of  external fields. Then these equations are generalized to include an external electromagnetic field
propagating through the fluid. The coupled and non linear character of the equations is discussed, and a
method of iterative and systematic approximations in powers of parameters with a well defined physical
interpretation is proposed. The advantages as well as the limitations of  the approach are also discussed.
Keywords:  liquid crystal, nematics, nematedinamic, non linear optics.
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de las torcas elásticas, hasta alcanzar una nueva configura-
ción orientacional en un nuevo estado final de equilibrio.
Esta transición orientacional de la misma mesofase, es la llamada
Transición de Freedericksz Óptica  (OFT) (Durbin et al., 1981;
Khoo, 1988; Khoo y Wu, 1993; Tabiryan et al., 1986). Para
cristales líquidos puros, este fenómeno también ocurre
cuando el haz está circular o elípticamente polarizado y,
durante el proceso de reorientación, se observa la apari-
ción de diversos regímenes dinámicos no lineales en el sis-
tema (Santamato et al., 1990; Ciparone et al., 1993). De
hecho, se ha observado recientemente que el valor um-
bral de la OFT puede reducirse en uno o dos órdenes de
magnitud cuando los cristales líquidos se dopan con tintas
dicroicas; este fenómeno es conocido como el efecto
Jánossy (Jánossy, 1991; Jánossy et al., 1990). El entender los
mecanismos físicos subyacentes al fenómeno de reorientación
y predecir los diversos cambios que consecuentemente se
producen en las propiedades ópticas de los cristales líquidos
es un tema de investigación muy estudiado en la actualidad
(Jánossy y Kósa, 1992; Santamato et al., 1999).

El objetivo central de este artículo es describir los ele-
mentos fundamentales de un formalismo macroscópico y
analítico que permite describir una gran variedad de fenó-
menos ópticos no lineales que ocurren en cristales líquidos.
Utilizando las simetrías y las propiedades termodinámicas
de estos sistemas, este método permite construir un sistema
cerrado y muy general de ecuaciones macroscópicas, no
lineales y acopladas para las variables de estado
hidrodinámicas y los campos aplicados. En el artículo que
se publica a continuación de éste y que en lo sucesivo deno-
taremos por II,1 se aplica este método a dos situaciones es-
pecíficas: en la primera se describe la propagación de una
onda electromagnética plana en una celda nemática rectan-

gular. En la segunda, la situación física se generaliza y se
considera la propagación de un paquete de ondas electro-
magnéticas a través del cristal líquido. Se muestra que en
ambos casos puede existir un efecto de guía de ondas y que
los modos transversos magnéticos (TM) del campo electro-
magnético se pueden propagar como solitones ópticos.

El artículo se ha organizado de la siguiente manera: en la
sección I se describen someramente las características estruc-
turales de las fases líquido-cristalinas más comunes. Poste-
riormente, en la sección II se describe el método hidrodiná-
mico y se formulan las ecuaciones dinámicas básicas, mos-
trando su carácter no lineal y acoplado. En la sección III, se
examina el caso particular de un proceso de reorientación
isotérmico en una geometría plana. Del sistema general de
ecuaciones se obtienen las ecuaciones correspondientes y se
escriben en forma adimensional. Un procedimiento sistemá-
tico para resolver estas ecuaciones se discute en la sección IV
en términos de parámetros adimensionales con una interpre-
tación física bien definida. Finalmente, concluimos señalando
las limitaciones y ventajas del método presentado.

I. Propiedades estructurales de los cristales líquidos

El estado líquido cristalino es un estado específico y bien
definido de la materia. Estas fases se caracterizan por po-
seer una marcada anisotropía en muchas de sus propieda-
des físicas, como ocurre con los cristales sólidos; sin embar-
go, en contraste con éstos, los cristales líquidos fluyen como
lo hacen los líquidos isotrópicos. Las fases líquido-cristalinas
existen en intervalos de temperatura relativamente peque-
ños y comprendidos entre aquellos de los sólidos cristalinos
y los líquidos isotrópicos (véase figura 1). Debido a esta
posición intermedia, con frecuencia a los cristales líquidos
se les llama también mesofases (Chandrasekhar, 1997;
Collings, 1990; de Gennes, 1974).

Por lo general, los cristales líquidos se sintetizan a partir
de moléculas orgánicas y la mayoría de ellos están forma-
dos por moléculas uniaxiales, alargadas, que pueden repre-
sentarse como varillas rígidas (véase figura 1). Sin embargo,
también existen mesofases que están formadas por molé-
culas discóticas (de Gennes, 1974). El punto importante
que debe enfatizarse es que esta anisotropía  molecular se
manifiesta a nivel macroscópico en la anisotropía de sus
propiedades macroscópicas, ópticas, de transporte, etcétera.

Los cristales líquidos se clasifican de acuerdo con su gra-
do de simetría. Como es bien conocido, los líquidos
isotrópicos con moléculas esféricamente simétricas, son
invariantes frente a transformaciones de simetría rotacional,
O(3), y traslacional, T(3); en consecuencia, el grupo total de

1.   Reyes y Rodríguez (2001). “Efectos no lineales fotoinducidos en

cristales líquidos”, en este número.

FIGURA 1. DIAGRAMA DE FASES Y ESTRUCTURA MOLECULAR DEL PAA (P-
AZOXYANISOLE). LAS LÍNEAS QUE SE INTERSECTAN DENOTAN ÁTOMOS DE 
CARBONO. 
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simetrías de un líquido isotrópico es O(3) × T(3). Pero si la
temperatura de este líquido disminuye, usualmente ocurre
el rompimiento de la simetría traslacional T(3), lo cual co-
rresponde a la transición de líquido isotrópico a sólido. En
contraste, para un líquido formado por moléculas aniso-
trópicas, al disminuir la temperatura se observa que prime-
ro se rompe la simetría rotacional O(3), lo que resulta en la
formación de un cristal líquido. A las mesofases en las que
se ha roto la invarianza rotacional, pero que conservan la
invarianza traslacional, se les llama nemáticos (véase figura
2). Como se muestra en la figura 2, los centros de masa de
las moléculas de un nemático tienen posiciones espaciales
arbitrarias, pero el eje principal de sus moléculas se orienta
espontáneamente en una dirección preferente. Si la tempe-
ratura decrece aún más, la simetría T(3) también se rompe.
Sin embargo, T(3) puede romperse sólo parcialmente, pues
su rompimiento total implicaría la fase sólida. A las mesofases
que sólo exhiben simetría traslacional T(2) se les llama esmécticas
(figura 3) y las que únicamente exhiben T(1) se denominan
fases columnares (figura 4).

II. Método hidrodinámico

La descripción hidrodinámica de sistemas condensados com-
plejos, como son superfluidos, ferromagnetos, soluciones
poliméricas, etcétera, ha sido posible mediante el entendi-
miento más profundo del papel que juegan las simetrías y
las propiedades termodinámicas de los sistemas (Kadanoff
y Martin,1963; Hohenberg y Martin, 1965; Khalatnikov,
1965;  Bogoljubov, 1962). La extensión de esta descripción
a la hidrodinámica lineal de los cristales líquidos se inició en
los años setenta, (Martin et al., 1972; Foster, 1975; Stephen
y Straley, 1974), y en años más recientes se ha generalizado
al caso no lineal y a fases líquido cristalinas más complejas,
(Brand y Pleiner, 1980 y 1981).

La idea esencial del método hidrodinámico se basa en la
observación de que en la gran mayoría de sistemas conden-
sados complejos y en el límite de escalas temporales y espa-
ciales muy grandes, sólo sobrevive un número muy peque-
ño de procesos lentos, comparado con el enorme número
de grados de libertad microscópicos. La evolución de estos
procesos se describe por la evolución de las variables
hidrodinámicas correspondientes, las cuales describen fe-
nómenos cooperativos que en el límite espacialmente ho-
mogéneo, no relajan en un tiempo finito. Es decir, las varia-
bles hidrodinámicas son tales que sus transformadas de Fourier
satisfacen la relación

ω (k !0) !0.                                                            (1)

Más aún, las variables hidrodinámicas pueden identificar-
se unívocamente utilizando leyes de conservación (sime-
trías globales) y rompimiento de simetrías, para escalas es-
pacio-temporales en las que los grados de libertad micros-
cópicos ya han relajado. En estas escalas, la descripción hi-
drodinámica es exacta. Cuando los grados de libertad mi-
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FIGURA 4. FASE COLUMNAR HEXAGONAL. 

 

 
 

FIGURA 2. ARREGLO DE MOLÉCULAS EN UN NEMÁTICO. 

 

 
 

FIGURA 3. ARREGLO DE MOLÉCULAS EN LAS FASES A) ESMÉCTICA A, B) 

ESMÉCTICA C .  
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croscópicos alcanzan su estado de equilibrio termodinámi-
co (equilibrio local), puede usarse la termodinámica local-
mente para describir la evolución de las variables lentas.
Esto inmediatamente implica considerar un potencial termodi-
námico; por ejemplo la energía interna, como función de to-
das las variables (Pleiner, 1986 y 1988; Brand y Pleiner,
1994). En una segunda etapa la dinámica del sistema se
obtiene expresando las corrientes o flujos termodinámicos en
función de las correspondientes fuerzas termodinámicas, que
son los gradientes de las variables termodinámicas conjuga-
das, y realizando un desarrollo de los flujos en potencias de
las fuerzas. Esta expansión contendrá coeficientes
fenomenológicos dinámicos (coeficientes de transporte), los
cuales sólo pueden ser determinados a partir del experi-
mento o de una teoría microscópica. Si, además, se separan
los flujos en una parte reversible, que conserva la entropía, y
una irreversible, que aumenta la entropía, la utilización de las
leyes de la termodinámica clásica permite encontrar
ecuaciones de evolución para las variables hidrodinámicas.
Una vez obtenidas estas ecuaciones para un cristal líquido,
es posible incluir en ellas el efecto de campos externos, como
campos electromagnéticos, de esfuerzos, gradientes exter-
nos (térmicos, presión, velocidad, concentración, etcétera).

A continuación esbozaremos la implementación de estas
etapas para nemáticos. La primera clase de variables
hidrodinámicas está asociada con las leyes de conservación
locales, que expresan el hecho de que cantidades como masa,
momentum o energía no pueden ser destruidas localmente
y sólo pueden ser transportadas. Si, ),( tr

→
ρ ,  ),( trg

→→→
= vρ  y

),( tr
→

∈  siendo 
→
v  la velocidad hidrodinámica, denotan, res-

pectivamente, las densidades de estas cantidades, las
ecuaciones de conservación asociadas resultan ser (Landau
y Lifshitz, 1964).

,0=+
→
vdivρρ

d
d                                                          (2)

,0
1 ====∇∇∇∇++++ ijji

dt

d σ
ρ

v                                                       (3)

.0
1 =+





 →

∈∈
jdivρρdt

d                                                      (4)

El operador 
iitdt

d ∇+
∂
∂≡ v  denota la derivada hidrodiná-

mica, σ
ij
 es el tensor de esfuerzos del nemático y 

→
∈

j  es el
flujo de energía.

Cuando ocurre la transición hacia el estado líquido-crista-
lino al disminuir la temperatura, la simetría rotacional O(3)
se rompe “espontáneamente” y el número de variables

hidrodinámicas aumenta. Cualquier rotación alrededor de
un eje distinto de 

→
n  lleva a un estado diferente y distinguible

del estado no rotado. Este rompimiento de la simetría
rotacional se llama espontáneo, porque la energía es aún un
invariante rotacional y no existe una energía que favorezca
una orientación de 

→
n  sobre cualquier otra. Entonces el es-

tado del sistema se hace infinitamente degenerado. Bajo es-
tas condiciones, una variación suave del parámetro de de-
generación lleva a una relajación lenta del mismo, que au-
menta a medida que q!0; este tipo de comportamiento es
el contenido básico del teorema de Goldstone (Foster, 1975).
Por lo tanto, el parámetro de degeneración está relacionado
con el parámetro de orden del cristal líquido, el cual tiene
diferentes estructuras para las diferentes mesofases. Para
un nemático el parámetro de orden es de la forma

,
3
1




 −=
ijjiij

nnS δQ                                                  (5)

en donde S caracteriza el grado de orden, i. e., S = 0 para la
fase isotrópica y S = 1 para moléculas perfectamente  ordena-
das. Nótese que de acuerdo con esto, la dinámica de Q

ij
 está

determinada por la de 
→
n . En resumen, el estado hidrodinámico

macroscópico de un nemático se describe mediante dos varia-
bles escalares, que pueden escogerse como ),(),,( trtr

→→
∈ρ , una

variable vectorial, ),( trvg
→→→

=ρ  y una variable tensorial Q
ij
, que

puede elegirse, por ejemplo, como la parte anisotrópica del
tensor dieléctrico.

Puesto que 
→
n  no está relacionado con una ley de conserva-

ción, su ecuación dinámica es una ecuación de balance de la
forma

,0=+


 ∇+
∂
∂

iijj
nv

t
Y                                                     (6)

en donde Y
i
 no es una corriente, pues su integral superficial

no es un flujo, sino una cuasi-corriente. Esta cantidad debe
ser ortogonal a 

→
n  para satisfacer la simetría nemática .

→→
−→ nn

Dada una situación física específica, el estado del sistema
se describe en términos del potencial termodinámico más
apropiado. Este puede escogerse, por ejemplo, como la ener-
gía total E (Callen, 1985).

,,,,, , 





 ∇==

→→
∈ VnρVnρVVgρVVEVE ij σ                                (7)

En donde V denota el volumen del sistema y σ la entropía
por unidad de volumen. A partir de esta suposición y usando
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la relación de Euler, se obtiene la relación de Gibbs

iiijij dnhndgddTρdμd ’+∇Φ+⋅++=
→→

∈ vσ                              (8)

y la relación de Gibbs-Duhem

..
→→

+++−= ∈ gTp vσµρ                                                  (9)

Aquí  µ es el potencial químico, Φ
ij 

y h
i
' son los llama-

dos campos moleculares, que se definen como derivadas par-
ciales del potencial termodinámico respecto a la variable
conjugada correspondiente. Ya que en equilibrio las va-
riables de estado son constantes, cualquier distribución
inhomogénea de ellas sacará al sistema de equilibrio; por
esta razón los gradientes de estas cantidades se escogen
como fuerzas termodinámicas. Entonces la presencia
de∇µ , ∇Τ , ∇

j
v

i
,  y ∇

j 
Φ

ij 
 generará procesos irreversibles

en el sistema. La parte dinámica de las ecuaciones
hidrodinámicas se obtiene al expresar las corrientes

iij Yjσ ,,

→
∈  en términos de las variables termodinámicas T,

µ, ν, Φ
ij
. Si, además, estas expresiones se separan en una

parte reversible, que no genera incremento de entropía y
que es invariante bajo una inversión temporal, y una parte
irreversible, que aumenta la entropía y que no es
invariante ante la transformación  t! −t, se obtienen las
siguientes expresiones para los flujos (Landau y Lifshitz,
1974,  Brand y Pleiner, 1994)

,
2
1

klkkjililjij
D
ij

R
ijj

vhnp ∇−−∇Φ+=+=
ijkli

vλδσσσ            (10)

,
γ
1

2
1

1
kkkjkji

D
i

R
ii

hv ⊥+∇−=+=
i

YYY δλ                            (11)

D
ijj

D
i vjTj σσ +=

→
∈  ,                                                    (12)

en donde γ1 es la viscosidad rotacional.
En estas ecuaciones los superíndices R  y D denotan,

respectivamente, las partes reversible e irreversible o
disipativa, y

mnnli
n∇=Φ limK                                                          (13)

con  Klimn dado por

.321lim
⊥⊥⊥

= ++ ∈∈
lmniqmnqplipmnlin

nnnn δKKKK δδ           (14)
Aquí K1, K2 y K3 son las constantes elásticas del nemático

y 2
ijk

 es el tensor totalmente antisimétrico de Levy-Civitta.

El tensor ⊥
ikδ  se define como

kiikik nnδδ −=⊥                                                           (15)

y λ
kij

 está dada por:

( ) .1)1( jkiikjkji nδλnδλλ ⊥⊥
= ++−                                          (16)

En esta expresión, el parámetro de alineación por flujo,

2

1
υ
υλ ≡ , es un parámetro reversible, donde υ1, υ2 son dos de

las  cinco viscosidades independientes de un nemático. El
campo molecular h

k
, que ya hemos definido como

ijjik
hh Φ∇−′≡ , explícitamente resulta ser:

.
2 pjklqjklpjklkqnljkjnlk nnK

nq
K

nq
δnKh ∇∇







∂
∂−∂

∂+∇∇−= ⊥ (17)

Finalmente, el tensor viscoso contiene ν
ijkl 

cinco viscosidades
independientes del nemático υ

i
, i=1, 2...5, y está dado por

( ) ( )
( )( )

( )
( )( ).

)

22

245

24

23

3212

jikllkij

klijjkli

jlkiilkjiklj

lkjijkilikjlijkl

nnδnnδννν

δδννδnn

δnnδnnδnnvν

nnnnνννδδδδνν

++−+

−++

++−+

−+++=

              
(18)

La segunda ley de la termodinámica establece que
cualquier proceso irreversible que ocurra en el siste-
ma debe aumentar su entropía. Entonces, la entropía
obedece a la ecuación de balance

( ) ,)(.
T
R

jjdiv
t

D
i

R
i ≡++∇+∂

∂ →→ σσ σσ υ                                 (19)

donde R es la función de disipación para procesos irreversi-
bles. Esta cantidad puede interpretarse como la energía por
unidad de volumen disipada hacia los grados de libertad mi-
croscópicos; dividida por la temperatura TR  representa la
producción de entropía del nemático. Si como se hizo previa-
mente, (19) se relaciona con las ecuaciones (2), (3), (4), (6), a
través de la relación de Gibbs (8) y las expresiones (10)-(18),
se obtiene una expresión explícita para R, a saber:

( )
( )( ) ( )( ),

2
1

2
1

2
1

1

TTνδ
γ

YδTjνjTjR D
i

jiijklijijkljiji

jjiij
D
iji

D
i

D
ijj

D
i

D
ii

kvvhh

hv

∇∇+∇∇+=

+∇−∇−−−∇−=

⊥

⊥∈ σσ σσ

   (20)
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el tensor k
ij describe la conducción de calor (conductividad

térmica). La segunda ley de la termodinámica requiere que
R sea una cantidad positiva definida, lo cual implica necesa-
riamente la positividad de los coeficientes que aparecen en
la expresión anterior. Nótese también que (20) implica que
las corrientes y cuasi-corrientes disipativas están dadas por
derivadas parciales de la función de disipación, o sea:

,T
T jij
i

D
i

k
R

j ∇−=
∂∇
∂−≡σ

                                             (21)

,klijkl
ij

D
ij v

v
R

v∇−=∂∇
∂−≡σ                                             (22)

.
1

1
iik

k

D
k

h
h

R ⊥=
∂
∂= δ

γ
Y                                                      (23)

En conclusión, las ecuaciones (2), (3), (4), (6) y (20) cons-
tituyen un conjunto completo que describe la dinámica irre-
versible de un nemático de bajo peso molecular
(termotrópico) en ausencia de campos externos.

1. Electrohidrodinámica
A menudo se utilizan campos externos y diversos, como
son campos eléctricos y magnéticos, gravedad, gradientes
externos, para llevar a un nemático a un nuevo estado de
equilibrio y, por ello, estos campos deben ser incluidos en
las ecuaciones hidrodinámicas. Sabemos que en un medio
polarizable, un campo eléctrico externo 

→
E  induce una pola-

rización )(
4
1

ii
EDP −=

→

π
 , que se reorienta con el campo, en

donde 
→
D  es el vector desplazamiento eléctrico.  Ahora bien,

en un nemático los momentos dipolares moleculares indu-
cidos están orientados más o menos rígidamente con res-
pecto al eje largo de las moléculas, por lo tanto, la
reorientación de la polarización inducida da lugar a una
reorientación del director. En contraste con los campos eléc-
tricos, la influencia de los campos magnéticos en un nemático
es más bien débil y, en general, la magnetización inducida
puede despreciarse. Es decir, un nemático es un medio no
magnético en  buena aproximación. Por otra parte, es un
resultado bien establecido que usando argumentos termo-
dinámicos convencionales, el trabajo asociado a la presen-
cia de un campo eléctrico Φ∇−=

→→
E  está dado por:

,
4
1 →→

⋅−= DEd el πw                                                       (24)

y es el término que debe sumarse a la relación de Gibbs (8)
y a la relación de Gibbs-Duhem (9). Si se modifican estas
relaciones y utilizando un procedimiento enteramente aná-
logo de la sección anterior, es posible mostrar que en pre-

sencia de un campo eléctrico la ecuación de movimiento
(3) se modifica como

ijjieijji EPEv
dt
d ∇+=∇+ ρσρ

1
                                     (25)

con la densidad de carga dada por 
→

= D
e

div
π4

1ρ . A orden
lineal en las fuerzas termodinámicas la expresión de σ

ij 
  ya

no está dada por (10), sino por

klijklkkjililjij
D
ij

R
ijij

~h
2
1

n~~ ννλδσσσ ∇−−∇Φ+=+= p                (26)

con

.
8
1~ 2

→

Π
−= Epp                                                           (27)

Análogamente, las corrientes (11) ahora son

,
1

2
1

1
kj

E
ijkkikkjkji

D
i

R
ii EhYYY ∇−+∇−=+= ⊥ ζδγλ v           (28)

( ),
k

E
kjijj

E
ij

e
ij

e
i

hTkEj
j

ζ∇+∇+= σ
                               

(29)

en donde E
ijσ  es la conductividad eléctrica; en consecuen-

cia, la corriente de entropía es:

.j
E
ijjiji EkTkj −∇−=σ                                                   (30)

Aquí los tensores materiales de segundo orden

E
ij

E
ijij

σy, kk

,jiijij nnkαδαα += ⊥
⊥                                                      (31)

tienen una forma uniaxial y cada uno contiene dos coefi-
cientes de transporte disipativos.

Por otra parte, el tensor de tercer orden E
kji

ζ  es irreversi-
ble y contiene un coeficiente dinámico, el coeficiente
flexoeléctrico ,Eζ

( );
jikkij

EE
ijk

nn ⊥⊥ += δδζζ                                                 (32)

mientras que el tensor de cuarto orden ijkl
v  sigue definido

por (18).
Procediendo de la misma manera que nos llevó a (20), la

función de disipación R tiene en este caso términos adicio-
nales que involucran al campo eléctrico:

( )( ) ( )( )

.
2
1

2
1

2
1

2
1

1

K
k

kR

EhTEEE

TTvvvhh

ji
E
ijkji

E
ijji

E
ij

jiijkjijijkljiji

∇−∇++

∇∇+∇∇+= ⊥

ζ

δ
γ

σ
           

(33)

n    ú    m    e    r    o        e    s    p    e    c    i    a    l



C I E N C I A  E R G O  S U M 281V O L .  8  N Ú M E R O  T R E S ,  N O V I E M B R E  2 0 0 1 - F E B R E R O  2 0 0 2

La mayor parte de los parámetros que intervienen en las
ecuaciones hidrodinámicas y electrodinámicas para un
nemático han sido medidos para diferentes sustancias que
muestran la fase nemática uniaxial. Entre éstos se incluyen
las constantes elásticas (Blinor y Chigrinov, 1994), el calor
específico, el parámetro de alineación por flujo λ y las
viscosidades υi , i = 1, 2 ... 5 (de Gennes, 1974), el inverso
de la constante de difusión del director γ1; la conductividad
térmica , la anisotropía del tensor dieléctrico εεε −= ⊥a , así
como la conductividad eléctrica E

ijσ  (Chandrasekhar, 1977;
de Gennes, 1974; Blinov y Chigrinov, 1994).

III. Modelo de reorientación planar

Como es usual en termodinámica, la elección del potencial
termodinámico es arbitraria. Cualquier otro potencial obte-
nido a partir de la energía (7) mediante una transformada
de Legendre es igualmente apropiado. Así, por ejemplo, po-
dría escogerse la energía libre de Helmholtz como potencial
y la densidad de entropía se sustituiría por la temperatura
como variable termodinámica, cuando los procesos son
isotérmicos. De hecho, esta situación se presenta con fre-
cuencia en los procesos de reorientación en celdas nemáticas
delgadas, en las cuales existe evidencia experimental de que
la reorientación puede considerarse como isotérmica y que
ocurre en un plano (de Gennes, 1974).  Con el objeto de
implementar explícitamente esta descripción simplificada,
pero que es un caso particular de la discusión de la sección
anterior, introduciremos el siguiente modelo.

Considérese una celda nemática plana, de espesor l medi-
do a lo largo del eje z y contenida entre dos placas paralelas y
conductoras, como se muestra en la figura 5. Las dimensio-
nes transversales L de la celda en las direcciones x y y son
grandes comparadas con l, L>>l, de modo que el volumen
de la celda V=L

 2
l sea infinito. Supondremos una configura-

ción inicial del director en la que 
→
n  sea paralelo a las placas

de modo que 0n = (1, 0, 0). Supondremos condiciones de an-
claje fuerte sobre n0 para que las distorsiones elásticas de la
orientación sean nulas en las placas. En la ausencia de un
campo externo el nemático conservará la configuración dada
por ;0

→
n  pero si el nemático se excita por la presencia de un haz

láser oblicuo en la celda, la orientación del director cambiará
con la posición y el tiempo, es decir, se producirá un proceso
de reorientación. Si la polarización del haz permanece en el
plano de incidencia x-z, y no existen retroflujos, la reorientación
también ocurrirá en el mismo plano y

                                     (34)

en donde θ es el ángulo de reorientación. Más aún, por
simplicidad supondremos que ( )[ ]tznn ,θ

→→
= .

La contribución a la energía libre de Helmholtz que pro-
viene de las deformaciones elásticas fue calculada por Frank
(1958) y está dada por (Landau et al., 1984):

2

3

2

2

2

1 




 ×∇×+





 ×∇⋅+





 ⋅∇=

→→→→→
nnKnnKnKfelas               (35)

Las tres constantes elásticas K1, K2 y K3 están asociadas,
respectivamente, con las deformaciones splay, twist y bend.

En presencia de un campo óptico existe una densidad de
energía libre adicional dada por:

→→
⋅= DEfem π8

1                                                           (36)

Para la geometría del modelo y en la aproximación de
constantes elásticas iguales, K = K1=K2=K3, la energía li-
bre de Helmholtz resulta ser:

( )

( )[ θθθ

θ

cossensen

8
1

2

**22

2
2

zxzxxa

emelasv

EEEEE

E
zd

dK
ffdVF

+++




−




=+=

→
⊥∫

ε

επ

]






++
→ 2

2cos HEz θ                                                              (37)

en donde * denota complejo conjugado. Las configura-
ciones estacionarias se determinan minimizando esta
energía libre sujeta a la restricción de que  →→

⋅ nn = 1, i. e.,

                                                                           (38)
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FIGURA 5. REPRESENTACIÓN ESQUEMÁTICA DE UN HAZ LÁSER 
LINEALMENTE POLARIZADO PROPAGÁNDOSE A TRAVÉS DE UNA CELDA 

NEMÁTICA PLANAR . 
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en donde δθ
δF  denota la derivada funcional. Utilizando el mé-

todo de coeficientes indeterminados de Lagrange, este pro-
cedimiento genera la ecuación de Euler-Lagrange correspon-
diente, que escrita en forma adimensional resulta ser

( ) ( )[ ] 022 **22 =++−+ θθθ cossen
xzzxzx2

2

q
d

d
EEEEEE

ζ     (39)

Aquí se han utilizado las siguientes variables adimensio-
nales,  

0

,
E

E
E x

xl

x ≡≡ζ ,  
Π

==
8

cE

E
z

z

2

0

0I
E

E ;   es  la  intensidad

del  campo  incidente. El parámetro 
K
lcE

q π8

22

≡  tiene una

interpretación física clara: es proporcional a la razón entre
la energía eléctrica y la energía elástica del haz y, por lo
tanto, mide la intensidad del acoplamiento entre el campo
óptico y la configuración orientacional del nemático.

Es importante señalar que esta misma ecuación (39) se ob-
tiene del sistema general de ecuaciones hidrodinámicas de la
sección anterior imponiendo las condiciones isotérmicas y
geométricas del modelo en discusión (Rodríguez y Reyes, 1996).

1. Dinámica del campo óptico
Para determinar la configuración orientacional ( )[ ]tznn ,θ

→→
=

es necesario conocer la dinámica del campo electromagné-
tico dentro de la celda. La ecuación que gobierna la propa-
gación del campo óptico a través del nemático se obtiene de
las ecuaciones de Maxwell con fuentes (Landau et al.). Si-
guiendo el procedimiento usual, de estas ecuaciones se ob-
tiene que:

0
1 2

2
2 =

∂
∂−





 ⋅∇∇−∇

→
→→

2t

D

c
EE                                         (40)

y

,0
1 2

2
2 =

∂
∂−∇

→
→

2t

H

c
B                                                     (41)

donde c es la velocidad de la luz en el vacío. El vector
desplazamiento eléctrico 

→
D  y →

E  están relacionados por la
relación constitutiva no lineal:

( )[ ] ,
jiji

ED zθ∈=                                                        (42)

en donde 2
ij
 (z, t) es el tensor dieléctrico. Para un nemático

uniaxial este tensor tiene la forma:

                                                                           (43)

Como lo sugiere la geometría del modelo, supondremos
que el campo óptico incidente es monocromático,
propagándose en la dirección x y con una amplitud que
depende de z, es decir, es de la forma:

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] zyxtiexpztzx

tiexpztzx

,,,,,

,,,

=−=

−=

jxHH

xEE

jj

jj

ωβ

ωβ

(44)

Aquí β es la constante de propagación y ω es la frecuen-
cia angular de la onda. Para cada valor específico de β hay
una distribución específica de las amplitudes E

j
(z) o H

j
(z) y

la naturaleza de estas distribuciones no se altera cuando el
campo se propaga en el interior de la celda y representa los
modos de la guía. Sustituyendo las formas anteriores en las
ecuaciones de Maxwell sin fuentes, y utilizando la represen-
tación completa del campo electromagnético en términos
de los modos transversos eléctricos (TE) y magnéticos (TM),
se obtienen las siguientes expresiones adimensionales para
estos últimos modos, a saber:
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(45)
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con 
0k

β≡p .

Para  la  geometría  del  modelo,  las  componentes de
2

ij 
son funciones  explícitas de  θ, 2zz = 2? + 2a cos2 θ (ζ),

2xx = 2? + 2a  sen2 θ (ζ) y 2xz = 2α.  Nótese  que esta
dependencia pone de manifiesto el carácter acoplado de
las ecuaciones de campo; claramente, para poder  cono-
cer la dinámica de los campos es necesario sustituir pri-
mero la configuración orientacional de las  ecuaciones
anteriores, lo cual se obtiene  al resolver la ecuación (39).
Pero a su vez, determinar esta  configuración implica
conocer la dinámica de los campos. Claramente,  para
poder determinar ambas dinámicas es necesario seguir
un  procedimiento sistemático de aproximación que per-
mita conocer cada una independientemente, pero a dife-
rentes órdenes en un parámetro adecuado. En la siguien-
te sección describimos un método de  aproximación sis-( ) ( ),, niaijij ntztz += ⊥
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temático que permite realizar estos  cálculos. Debe men-
cionarse que las expresiones correspondientes a los  mo-
dos TE no se escribirán explícitamente porque la dinámi-
ca de estos modos se desacopla de la dinámica
reorientacional y, por lo  tanto, puede ignorarse en la
descripción dinámica.

2. Aproximaciones sistemáticas
Además del parámetro q, cuya interpretación física se
dio en la sección anterior, en las ecuaciones dinámicas
(39) y (45)-(47) aparece otro parámetro importante, k0l.
En términos de los valores de este parámetro se define
el límite de la óptica geométrica (LO) por la condición
k0l >>1, mientras que el siguiente orden de aproxima-
ción, el límite WKB, corresponde a k0l >1. Claramente, es
posible implementar diferentes aproximaciones de las
ecuaciones anteriores a órdenes diferentes en los
parámetros q y k0l. A continuación describiremos un es-
quema de aproximación sistemática para este fin:

Primero debe determinarse el estado configuracional
inicial, correspondiente al estado estacionario que mini-
miza la energía libre correspondiente en ausencia de cam-
pos. Esto equivale a determinar el campo de orientación
y, por lo tanto ( )[ ]tznn ,θ

→→
=  a orden cero en q. A partir de

esta configuración se calcula la correspondiente expre-
sión del tensor dieléctrico de la ecuación (10). De esta
forma se obtienen los coeficientes que aparecen en las
ecuaciones no lineales (45)-(47). Entonces estas ecuaciones
para las amplitudes de los campos pueden resolverse al
orden necesario en el parámetro k0l   y obtener así las
distribuciones de los campos de los modos que se propa-
gan en la celda.

La  siguiente etapa consiste en calcular el cambio en el
tensor dieléctrico producido por las torcas debidas a los
campos ópticos anteriores. Para  esto  se calcula el cam-
po director correspondiente a estas torcas,  o
equivalentemente, se resuelve la ecuación para 

→
n  , y con

la expresión resultante se calculan las componentes ne-
cesarias del tensor dieléctrico. Con esta información se
resuelven nuevamente las ecuaciones para las amplitu-
des de campo (45)-(47). Siguiendo este esquema se itera
el proceso hasta los órdenes necesarios en los parámetros
mencionados. En II se ilustra este procedimiento al utili-
zar explícitamente el LO  de las ecuaciones dinámicas
para los campos y calcular así las trayectorias de rayo de
los campos en la celda.

Conclusiones

En resumen, en este trabajo hemos desarrollado un método
macroscópico y analítico que permite describir la dinámica
acoplada y altamente no lineal, tanto de los campos ópticos
como del cristal líquido mismo. El carácter analítico del
método proporciona una descripción física más clara de
los mecanismos físicos  macroscópicos involucrados en
el proceso de  propagación; además, permite implementar
esquemas de aproximaciones sistemáticas, iterativas, en
términos de potencias de parámetros con una interpreta-
ción física precisa, para resolver el sistema de ecuaciones
hidrodinámicas.

Aunque el conjunto de ecuaciones hidrodinámicas es
general e incluye los efectos disipativos producidos por
los procesos irreversibles que ocurren en el nemático, en
muchas situaciones de interés físico es conveniente y con-
siderablemente más sencillo aproximar la reorientación
del nemático como un proceso isotérmico. Este impor-
tante caso particular se describió en la sección III. Este
límite importante posee una base experimental bien esta-
blecida y permite desarrollar una descripción teórica más
simplificada; sin embargo, no debe olvidarse que es una
aproximación. Como resultado de este análisis puede
decirse que el fenómeno de reorientación molecular
fotoinducida constituye el meollo de la respuesta alta-
mente no lineal que exhiben los cristales líquidos. Por
una parte, esta característica hace a los cristales líquidos
sistemas físicos muy atractivos para el diseño de disposi-
tivos ópticos; pero por otra, también muestra sus impor-
tantes limitaciones debido a la absorción de luz que mues-
tran estos sistemas (Hu et al., 1993; Vogeler et al., 1992)
y que para su tratamiento adecuado requiere de la des-
cripción termohidrodinámica presentada en este trabajo.
De  hecho, debe enfatizarse el hecho de que el proceso
de propagación de luz en un cristal líquido es, en general,
un proceso irreversible, pues los procesos de absorción y
disipación nunca pueden ignorarse  completamente. La
descripción macroscópica más apropiada de la propaga-
ción de campos ópticos debe realizarse en el contexto de
una teoría termodinámica irreversible, de la misma ma-
nera que la  termodinámica irreversible de Onsager se
utiliza para describir los procesos disipativos en un flui-
do simple (de Groot y Mazur, 1962). La relación entre la
función de disipación discutida aquí y su efecto e inter-
pretación para los fenómenos ópticos generados por la
propagación de un haz láser en un cristal líquido nemático
está actualmente en proceso de investigación (Reyes y
Rodríguez, 2001).
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