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Resumen. Se estudia el papel que juega el análisis no lineal de los sistemas físicos como un nuevo instrumento
cognitivo que puede ser usado en física así como en otras áreas de investigación. Para ello, se parte de reconstruir la
noción de “paradigma” de modo tal que pueda ser utilizada como unidad de análisis, y de una teoría de la
referencia que elimina los designadores rígidos como inútiles en la práctica científica.
Palabras clave: objetividad científica, paradigmas, estructuras coherentes.

Observations About Non Linearity
Abstract. The main purpose of  this paper is to analyze the role of  the non linear analysis of  physical
systems as a new cognitive tool that can be used as well in physics as in other areas of scientific research. It
proposes  a clear definition of  “paradigm” that can be used as an analytic unit, and a theory of  reference that
avoids the use of  “rigid designators”, because they are useless, in the scientific practice. Of course, the possible
philosophical consequences of such a proposition also are noted.
Keywords: scientific objetivity, paradigms, coherent structures.

Introducción

Genéricamente se pueden aducir razones, como veremos,
para considerar el concepto de no linealidad como extrema-
damente simple, a pesar de ser tratado, en ocasiones, como
el punto de partida para la explicación de otro concepto,
quizá más inaprehensible: la complejidad.

Estas razones genéricas se derivan de la matematización
que predomina en el ámbito de la ciencia física, pues su
condición histórica está avalada por la práctica exitosa de
sus cultores: la mayoría de los problemas de la ciencia física
se tratan de resolver estableciendo relaciones entre las dife-
rentes variables que se utilizan para describir el espacio for-
mal en el cual se modelan los procesos naturales, suplemen-
tadas con reglas que intentan ligar estas construcciones con
aquello a lo cual refieren. Por tanto, la cuestión de la no
linealidad se reduce a una cuestión sintáctica: a la manera
en la cual son representados los fenómenos en un espacio
matemático, y no necesariamente a la manera en la cual se

construyan las reglas de referencia, porque, finalmente, a
pesar de todas las transformaciones formales que intentan
simplificar la forma de las ecuaciones, se esperaría que la
referencia al fenómeno no cambie.

 Las relaciones establecidas son relaciones funcionales
entre variables especificadas a través de operaciones
infinitesimales, por lo que los datos del problema físico son
representados en un espacio matemático, donde la búsque-
da de soluciones puede ser esquematizada de la manera
siguiente: se trata de encontrar un subespacio-solución de
las relaciones entre las variables dentro del espacio en el
cual se ha convenido en modelar el fenómeno físico.

A Lourdes Lara,
por su paciencia
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Estos subespacios están, por lo general, determinados a
través de soluciones de una ecuación diferencial con sus
condiciones de contorno especificadas, si es que el plantea-
miento de base adopta el punto de vista de que el fenóme-
no es enteramente “local” (que en el sentido formal del
análisis implica un entorno arbitrariamente pequeño de un
punto, y en cuya interpretación física está implicada la
interacción por contactos entre las diferentes piezas del
medio), de una ecuación integral, igualmente con sus condi-
ciones de contorno establecidas, si es que las interacciones
consideradas se extienden a lo largo de una región bastante
más “amplia” (desde el punto de vista del análisis como
operadores extendidos a regiones finitas del espacio, en tan-
to que físicamente involucran la noción de “acción a distan-
cia”), o bien una ecuación que combine ambos tipos de
interacciones, y posiblemente diferencias finitas entre las
variables dependientes.

Desde el punto de vista del modelador no se discriminan,
ni es fácil hacerlo, a las relaciones establecidas entre las
variables que conducirán a ecuaciones de fácil o difícil
solución, ya que lo importante es inducir el espacio del
problema y las relaciones funcionales entre las variables. Sin
embargo, examinando las ecuaciones a las que se llega a
través de la aplicación de consideraciones pertinentes (sean
éstas principios físicos, biológicos, económicos, psicológicos,
etc.), se establece una clasificación de las ecuaciones
involucradas, clasificación que, en principio, no refiere a los
fenómenos bajo estudio, sino sólo a la forma de las ecuaciones.

En tal contexto clasificatorio, la linealidad de una ecua-
ción se entiende como sigue: sea dado el espacio funcional
arbitrario H; sobre el que es posible definir un conjunto de
operadores, AL, donde está contenido a su vez un opera-
dor arbitrario O:H!H,  (O 2 AL). Si tal operador satisfa-
ce la condición-definición siguiente:

O(aϕ + bψ) = aOϕ +bOψ, a, b ∈ ℜ , ϕ, ψ ∈ H                          (1)

entonces decimos que es un operador ℜ -lineal en el espacio
funcional H. Por supuesto, podemos considerar el conjunto
de los números complejos sin alterar en nada la definición,
pero ello es innecesario dentro de los límites de esta exposi-
ción inicial. Cuando restringimos más el problema, añadi-
mos a la ecuación en cuestión una serie de relaciones fun-
cionales (n) que especifican el “problema de contorno”:

Oψ = 0, F
i
(ψ) =0, i=1,..., n                                       (2)

Dentro de este marco podemos definir la no linealidad de
un operador a través de la negación de la condición definitoria

(1). Evidentemente si O es lineal, las aducidas condiciones de
contorno deben ser lineales, si es que se quiere que el proble-
ma continúe siendo lineal. Es decir: F

i (ψ) = ∑ j jij
Pa ψ  donde

cada P
j 
es un operador lineal sobre el espacio H.

Pero aquí tenemos la posibilidad de una combinatoria: el
operador es lineal, pero las condiciones son no lineales; o
bien el operador es no lineal; con condiciones lineales o bien
ambos elementos son no lineales.

Sin embargo, las observaciones anteriores bien pueden
considerarse una pretensión de hacer trivial en exceso el
concepto de no linealidad reduciéndolo a una explicación
sobre propiedades de operadores más bien simples de com-
probar. Es, pues, menester aclarar cómo algo en apariencia
trivial puede llegar a constituirse en hacedor de carreras
académicas, y en última instancia en modelador de una vi-
sión de la naturaleza, siendo esto último lo que en efecto
más importa.

Por supuesto, el hábil lector ya habrá notado que no es la
ecuación lo genuinamente importante al momento de cons-
truir tal visión, sino las reglas semánticas que le confieren
significado al amontonamiento de símbolos, y dan la moti-
vación para resolverla más allá del afán (legítimo) de resol-
verla per se.

Se expondrán algunos métodos de resolución de las
ecuaciones no lineales para ir centrando la cuestión del sur-
gimiento del paradigma alrededor de un punto preciso, que
podremos identificar con el momento en el cual un nuevo
método de análisis irrumpe en la escena y permite el trata-
miento de problemas que habían tenido que ser dejados de
lado. En la medida de lo posible, se entrará en detalles re-
lacionados con las premisas involucradas en los métodos,
para que posteriormente puedan servir como ilustración de
las tesis que se expondrán. La noción de paradigma ha sido
muy debatida desde su introducción por Kuhn (1986), y
entre las debilidades que se le han encontrado está la de ser
una noción imprecisa. Para evitar estas objeciones, se aclara
en la sección siguiente la noción de paradigma, tratando de
debatir la propuesta de Kuhn. Conceptos como los de: ra-
cionalidad de los científicos, inconmensurabilidad de los
paradigmas, acumulación del conocimiento, realismos inter-
no y externo, no necesariamente saldrán todos a relucir,
sino sólo algunos, y predominantemente los conceptos de
realismo externo e interno.

Podríamos formular el objetivo anterior en los términos
de una serie de cuestionamientos: ¿es racional, y si lo es en
qué sentido el que se dedique tanto espacio a la considera-
ción de las ecuaciones no lineales?, ¿constituye un paradig-
ma la emergencia de las teorías no lineales? Y si lo constitu-
yen, ¿qué compromisos teóricos son adquiridos para soste-

n    ú    m    e    r    o        e    s    p    e    c    i    a    l
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ner esto? cualquier respuesta a estas cuestiones tiene serias
repercusiones. Consideremos, únicamente a manera de ilus-
tración, lo siguiente: si la respuesta a la primera cuestión es
afirmativa (como seguramente debe serlo), entonces la en-
señanza de los métodos lineales sólo puede ser supuesta
como un requisito subordinado a los métodos no lineales,
que vendrían después. De otra manera nuestra enseñanza
devendría en una ideologización (convengamos en fijar la
extensión de este concepto en los términos de Althusser
(1988: 97-141), por simplicidad) de los asistentes a tales
cursos por estarles enseñando una doctrina inútil para su
práctica científica futura. Por supuesto, las afirmaciones an-
teriores presuponen todo un contexto educativo, que he omi-
tido, por lo que sólo pueden ser tomadas como indicativos
de una situación posible.

Por lo tanto no se debe limitar la explicación a una trivial
definición, como la propiedad definitoria expresada por la
ecuación (1), que no clarifica la importancia asignada a una
serie muy extendida de investigaciones que deben ser en-
cuadradas dentro de un esquema explicativo, que a su vez
arroje luz sobre las prácticas cognitivas de los científicos,
con el fin de que nuestra visión de las cuestiones involucradas
no presenten considerables zonas de ceguera.

I. Consideraciones metodológicas

Expondremos someramente el tratamiento de Thomas Kuhn,
basado en su tan encomiado y a la vez vilipendiado libro de
la década de los sesenta. A continuación marcaremos las
diferencias pertinentes del tratamiento que se le dará a esta
temática en el presente ensayo.

Kuhn llama “paradigma” a un consenso que se establece
entre los miembros de una comunidad científica respecto a
un asunto relativo a su interés (Kuhn, 1986: 33). Consenso
que permite trabajar alrededor del interés consensado tra-
tando de resolver los problemas dentro de tal marco. Esta
es la unidad mínima de su análisis en tal libro, y la definición
modificada del mismo que damos más adelante será la uni-
dad de análisis que utilizaremos. Continuando con el cami-
no trazado por Kuhn, una vez establecido el paradigma, la
ruptura de este se da a través de “anomalías” no previstas
por las teorías vigentes. En términos más precisos, una teo-
ría, tal como se entiende en la física, sólo prevé lo que se
incluye en las propiedades que la misma dictamina para el
comportamiento de los entes que postula (y esta es en efec-
to la tesis que defenderemos: a la ciencia), en tanto que sólo
le interesan las propiedades de los entes, le es irrelevante
una doctrina de designadores rígidos, como la de Kripke
(1985). En este sentido, la aparición de propiedades no pre-

vistas necesariamente indica que hay algo en el mundo que
nuestra teoría no ha considerado, hay algo que no se ha
indicado, por lo que se tiene de entre lo indicado un señala-
miento erróneo. Y ésta, según Kuhn, es la función primor-
dial, y positiva, de un paradigma: servir de telón de fondo
para un descubrimiento novedoso que finalmente rompa
con el paradigma (Kuhn, 1986: capítulos VI, VII), pero, si-
guiendo a Kuhn, sólo se aceptará esta ruptura si ya hay otro
paradigma en construcción, que permita comparar a am-
bos (Kuhn, 1986: 129). La emergencia del paradigma nove-
doso inicia una transición hacia la “denominada revolución”.
Según Kuhn, se trata de un desarrollo no acumulativo, en el
que no sólo intervienen criterios lógicos o experimentales
(esta es la cuestión de la racionalidad de los científicos y el
ataque directo a la separación del “contexto de descubri-
miento” y el “contexto de justificación” de Hans
Reichenbach), y generalmente se tiene una coexistencia de
paradigmas. La conclusión de la “revolución” es su
“invisibilidad” y alcance limitado (Kuhn, 1986: cap. XI), lo
que constituye el planteamiento de la cuestión de la ideolo-
gía científica y su reproducción, que se da, según explica
Kuhn, a través de los libros de texto emanados de la autori-
dad. Entonces, el esquema analítico de Kuhn (de manera
muy simplificada) es el siguiente:

A continuación expondremos la manera en la cual se en-
focarán las cuestiones precedentes en este ensayo.

Claramente la unidad de análisis de Kuhn es problemáti-
ca, porque no sólo deja de lado los medios a través de los
cuales los aludidos consensos se conforman, y la manera en
la cual delimitan una comunidad de científicos, sino tam-
bién cuál puede ser la naturaleza del interés que comparten.
Cuestionamientos que de manera clara señalan que tal con-
cepto alude a nucleaciones de lo social que se integran, su-
ponemos de un modo más o menos regular, alrededor de
un interés intersubjetivo más o menos delimitado durante
un periodo de tiempo más o menos prolongado.

Kuhn se vio involucrado en estas dificultades debido a la
ambigüedad de los términos utilizados, y para aliviarlas in-
trodujo el concepto de “matriz disciplinaria” (Kuhn, 1986:
279), que analizaba en cuatro componentes: (1) generaliza-
ción simbólica; (2) representaciones de los datos (llamadas
modelos o partes metafísicas del paradigma; (3) valores comparti-
dos (emotivos y cognoscitivos), y (4)ejemplares de solución.

O B S E R V A C I O N E S  S O B R E  L A  N O  L I N E A L I D A D
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He modificado ligeramente las denominaciones de los pun-
tos (2) y (4) para evitar confusiones terminológicas poste-
riores. Las consideraciones que hacemos respecto a este
análisis son las siguientes.

Detrás de toda generalización simbólica subsiste un en-
tramado de representaciones de los datos que permiten con-
cebir a tales generalizaciones como la representación
estructurada de tales datos que preserva la estructura que
estos tienen. Esta explicación no está en Kuhn, la tomo de
Ibarra y Normann (1999: capítulo 3) porque me  parece la
manera más adecuada de explicación de la nucleación alre-
dedor de un interés.

En otras palabras, esta actividad de representación for-
ma parte de la actividad cognitiva cotidiana de los científi-
cos, y se considera que si algo puede contribuir a nuclear a
tales personas es precisamente una representación común
de los datos que poseen que preserve las características que
ellos les atribuyen volviéndolos relevantes. Es decir, diría-
mos que comparten los mismos “modelos” del dominio del
cual los datos son manifestaciones.

Por ello mismo, las generalizaciones simbólicas están aboca-
das a preservar la estructura de los datos, y en tanto no se dé
cuenta de esta, las generalizaciones simbólicas por sí mismas
no contribuyen al consenso, porque estas son únicamente la
manifestación de una estructuración posible de los datos, que
es en la que deben de coincidir los científicos. Coincidencia que
permeará todas las cuestiones metateóricas relativas a la ade-
cuación y la coherencia, porque se pensará en estas cuestiones
ligadas a esa estructura en particular. Posteriormente volveré
sobre este mismo punto en un ejemplo concreto.

Por supuesto que esta actividad involucra un componente
metafísico relacionado con una suposición respecto a la es-
tructura del mundo, la que queda apresada en un dominio de
representación dentro del cual es posible obtener conclusio-
nes para extrapolar al dominio representante (razonamiento

subrogatorio) que la importancia fundamental de la repre-
sentación: el “excedente” teórico que permite hacer deduc-
ciones y construcciones dentro del dominio representante que
pueden ser transferidas al representado.

En esta circunstancia, la distinción entre generalización
simbólica y modelos representantes queda, por la argumen-
tación precedente, abolida, porque la generalización simbó-
lica es parte integrante del “modelo” de representación y
está guiada por éste en cuanto que debe de preservarse una
cierta estructura (la del dominio representado), que es en la
que estarán de acuerdo los individuos y la que será repro-
ducida toscamente en los libros de texto. En cuanto a la
cuestión de los valores, me restringiré a las valorizaciones
que denominaré “cognoscitivas” y que son las que tienen
que ver con cuestionamientos metateóricos como: ¿es con-
sistente la teoría?, ¿es completa la teoría?, ¿tiene pocos su-
puestos ad hoc ?, ¿es coherente con otras teorías?, ¿se adecua
a los datos relevantes para la misma?, ¿es comprehensiva?;
y dejaré de lado las valoraciones de otro tipo que pueden
responder cuestiones tales como: ¿es bella la teoría?, ¿es
buena la teoría?, ¿favorece la teoría las posiciones que a mi
grupo le interesa alcanzar? Y las dejaré de lado no porque
no tengan que ver con el asunto, sino porque su considera-
ción debe ser hecha en otro espacio. Sin embargo, haré, de
todos modos, algunas breves alusiones al respecto (considé-
rese la alusión al sistema escolarizado de enseñanza como
una de ellas). Por otra parte, las cuestiones cognitivas fácil-
mente quedan plasmadas al darse el medio en el cual pue-
den surgir: la relación de representación.

Finalmente, la cuestión de los ejemplares es tomada en
las explicaciones de Kuhn como una manera de
ideologización (porque no es otra la situación al ignorarse
la historia de las discusiones y malentendidos (Kuhn, 1986:
133, 255-259) para la aceptación acrítica de unos pocos
éxitos que dan su supuesta solidez a la teoría y que en
todo caso sólo parecen contribuir a la reproducción de
algunos grupos aislados de practicantes de la ciencia en su
doble vertiente: reproducción de la fuerza de trabajo (for-
mación de recursos humanos para el trabajo científico) y
reproducción de las condiciones que permiten sostener
las relaciones de dominación. Me desentenderé de esta
problemática en lo que sigue, porque considero que su
adecuada teorización se hace en términos del  curriculum
y su interacción con diferentes instituciones cuyos intere-
ses le atraviesan,1 y consideraré que los ejemplares cum-
plen una función cognoscitiva: servir de datos para posi-
bles construcciones ulteriores.2 La justificación de esto es
parecida a la anterior: no es el fin de esta discusión ras-
trear los efectos de poder, sino explicar una serie de ob-

1.    Aun cuando no es el tema de este ensayo, las referencias bibliográficas
contienen material interesante para comenzar una discusión
importante al respecto.

2.  Me resulta irresistible poner un ejemplo que, quizá por la tónica
general de la discusión, no resulte pertinente en lo que sigue, pero
que sin embargo ilustra de manera plena la función que se asigna a
los ejemplares: en un artículo de 1926 sobre mecánica ondulatoria,
E. Schrödinger extrapola una ecuación de onda para la mecánica a
partir de un claro ejemplar: la óptica ondulatoria. Esto ilustra dos
cosas: el razonamiento subrogatorio al extrapolar los “datos”

proporcionados por la teoría de De Broglie:

a una ecuación ondulatoria a partir de un ejemplar característico: la
óptica ondulatoria (Schrödinger, 1926).

n    ú    m    e    r    o        e    s    p    e    c    i    a    l
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servaciones que fundamenten la transición lineal-no lineal
desde una perspectiva epistemológica. Naturalmente, cues-
tiones políticas aparecerán ahí donde sean necesarias, pero
naturalmente no serán muchas.

Por lo tanto, de las delimitaciones anteriores es posible es-
bozar la noción del paradigma que estará en juego en lo que
sigue: consiste en el consenso alrededor de la relevancia de
cierto conjunto de datos que permiten inducir (no de manera
única) un espacio de representación, en el cual también se
coincidirá, y donde las cuestiones metateóricas resultarán per-
tinentes. Por tanto, un cambio teórico será considerado como
un cambio o bien en el conjunto de datos relevantes (domi-
nio representado), o bien en el espacio inducido (dominio
representante) o bien en ambos.

Pasemos ahora a precisar, dentro del formato de Ibarra y
Mormann (1999: capítulo 3), de manera más detallada los
conceptos utilizados.

Según estos autores (concepción que retomamos plena-
mente), la principal actividad cientifíca consiste en la cons-
trucción de representaciones de un dominio dado de da-
tos D que posee cierta estructura, en un ámbito represen-
tante R que está dotado de cierta estructura. Representa-
ción que respeta la estructura relacional al menos parcial-
mente. Entonces una teoría científica sería un mapa de la
forma: f: D!R que preserve, de alguna manera que más
adelante precisaremos con sumo detalle, la estructura de
los dominios representante y representado.

Sin embargo, como señalan Ibarra y Mormann, la activi-
dad representatoria del sujeto requiere de un mapa adicional,
tal que: s: R !D. Con lo que se establece, por parte del
sujeto, una relación entre el representante y el representado
de modo tal que traslada las consecuencias obtenidas en el
representante al representado. Este proceder es denominado
“razonamiento subrogatorio”, y, sostenemos, es la mejor re-
presentación de la actividad científica. De donde resulta muy
importante el poder establecer representaciones en ámbitos
que posean una serie de construcciones muy desarrolladas
que permita el avance, desde R, en el análisis de D.

Por tanto, de acuerdo a lo ya dicho, un paradigma p con-
siste de un consenso en una base de datos relevantes Dp, de
un mapa adecuado fp a un dominio representante Rp, que
preserve parcialmente la estructura de Dp y un mapa sp del
dominio representante al representado. Por lo que podemos
representarlo, a la manera de Suppes, como un cuadruplo:

 p=<Dp, Rp, fp, sp>

Por tanto, dados los paradigmas pi, i=1,...,n entendere-
mos como traducibilidad de los mismos un par de mapas de

la forma: p
ij
: D

i
!D

j
, q

ij
: R

i
!R

j 
que sean sobre-eyectivos

y preservadores de estructura. En caso de no sobre-eyectividad
de los mapas, y no respeto de alguna subestructura, hablare-
mos de un mapa parcial interparadigmático.3 La estructura de los
dominios la consideraremos como una colección de relacio-
nes que subsisten, suponemos, entre los objetos de los domi-
nios. Los cuales estarán individualizados como particulares
única y exclusivamente a través de las relaciones que supon-
dremos satisfacen. Evidentemente esta estrategia está pensa-
da para rodear en torno a la teoría de Kripke (1985) de los
nombres como designadores rígidos, ya que si la actividad
científica sólo individualiza a los particulares que postula a
través de las relaciones que satisfacen, y estas relaciones son
sólo condiciones contingentes de descripción de los particula-
res, es claro que la ontología de la ciencia será cambiante y no
rígida. Como lo sería de estar interesados los científicos en nom-
brar a las entidades que delimitan, y sostenemos que no lo están.
Es de importancia notar que Quine es el principal represen-
tante de la doctrina (de inspiración russelliana) de la equivalen-
cia de nombres y descripciones, que es contra la que se alza
Kripke y, en cierto sentido antes que él, Kuhn. Pero, de cara a lo
que aquí se discute, la técnica que expone de eliminación de
los nombres resulta muy interesante (por problemática), a
pesar de los cuestionamientos modales de Kripke, los que se
consideran plausibles y válidos.

Por tanto, la idea de Kuhn de un cambio de mundo (en-
tendido ahora como cambio de las condiciones de descrip-
ción de los particulares); es plausible y en efecto un hecho
contundente por la manera en la cual se da la referencia a
las entidades del discurso científico.

Ahora bien, con base en los elementos anteriores, pode-
mos representarnos el cambio teórico de un modo esque-
mático y simple. El conjunto de posibilidades de conflicto
se puede delimitar a partir del siguiente diagrama:

jj

D

R

p

q

D

R
ii sfsf

j

j

ij

ij

i

i

,, ↑↓↑↓
→

→
(k)

Si se ha consensado alrededor de una estructura de da-
tos  D(pij=1), aun así se puede no consensar en el dominio
representante, por lo que se tendrán cuatro mapas entre

3.   Volviendo a hacer referencia a ese mítico lector habilidoso, es claro
que el aparato formal que está en juego en esta reconstrucción de la
noción de paradigma es el de la teoría de las categorías.
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los dominios en juego y la cuestión de la conmensurabilidad
se limita a encontrar las condiciones de existencia y las
propiedades del mapa qij. Por otro lado, si se tienen dos
estructuras de datos Di y Dj y sólo un dominio represen-
tante R (qij=1), la cuestión de la traducibilidad se centra
alrededor de ijp . El último caso es, por supuesto, cuando
ninguno de los mapas interparadigmáticos es la identidad.
El primer caso implica que respecto a la misma estructura
consensada de datos se pueden obtener diferentes conclu-
siones a través del razonamiento subrogatorio. El segun-
do, que respecto de dominios diferentes de datos podre-
mos obtener las mismas conclusiones. Finalmente, el ter-
cero es el que más se parece ajustar a lo que Kuhn tenía
en mente.

Esta presentación ha sido necesariamente esquemática,
porque de la noción de estructura preservada, que es una
noción sintáctica, no se puede establecer el cambio de sig-
nificado de la teoría en cuestión porque el significado tie-
ne que ver con la comprensión de las expresiones por par-
te de un hablante (Platts, 1992: 71), ya que sólo se cuenta
con una serie de estructuras abstractas sobre las que se
deberán integrar los presupuestos semánticos y pragmáti-
cos. Un simple isomorfismo estructural sólo es el preludio
de una formulación del significado, para la constitución
del cual ya contamos con una prescripción semántica: sólo
se hace referencia a los particulares a través de sus rela-
ciones, lo que viene a ser lo mismo que decir que en el
discurso científico se eliminan los nombres de las entida-
des, y en efecto las mismas entidades, cuando se está fren-
te a una anomalía. Por tanto, lo que se tiene como teoría
científica es una estructura que refiere a sus posibles enti-
dades, y que con el cambio teórico cambia esas entidades.
Y en el cambio teórico no se preservan las entidades, por-
que en efecto no se preservan las relaciones. Los mapas
interparadigmáticos sólo podrán correlacionar propieda-
des comunes sintácticamente, si es que han de preservar
la estructura (relación n-aria con relación n-aria) de sus
respectivos ámbitos, sin tomar en cuenta el respectivo cam-
bio de significado que pueda tener la relación, ya que este
cambio de significado sólo es notado por el sujeto que
intencionalmente propone el cambio para obtener una va-
riación de la ontología especificada por la estructura. Por
tanto, el sujeto, vía sus intereses cognitivos, tendrá un rol
dentro de la delimitación del significado. Sobre este asunto,
véase la discusión de Strawson (1983: capítulos 6, 9) e Ibarra
y Normann (1999: capítulos 4, 5). Por tanto la cuestión de
la determinación de la significatividad empírica de las es-
tructuras por parte de los sujetos viene a ser el eje motriz
del cambio teórico. Es decir, el significado de los mapas
fija las condiciones que se impongan como necesarias y

suficientes para la adecuación del dominio representante
en el representado y, si hemos de seguir a Kuhn en su
espíritu, son precisamente estas condiciones las que están
siempre en disputa durante el cambio teórico. Y son las
que se pueden considerar metafísicas, ya que suponen, sin
más ni más, que determinados dominios (de datos físicos
o matemáticos) pueden ser representados en un sistema
relacional dado porque poseen la misma estructura. Esta
creencia es la que los vuelve robustos ante el embate de
los contraejemplos.

Finalmente, unas palabras respecto al realismo interno.
Esta doctrina sostiene, a grandes rasgos, que los objetos de
nuestra experiencia están determinados de alguna manera
por nuestro sistema conceptual. Y este es el caso de la tesis
sobre el referir que se ha sostenido anteriormente: sólo re-
ferimos a objetos (entendidos como los sujetos gramaticales
de una proposición) a través de estructuras relacionales que
los contengan. Por tanto, sólo a través de ese sistema de
conceptos predeterminados es como llegamos a tener co-
nocimiento de esas entidades. De donde éstas están
infradeterminadas por la experiencia.

El realismo externo es más díficil de plantear; una refe-
rencia excelente es Moulines (1989), pero tomaremos la
siguiente (op. cit.: 124): “La referencia de la mayoría de los
términos científicos permanece fija a pesar de los cambios
en las teorías en las que ellos aparecen”. Desde la perspec-
tiva aquí tomada, semejante propuesta es insostenible para
la práctica científica.

II. La emergencia de la no linealidad como
paradigma

Una vez que se han indicado los aspectos preliminares de
método, donde se han establecido los elementos del análisis
acerca de los conceptos de paradigma y cambio teórico,
vayamos a la parte sustancial.

El surgimiento histórico de la no linealidad como para-
digma, según la tesis aquí sostenida, queda establecido
cuando se inventa un método para resolver las ecuaciones
no lineales. Y se argumenta que es el método el eje de
cambio porque, como veremos en la sección siguiente, aun
a pesar de haberse establecido que existen entidades no
predichas por la teoría (las anomalías), la explicación y la
aceptación (respuestas a las crisis) de ellas sólo es posible
cuando se han deducido sus estructuras relacionales lo que
permite sustituir (o al menos coexistir con) las estructuras
relacionales que no refieren a aquello que los datos
empíricos reportan.

Como ya hemos señalado, en el caso de la situación que
nos ocupa, la teoría lineal se erige en contra de la teoría no
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lineal como visión del mundo imperante en la práctica cien-
tífica, no necesariamente por gusto de sus cultores (crisis),
sino porque se impone la condición objetiva del desconcier-
to ante la impotencia de encontrar una solución.

Usualmente no se supone que el desarrollo de un mé-
todo sea elemento clave en el origen del cambio teórico,
y se enmarca tal desarrollo dentro de los lindes de las
actividades desarrolladas en la ciencia normal (Moulines,
1989: 61). Como debe de poner de manifiesto la sección I,
el origen de esta confusión es explicable en los siguientes
términos: la noción de teoría que usualmente se maneja en
la física teórica (y pensemos, para el caso, en cualquier teo-
ría de campos cuánticos) depende de un lagrangiano defini-
do en un haz tangente, o en un hamiltoniano definido en un
haz cotangente. Funciones (o relaciones) a partir de las cua-
les se pueden construir las simetrías (y por tanto las leyes de
conservación vía teoremas tipo Noether) del sistema
relacional, las ecuaciones del movimiento, o variadas for-
mas de las funciones de partición y correlación. Todas estas
maneras de construir las cantidades relevantes del sistema
son relaciones, en específico: funciones, las más importan-
tes de las cuales son las ecuaciones de Euler-Lagrange, a
partir de las cuales se deducen los elementos que la teoría
usa para construir la referencia: las soluciones de las
ecuaciones. Por tanto, para notar la importancia del cambio
teórico, basta decir que si las soluciones son el medio a tra-
vés del cual la teoría refiere para poder decir que una teoría
lineal es contenida por una teoría no lineal se debe demos-
trar que, en efecto, el espacio de soluciones de la ecuación
diferencial lineal está contenido en el espacio de soluciones
de la ecuación diferencial no lineal. Y por lo general este no
es el caso, ya que la manera en la cual se quiere obtener la
relación entre lo lineal y lo no lineal es restringiéndose al
espacio tangente del espacio de soluciones, el cual no está
contenido en el espacio de soluciones de la ecuación no
lineal. Por lo tanto, contando con las tesis semánticas aduci-
das en la sección I, y con lo dicho anteriormente, podemos
concluir que, en general, las teorías lineales y no lineales no
son conmensurables, en el sentido de que entre sus respec-
tivos espacios de representación no existe un mapa biyectivo
que los conecte. Y en caso de que lo hubiera, sería parcial.

Nótese que estas consideraciones se basan en el hecho de
que no existe un mapa biyectivo a través del cual se puedan
linealizar todas las ecuaciones diferenciales no lineales. Recor-
demos, a manera de ejemplo no trivial, que los sistemas
integrables son ejemplos de sistemas esencialmente lineales,
entre los que no existe la posibilidad de ampliar la refe-
rencialidad de sus respectivos paradigmas debido a la propo-
sición conocida como teorema de Liouville-Arnold.4 Por tan-
to, los sistemas no integrables muestran, de facto, la existencia
de sistemas que no son lineales, y que en efecto aumentan las

posibilidades ontológicas, y por tanto las cognitivas. Podemos
llevar más lejos el análisis: incluso entre teorías no lineales se
tendría una diversidad de paradigmas posiblemente incon-
mensurables entre sí. Un ejemplo repetido ad infinitum basta-
rá: entre otras consideraciones, la teoría de la gravedad de
Einstein es más comprehensiva que la de Newton, pero no
incluye a esta última a menos que satisfaga el requisito (nece-
sario), de contener en el espacio de soluciones de las ecuaciones
de Einstein el espacio de soluciones de las ecuaciones de
Newton, sin consideraciones triviales de aproximación, por-
que precisamente las restricciones a espacios tangentes mues-
tran que esta condición no se cumple.

Y este rompimiento manifiesto muestra el realismo inter-
no al que está abocada la práctica científica, porque será
sólo a través de nuestro sistema relacional que podremos
referir a las entidades en disputa; fuera de eso: nada.

Consideremos ahora la situación que enfrenta el sujeto.
Recordemos que si el operador que se establece para el caso
es lineal existe toda una variedad de técnicas para resolverlo.

Técnicas en las que es adoctrinado todo aquel que se
dedique a modelar algún fenómeno. Sin embargo, cuando
se formula un problema y el operador no es lineal, las técni-
cas de solución podrían no existir, lo que representa un obs-
táculo para el interés cognitivo del sujeto. Se bifurca, enton-
ces, el camino de la actividad cognitiva:
a) Se puede proceder a tratar de determinar la consistencia
interna de las ecuaciones al probar teoremas de existencia
de soluciones; que es lo mismo que probar la posibilidad de
una variedad de situaciones posibles. Para, a partir de ahí,
probar tanto la unicidad de la solución, o sea, la determina-
ción de la situación a partir de las condiciones impuestas al
problema, como la estabilidad de la misma (problema bien
planteado en el sentido de Hadamard).
b) O bien se pueden desarrollar las técnicas de series
asintóticas, o convergentes, o sumables, o un largo baúl de
propiedades posibles de las series, para obtener una solu-
ción al problema que permita conclusiones relevantes a un
problema que no es el de inicio, sino uno más simple.

El caso a) se presenta usualmente cuando el conjunto de
ecuaciones es tan complicado que resulta dudoso que exista
una solución que lo satisfaga, y puede llegar a ser difícil
probar un teorema de los aludidos. El caso b) corresponde
a la necesidad apremiante de obtener soluciones a través
del medio que sea. Ambos casos ilustran reflexiones alre-
dedor de la no linealidad: el caso a) no pregunta por la
solución más que de manera oblicua, a contraluz, porque
el interés está centrado en la posibilidad de la consistencia

4.   Me abstendré de dar citas respecto a esto, ya que considero que es
conocimiento usual en las teorías no lineales.
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de las ecuaciones. Para el caso b), esta problemática resul-
ta insulsa y se recurre de inmediato a tratar de desarrollar
una solución. Generalmente, estos procederes no entran
en conflicto, y es un hecho que muchos teoremas de exis-
tencia se prueban mediante ciertos tipos de series.

Primeramente se han utilizado series convergentes (los
teoremas usuales de Cauchy-Lipschitz y Kovalevski para
ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales son de este
tipo), lo que restringe el espacio de soluciones a soluciones
analíticas en un disco abierto. Dejando fuera las soluciones
tipo choque, por ejemplo, lo que limita la ontología y mues-
tra la visión del mundo que se puede tener. Dado la solu-
ción analítica, ahora se intentará establecer la generalidad
de la solución, intentando probar teoremas de densidad de
las funciones analíticas en espacios de funciones, porque de
esta manera resulta que sólo es necesario realizar la prueba
de existencia para las aludidas funciones.

Sin embargo, no todos los métodos recurren a series, el
criterio de integrabilidad de Liouville no recurre a series,
aun cuando no especifique medio alguno de construcción
de las integrales. De hecho, el teorema de Liouville-Arnold
sólo afirma que de existir las n integrales primeras en invo-
lución, obtenidas por el método que sea, entonces existe un
mapa simpléctico de las variables en las cuales está escrita
la relación funcional, a nuevas variables en las cuales la
relación es trivialmente soluble.

Las consideraciones anteriores ponen de manifiesto la
centralidad de la cuestión relativa a la solución de los sistemas
de ecuaciones, aun cuando no parezca obvio que es el método
de solución el que, finalmente, establece el paradigma.

Existe, sin embargo, un método para resolver ecuaciones
diferenciales no lineales que presume de ser exacto. El deno-
minado método de la transformada espectral inversa, desarrolla-
do por Gardner, Kruskal, Greene y Miura. Método que, por
las discusiones anteriores, viene a inaugurar un paradigma.
Este será nuestro principal espécimen de trabajo.

Como es sabido, lo que sigue a continuación del estableci-
miento de un paradigma es una densa actividad tendiente a
trazar los límites y posibilidades del mismo, lo que en este

caso se condensa en los puntos siguientes:
c) Construir, primeramente, todas las ecuaciones que el
método puede resolver.
d) En segundo lugar, emplear las soluciones construidas para
explicar los fenómenos que, hasta el momento, se resistían a
un embate cuantitativo-cualitativo.
Distinguiremos dos momentos en el desarrollo del paradig-
ma de la no linealidad:
e) El primero concierne a las ecuaciones no lineales que
resultan relevantes en los puntos singulares del sistema físi-
co bajo estudio.
f) En tanto que el segundo concierne al pleno régimen no
lineal alejado de consideraciones pertinentes a las vecinda-
des de los puntos críticos del sistema.

Desde el punto de vista de las ecuaciones diferenciales,
ambas perspectivas son irrisorias: las ecuaciones in-volucradas
continúan siendo no lineales y por tanto posibles objetos de
un método de solución. Sin embargo, las enfocaremos desde
dos perspectivas diferentes. Primero, desde el punto de vista
físico emergen de situaciones muy diversas: en un caso, el
posible origen físico estriba en consideraciones de sistemas
termodinámicos alejados del equilibrio, que es donde este tipo
de argumentos son más fructíferos. En tanto que en el otro
se refiere a sistemas físicos de cualquier tipo definidos direc-
tamente (vía leyes de Newton o principios variacionales) a
partir de la representación de interacciones no lineales entre
los elementos del sistema sin considerar el aderezo de los
equilibrios locales y nolocales. El segundo punto de vista alu-
dido concierne a la cuestión de la traducibilidad entre los
resultados obtenidos por las diversas metodologías emplea-
das. Esto es importante porque precisamente esta cuestión
está al centro de la inconmensurabilidad.5

III. Datos

El paradigma que se ubica alrededor de un método de solu-
ción no está completo sin especificar la representación del
mundo y del proceder en la física teórica que se aglomera
alrededor de semejante método. Un simple revisión alrede-
dor de la literatura pertinente mostrará (si se quiere, se puede
llevar la cuestión a una hipótesis estadística abierta a las usua-
les argumentaciones de verosimilitud de tales hipótesis) que
la mayor concentración del trabajo es alrededor de la descrip-
ción de la forma y evolución de patrones espacio-tempora-
les, a través de soluciones de las ecuaciones diferenciales no
lineales. Situación que sustenta nuestra tesis sobre el referir. Y
esta descripción no puede quedar acotada por los lindes de
un magro; aunque no por ello despreciable, dominio trazado
por las ecuaciones diferenciales lineales.

5.   Por dar un ejemplo diverso al de la no linealidad y de características más
limitadas: Alfred Tarski, mediante la introducción del método de matrices,
construyó morfismos entre el cálculo proposicional bivaluado, el cálculo
proposicional intuicionista y los espacios topológicos para mostrar
cómo es que todos son modelos de una misma estructura relacional
abstracta interpretada de diversas maneras a través del morfismo. Y en
este caso, los dátos son los cálculos lógicos bivaluados e intuicionistas
que pueden representarse en los espacios topológicos para obtener
resultados de unos respecto a otros (Tarski, 1956).
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La experiencia muestra a nuestros sentidos una variedad
interminable de formas, mutaciones y recombinaciones que
exigen una explicación que las ecuaciones lineales no llegan
a poder establecer. Porque la física consiste, primero que
todo, en el análisis del surgimiento, evolución y extinción de
las formas en el espacio y en el tiempo en términos de los
espacios inducidos en los dominios representantes facilita-
dos por la matemática, en los términos de una referencia a
través de propiedades.

Sea desde un punto de vista puramente fenomenológico,
o bien recurriendo a aventuradas hipótesis sobre mecanis-
mos atomísticos inobservables que, en su acción colectiva,
llevan a la configuración macroscópica (ejemplo: la mecáni-
ca estadística del equilibrio o las teorías estocásticas de la
mecánica cuántica). Y este tipo de caracterización nos lleva
a un punto que ya hemos precisado, quizá en demasía: la
ontología de una teoría lineal no es la misma que la de una
teoría no lineal, lo que muestra, de nuevo, que en efecto
ambos paradigmas son inconmensurables.

Lo interesante, por poner un ejemplo, no es nunca un
supuesto punto en movimiento en el espacio-tiempo, sino la
curva que describe durante el movimiento. Que es la for-
ma final del proceso de interacción del punto en perpetuo
movimiento rectilineo con las fuerzas que configuran la
forma del movimiento final. Entonces, conviene describir
el dominio representante sobre el que se estructuran, según
sostenemos, la serie de datos considerados en los los párra-
fos anteriores. Esto es el caso (e) de la sección precedente.
Recurriremos para su planteamiento a la representación
hecha por René Thom (1987). Para este autor, la cuestión
se plantea de la siguiente manera: sea dada una variedad
diferenciable O, subconjunto de un espacio topológico de
propiedades especificadas, cuyos puntos describen el esta-
do inicial del sistema, sea dado; también, el conjunto K ½
O cerrado y, finalmente, el campo de vectores X 2 TO
que describirá la dinámica del sistema.

Entonces, el triplo:

R = < O, K, X >

es un “modelo continuo” del sistema en consideración. Y
sobre la base de este modelo matemático es como se ex-
traen conclusiones alrededor del dominio de la naturaleza
del que quiere ser representante.

El primer elemento caracteriza la cinemática, el segundo
la transfiguración de los elementos del sistema al ser defini-
do como el conjunto de puntos singulares del campo
vectorial:

K  {x 2 O j X(x) = 0}

y el tercero caracteriza la dinámica. Si x 2 O-K la dinámi-
ca es determinada por la ecuación diferencial y la solución
dada a la ecuación no sufre transformaciones. En tanto que
si x 2 K se produce un cambio cualitativo en la naturaleza
de las soluciones, lo que implica, al nivel de la interpretación
física, un cambio en la forma del sistema, que por lo gene-
ral indica la existencia de multiplicidad de soluciones (repro-
ducción de la ontología).

Las formas que se nos aparecen en la experiencia cientí-
fica deben de satisfacer un requisito específico que las dis-
tingue de las variadas experiencias posibles y que le otorga a
estas experiencias el calificativo de “científicas”, sin discutir
aquí la cuestión de los efectos de poder de tales calificati-
vos, sino limitándonos sólo a su vertiente cognitiva.

Este requisito es que deben de ser repetibles para que se
garantice, operativamente, la ínter subjetividad. Que es la
“objetividad” de la práctica científica. Pero es el caso que
resulta difícil, sino es que imposible, establecer dos estados
iniciales exactamente iguales. Por tanto, ese requisito de
cientificidad nos lleva a la cuestión de la “estabilidad estruc-
tural” del sistema. La cual definimos a continuación.

La situación la plantearemos así: dados dos conjuntos U1,
U2 

y un mapa definido de la siguiente manera:

E:U1!P(U2)

donde P ( U ) denota el conjunto potencia de U. Podemos
establecer la estabilidad estructural como sigue:
Definición. Dado el modelo:

R1 = <E(x) K1, X1 >

decimos que éste es estructuralmente estable si, y sólo si,
cualquier modelo construido en un entorno W(x)de x es
homeomorfo a R

1
. Esto significa, operativamente, lo siguien-

te: construimos el modelo: R2=<E(y), K2, X2>, con y 2
W(x) entonces existe un mapa F tal que:

F : E(y) ! E(x)

F* : TE(y) ! TE(x)

Donde F* es la elevación tangente de F. Generalmente la
diferencia primordial entre los modelos viene dada por la
aplicación de un grupo particular que caracteriza el sistema
de referencia utilizado (Galilei o Poincaré), por lo que el
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homeomorfismo incluye esta acción. Dentro de la termino-
logía de la sección precedente se diría que la estabilidad
estructural garantiza que la ontología dada por las solucio-
nes de la ecuación en consideración no varía con las peque-
ñas perturbaciones que a las mismas se les hagan.

Una forma vaga de decir lo anterior es indicar que dado
y 2 W(x), los conjuntos E(x) y E(y) son similares. El com-
plemento de W(x) forma el conjunto de puntos de bifurca-
ción del sistema, es decir, el conjunto de puntos sin estabili-
dad estructural. Por lo general, los puntos inestables no son
físicamente observables, debido al corto tiempo que, conje-
turamos, existen.

Un ejemplo conspicuo de lo anterior se presenta cuando
la variedad O es de la forma O = M £ N, por lo que el
campo vectorial depende tanto de las variables que descri-
ben M como de las variables que describen N. Y este ejem-
plo es ubicuo en la física, porque todas las ecuaciones que
describen procesos físicos deben poseer soluciones inva-
riantes ante homotecias (cambio de unidades), requisito que
al ser exigido provoca la aparición de los números adi-
mensionales (en hidrodinámica: Froude, Mach, Reynolds,
Euler, Nusselt, etcétera) que describen N, y al hacerlo tam-
bién describen el conjunto de bifurcación. Es decir, la esta-
bilidad del sistema viene a ser caracterizada por N, y se
puede perder al ajustarse los parámetros de la misma. Sin
embargo, el concepto de “criticalidad auto-autorganizada”
de Bak-Tang-Wiesenfield, introduce la idea de que la mis-
ma dinámica del sistema puede llevar a ganar o perder esta-
bilidad en puntos lejos de la región de los puntos de equili-
brio del sistema, es decir, sin necesidad de un ajuste de
pará-metros (Per et al., 1987).

El marco anterior es, en líneas muy generales, una repre-
sentación de todo el vasto campo del análisis no lineal, que
fundamentalmente, desde el punto de vista de la matemáti-
ca utilizada, es simplemente el análisis de los puntos críticos
y las posibles soluciones de sendas ecuaciones diferenciales
no lineales.

A partir de aquí, la metodología se vuelve una feria de
aproximaciones basada, sobre todo, en las propiedades es-
pectrales del sistema linealizado alrededor de alguna solución
preestablecida (generalmente la solución de equilibrio) y en la
búsqueda de respuestas a las cuestiones: ¿cómo se relaciona
el sistema linealizado con el sistema no lineal?, ¿cómo se esta-
blece el conjunto de puntos de bifurcación del sistema?

Por tanto, se parte de querer encontrar una relación entre
lo local con lo global, querer establecer la relación entre la
dinámica en un entorno y la dinámica a largo plazo, en el
régimen no lineal, y en caracterizar la posibilidad de las va-
riaciones en la naturaleza de las soluciones. O, por decirlo

en términos de formas: transformar la forma adquirida en
lo local, a la forma adquirida en lo global.

A continuación describiremos la metodología que se sigue
para el tratamiento del conjunto de singularidades; tomare-
mos dos que son sistemáticas y claramente fundadas: la teo-
ría de la variedad central (Ioos y Adelmeyer, 1992) y el
método de reducción de Lyapunov-Schmidt (Golubitsky y
Schaeffer, 1985). Ambos caminos convergen en lo mismo:
caracterizar la multiplicidad de soluciones alrededor de una
solución preestablecida, con lo que se responde la pregunta
de cómo caracterizar el conjunto de bifurcación. La cues-
tión de la traducción aparece al tratar de relacionar ambos
resultados. Partimos de:

),(,,),,( NMNMN CFrrF
dt

dr ℜℜ×ℜ∈ℜ∈ℜ∈= ∞θθ

que es un conspicuo representante de los modelos continuos.
Entonces, el método de análisis “local” comienza

linealizando el campo vectorial F en el entorno de alguna
solución, usualmente la solución nula, y clasificando las tra-
yectorias del sistema en términos del espectro de DF, la
derivada de Frechet de F.

La clasificación se centra en tres autoespacios de la des-
composición espectral de <N debida al operador DF. Estos
autoespacios tienen por base los autovectores correspon-
dientes a tres tipos de autovalores: Reλ = 0, Reλ > 0, Reλ < 0,
de donde la descomposición espectral de interés es:

−+ ⊕⊕=ℜ EEEN
0

Si el conjunto E0 de autovalores de la forma Reλ = 0 es
vacío, Hartman (1961) demostró, desde los años cincuenta
y siguiendo una línea que se remonta a Poincaré, que las
soluciones del sistema linealizado y del sistema no lineal es-
tán relacionadas a través de un homeomorfismo, con lo que
contesta a la cuestión de cómo se relaciona lo local con lo
global, y que para tal tipo de sistemas existe una traducibilidad
de paradigmas.

Cuando ,0 φ≠E  la respuesta no se conoce, con lo que la
cuestión de la traducibilidad de los paradigmas está abierta,
pero se cambia de cuestión: ¿existirá una variedad para el
sistema no lineal con las mismas características que E0 (con-
tener las soluciones acotadas y periódicas) respecto al siste-
ma lineal? y he aquí la utilización de la subrogación sobre un
ejemplar ya conocido: la cuestión apunta a encontrar alguna
variedad que imite las propiedades, en el caso no lineal, que
tiene una variedad en el caso lineal. Y en efecto, es posible
construir una variedad de tales propiedades para el sistema
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no lineal, la denominada variedad central, construida me-
diante un mapa 0)0()0(),,( 0 ==⊕∈ −+ ψψψ DEEEC k   en el en-
torno de cero.

La variedad central M se define a través de:

M={x+ψ(x)jx ∈ E0}

Claramente x viene dado en la base de vectores que gene-
ran E0, por lo que es de la forma: ∑ == 0dim

1
0,E

i iiExx en tanto que
ψ sólo está definido en la base de vectores que generan

,−+ ⊕ EE es de forma:

∑ =
−∑ =

+ += _dim
1

dim
1 )()()( * E

i ii
E

i ii ExExx φψψ

de donde la definición explícita de M está dada, en coorde-
nadas, por:

><
−+ EEExx dim1dim1,dim1 ,...,,,...,,...,

0
φφψψ }

Las propiedades de las que goza M son:
a) invariancia ante el flujo generado por el sistema no lineal.
b) si E+ y E - son no vacíos, entonces todas las soluciones
del sistema no lineal están contenidas en M.
c) si E+=φ, entonces M es atractivo.

Definiendo proyectores: π+: ℜ
N  !E+, π0: ℜ

N  !E0, π−:
ℜ N  !E−   podemos encontrar las ecuaciones satisfechas
por x y Ψ. Para eso escribimos:

r = (π++π0+π− )r = x+ψ(x)

de donde:

−+ +=+++=+= πππψπψπψ
hh xxFxxF

dt

d

dt

dx

dt

dr
)),(())((0

por lo que podemos separar para obtener las dos ecuaciones
siguientes:

)).(())((π

)),((π

0

0

xxFxxFD

xxF
dt
dx

h
ψπψψ

ψ

+=+

+=

Por supuesto que la primera determina la dinámica re-
ducida en la variedad central, en tanto que la segunda de-
termina el mapa hacia esta variedad. El interés se centra
ahora en la ecuación reducida, la cual se pretenderá redu-
cir aún más. Hasta aquí no se ha hecho ninguna aproxima-
ción; éstas intervienen al momento de tratar de resolver la
ecuación para x. Para resolver esta ecuación se procederá
de la siguiente manera: se tratará de encontrar una trans-

formación: x=y+Φ(y) tal que la ecuación diferencial tome
la forma:

)(0)(0

k
yyPyL

dt
dy ++=

que se denomina “forma normal” (hay mejores maneras de
caracterizar una forma normal, pero por lo pronto eso no
interesa). Los mapas satisfacen Φ(0)=DΦ(0)=P(0)=DP(0)=0.

El siguiente paso consiste en hacer una expansión de
Taylor de cada una de las funciones involucradas: π0F, Φ yP
De la manera siguiente: denotemos π0F mediante f(x), en-
tonces la ecuación sobre la variedad central afectada por la
transformación es:

(1+D)(L0y+P(y)+0(jyjk))=f(y+Φ(y))

sobre esta ecuación se realiza la expansión de cada función.
Se identifican términos y se llega a una ecuación para  Φ y P.
La ecuación resultante se denomina “ecuación homológica”.

Resolverla implica introducir un espacio vectorial de
polinomios con producto interior, lo cual se hace (con el
producto interior dado por: (P, Q)= P(∂

y
) Q(y)j

y=0 ) y se pro-
cede a la resolución a través de la teoría usual en espacios
con producto escalar introduciendo operadores adjuntos.
Se demuestra fácilmente (pero engorrosamente) que el
polinomio P se encuentra en el núcleo del operador ho-
mológico adjunto. Lo que en términos operativos se tradu-
ce en la siguiente ecuación diferencial:

DP(y)L0
*y =L0

*P(y)

Aquí L
0
* es el operador adjunto, relativo al producto inte-

rior del espacio vectorial de polinomios, de la derivada de
Frechet de f(x). En términos finitos la ecuación anterior
deviene:

exptL0
*(y)=P(exptL0

*y)

que es la propiedad de invariancia del polinomio P ante la
acción del grupo generado por el adjunto del operador L.
Como se ve, todo termina en ser una aproximación para
determinar un polinomio. Lo importante de todo este reco-
rrido es que al determinar el polinomio se determinan, de
hecho, los puntos singulares que vienen a completar la cons-
trucción del modelo continuo en el sentido de Thom.

Conviene hacer aquí algunas precisiones: la metodología
anterior produce aproximaciones de manera rigurosa, des-
cribiendo perfectamente cada paso del proceso. Y esto es
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importante, porque fuera de ese rigor lógico, todo lo demás
ha de ser casualidad.

Otro punto que es menester resaltar es que la metodolo-
gía anterior se puede aplicar con éxito a ecuaciones diferen-
ciales parciales, mostrando, de nuevo, la manera en la cual
se puede establecer el razonamiento subrogatorio: en este
caso, los datos son los resultados obtenidos en el dominio de
las ecuaciones diferenciales ordinarias (dominio representa-
do), por lo tanto se extrapola que para el caso de las
ecuaciones diferenciales parciales (dominio representante),
este tipo de procedimiento puede ser llevado a cabo.

Como se ha visto, la parte lineal del operador viene a deter-
minar, bajo condiciones prefijadas, la dinámica no lineal del
proceso a través de las ecuaciones reducidas a la variedad
central; por tanto, la dinámica de muchos sistemas queda pre-
fijada por la parte lineal de sus ecuaciones diferenciales. Así,
por ejemplo, quedan justificadas las afirmaciones de Cross et
al. (1993) respecto a que las ecuaciones siguientes:

                                ∂
t
U = eU - (∇ 2+1)2 U-U3

∂
t
U = eU - (∇ 2+1)2 U+3(∇ U)2 ∇ 2U

(de Swift-Hohenberg y de Pismen) tienen las mismas pro-
piedades no lineales, ya que, como se puede ver, tienen la
misma parte lineal alrededor de la solución U = 0.

Al aplicarles el método de los modos normales en la for-
ma: U = U0exp i(kx)+wt se llega a la conclusión de que las
autofunciones del operador linealizado son: exp ± i(kx) co-
rrespondientes a los autovalores dobles w(k) = e-(1- k 2)2

(que muestran que el proceso se desarrolla en un medio
dispersivo). Entonces, el análisis de estabilidad es simple: si
e>(1- k 2)2  las soluciones son estables, si e<(1- k 2)2  en-
tonces son todas inestables. Finalmente la curva crítica vie-
ne dada por e=(1- k 2)2. Con los datos anteriores a la mano
se procede a encontrar los modos más inestables, los cuales
son, es claro, aquellos alrededor de e≈0, ya que alrededor
de este punto se cambia de signo. Entonces la base de la
variedad central son los modos: exp i(kx), exp-i(kx) corres-
pondientes al autovalor degenerado, de donde se deduce
que es bidimensional.

Veamos ahora el caso de la reducción de Lyapunov-Schmidt
(Golubitsky y Schaeffer, 1985).

La formalización requerida es como sigue: se establecen
un par de espacios funcionales: H, H0  subconjuntos, por
simplicidad expositiva, del espacio de Hilbert L

2
(Σ) donde

Σ⊂ <N
.
 
Nótese la diferencia inmediata en la representación:

tomaremos de entrada un par de espacios de dimensión
infinita, no finito dimensionales.

Entonces, en este caso se presentará un problema de
traducción. El problema a tratar es reducir la ecuación:
Φ (u, λ) = 0 con:

Φ:H X <N!H0

a una ecuación finito dimensional manejable que contenga
las singularidades.

Para realizar esta reducción se requieren las siguientes
condiciones expresadas sobre el operador linealizado DΦ
alrededor del punto u=0, λ;
i. Es un operador de Fredholm de índice nulo.
ii. Es un operador elíptico

De inmediato el conjunto de propiedades que se exigen
son todas diferentes, el aparato conceptual varía. Estos
requisitos, indispensables hasta ahora, permiten realizar
las siguientes descomposiciones:

H = ker DΦ⊕ (ker DΦ)⊥

H0 = Im DΦ⊕ (Im DΦ)⊥

donde el superíndice indica que los espacios son espa-
cios ortogonales relativos al producto interior definido
en el espacio de Hilbert L2(Σ). Las notaciones ker e Im
indican los núcleos e imágenes de los operadores afec-
tados. Por supuesto, donde DΦ es un operador de
Fredholm de índice nulo, su invertibilidad está estable-
cida cuando: ker DΦ = {0}. Con las descomposiciones
anteriores la ecuación  Φ (u, λ)= 0 se descompone de la
siguiente manera: dado el proyector   π : H0 

! ImDΦ
escribimos:

                            π Φ(u, λ) = 0

                        (1−π) + (u, λ) = 0

O sea, se escribe la ecuación en cada uno de los subespacios
de H0. A continuación se escribe la descomposición de u en
cada subespacio de H en la forma u= v + w lo que se susti-
tuye en la ecuación π Φ = 0 para obtener: πΦ(v + w, λ) lo
que nos permite definir el siguiente operador:

                      d: ker DΦℜ N!(Im DΦ )⊥

d(v, λ ) =  (1+π )Φ( v + w( v, λ), λ)

Como la parte lineal del operador es un operador de
Fredholm, se tiene que la base que genera ker DΦ es finita,
lo que permite escribir: v =  Σx

i
v

i
. De la misma manera
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(ImDΦ)⊥  tiene también una base finita, respecto de la
cual se calculan las proyecciones de d(v, λ), es decir, las
proyecciones de esta ecuación reducida vienen a ser las
ecuaciones que se requieren para caracterizar la dinámica
alrededor de una solución (usualmente la solución nula).
Por tanto vienen dadas como:

∑=





∑

i
ii

i
ii kxgvxd ),(, λλ

donde los ki, son los vectores base del espacio aducido.
Explícitamente se tienen las ecuaciones reducidas:

>





∑=<
i

iiii
vxdkg λ,,

que son la parte final, culmen, del análisis. Usualmente no
son fáciles de obtener en la práctica; sin embargo, las carac-
terísticas específicas de la ecuación ocasionalmente permi-
ten realizar consideraciones que suplen esta carencia.

Con lo expuesto debe quedar claro que las caracterizacio-
nes de los modelos no son nunca cuestiones fáciles, o deci-
didas de antemano. Se toma la postura ecléctica de no con-
frontar las orientaciones, sino de tratar de utilizarlas en aque-
llo para lo que se revelen más convenientes, con lo que la
actitud es evidentemente pragmática al tomar en cuenta los
intereses cognitivos del sujeto. Pero no se plantea la cues-
tión de la traducibilidad interparadigmática, posiblemente
porque consideraciones de corte realista externo sugieren
que los resultados de ambas reducciones deben de ser idén-
ticos. Lo que por supuesto no es obvio en lo absoluto, dada
la enorme diferencia entre los conceptos utilizados. Los
paradigmas utilizados para construir los puntos singulares
del sistema se pueden escribir como:

p1=<D,TNℜ  x ℜ m,f1,s1>

donde D es el dominio de datos empíricos que se mapean,
por f, a un subespacio del haz mostrado. En el otro caso,
supóngase el mismo dominio de datos, sólo que ahora:

p2=<D, H x ℜ m,f2,s2>

Donde f2 mapea los datos a un subespacio del espacio de
Hilbert mostrado. Evidentemente, ahora el mapa interpa-
radigmático no resulta tan obvio.

Consideremos ahora el caso II-f: el pleno régimen no li-
neal. Lo más común es recordar al supuesto precursor J.

Scott Russell, quien nunca resolvió la ecuación que describe
la onda no lineal observada por él, hoy en día denominada
solitón; porque en su tiempo se carecía de la formulación
de esta ecuación, y una ecuación es la manera más brutal de
notar que, en efecto, la referencia a los particulares es en los
términos de propiedades, no de nombres. Por lo tanto J. S.
Russell sólo poseía una referencia rígida. La liberalización
de la referencia rígida vino cuando la ecuación fue obtenida
explícitamente por D. J. Korteweg  y Gustav De Vries en
1895, pero no se conocía un método sistemático de solu-
ción. Como lo comentan Agüero y Martínez (1995), quien
primero demostró la existencia de una solución solitónica
fue al parecer M. A. Lavrentiev, y le siguió Kurt Friedrich al
simplificar la demostración. Quizá así se pueda establecer
un paradigma en cuanto a métodos de demostración en
matemáticas, pero nuestro interés es la física, así que nos
centraremos en el método de dispersión inversa.

Este método fue desarrollado durante la década de los años
sesenta por C. S. Gardner et al. (1967) y expuesto en una
carta breve a la revista Phys. Rev. Letters. Esto funda un para-
digma (el del método espectral inverso) y resuelve las anomalías
sacadas a luz por J. Scott Russell. Anomalías que consisten en
la presencia de una entidad no prevista por la teoría.

Podemos leer en las reproducciónes facsimilares conteni-
das en el libro de Tsung Dao Lee sobre teoría de campo
(Lee, 1988) una brizna de lo que fue en su momento una
amplia discusión en contra de Scott Russell comandada por
Lord Rayleigh, quien acude a los tratados de Sir George
Airy y Lord Gabriel Stokes para refutar la posibilidad de
semejante “onda solitaria”.

El concepto de “solitón”, o solución solitónica, aparece,
hasta donde cabe, en 1965 en los trabajos numéricos de
Zabusky y Kruskal con la ecuación de Korteweg y DeVries
que ellos habían deducido en la física de los plasmas (Zabusky
y Kruskal, 1965). En ese artículo establecen una caracterís-
tica importante del solitón: interactúa con otro solitón de
manera elástica. Y esta es la propiedad que de manera pre-
cisa es utilizada en la definición que dan A. Gerold y K.
Buchner de solitón (Gerold y Buchner, 1991), la que resul-
ta muy larga para mostrarla aquí.

Pero leyendo el tratado de Tsung Dao, la definición que
él da de solitón no incluye la interacción elástica: “Un solitón
clásico es cualquier solución confinada y no dispersiva de
una teoría de campo clásico”.

Confinada quiere decir que ocupa una región finita del
espacio, en tanto que no dispersiva, que no cambia de forma
con el transcurrir del tiempo (más claramente: la frecuencia
angular depende linealmente del número de onda). Esto da
cuenta de las características observadas por Scott Russell:
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una ola que se eleva y viaja conservando su forma, y mues-
tra que en efecto un nombre sólo es una abreviatura de una
descripción en términos de propiedades del particular refe-
rido. Y tampoco aparece en la definición de R. S. Ward (Fordy
y Woods, 1994). “Pulso de energía localizado en el espacio; o
bien solución de ecuación no lineal localizada en el espacio”.
¿Por qué tal amplitud en las definiciones de estos dos auto-
res? Porque a continuación tratarán de “solitones estables”
que interactúan inelásticamente, lo cual está, como es noto-
rio, contra el concepto inicial de Zabusky y Kruskal.

Restringiéndonos a una formulación lagrangiana de las teo-
rías de campos, las soluciones solitónicas se clasifican de acuer-
do al potencial y a las leyes de conservación involucradas en:
a) Topológicas.
b) No topológicas.

Si U(ϕ) es el potencial del sistema lagrangiano, entonces la
condición necesaria para la existencia de soluciones
solitónicas, en el sentido de la definición dada por Tsung
Dao, es que este potencial posea n>1 mínimos. En tanto
que la condición necesaria para la existencia de soluciones
no topológicas es que exista una ley de conservación aditiva.

La manera en la cual obtiene Tsung Dao la posibilidad de
una solución no topológica consiste en aplicar el método usual
de simetrización del lagrangiano para ligar las simetrías del
lagrangiano a leyes de conservación vía el teorema de Noether.
Así, introduce un potencial de la forma: U( ϕ 2) donde el
campo se cambia por un campo complejo. De esta manera se
obtiene la ley de conservación del número de partículas, por-
que se ha construido un lagrangiano invariante ante la trans-
formación global del grupo unitario en una dimensión: ϕ0 = ϕ
exp iθ  representado en el isoespacio.

Analicemos ahora, grosso modo, la manera en la cual se usa
el método. Esto dará pie a notar la manera en la cual surgen
algunas conjeturas relativas a su funcionalidad y a resaltar
que el uso del razonamiento subrogatorio no está restringi-
do a ámbitos de datos “físicos”.

Se parte de la ecuación Korteweg-DeVries (KdV) en la
forma:

u
t
  u

xxx
 + 6u

x
u (3)

con la condición de contorno:

→0),( txulim
x ∞→

                                                              (4)

típica para solitones.
De acuerdo a Gardner et al. (1967) se introduce el mapa:

λ
ψ
ψ += x

u
                                                                        (5)

que es la linealización del mapa paramétrico (o deforma-
do) de Miura dado por:

u=−φ
x
− φ2 + λ

 
                                                              (6)

a través de

ψ
ψ

φ x=                                                                     (7)

El mapa (4) tiene una versión no deformada (λ=0) que
relaciona la ecuación KdV con la ecuación modificada de
KdV (mKdV) dada por:

φ
t 
= φ

xxx
+6φ2φ

x 
                                                           (8)

Entonces u=φ2-φ
x 

satisface la ecuación KdV. La relación
precisa es:

)6)(2(6 2
xxxxtxxxxt x

uuuu φφφφφ +−
∂
∂+−=−−

De la que es inmediata una conclusión: la transformación
es en un sólo sentido, de una solución de la ecuación mKdV
a una solución de la ecuación KdV. El comportamiento es
similar en el caso de las ecuaciones afectadas por la acción
de una transformación paramétrica, como la ecuación de
Gardner et al. (1967) y se utiliza  para relacionar las jerar-
quías y deducir las cantidades conservadas.

La ecuación de Gardner es introducida tomando en cuen-
ta la invariancia de la ecuación KdV ante transformaciones
extendidas de Galilei, y su solución es una densidad conser-
vada (Ablowitz y Segur, 1973: 6-7). La manera más simple
de obtener las cantidades conservadas es la expansión de la
onda en términos del parámetro 21λ  (Ford, 1994: 12). Los
coeficientes de la expansión se conservan, debido a que el
operador de integración es lineal y el paramétro nunca es
cero y, por eso, se obtiene la prueba de un número infinito
de leyes de conservación.

En posesión del mapa (3) se puede probar, por sustitu-
ción del mismo en la ecuación KdV (Gardner et al., 1967)
que el paramétro es independiente del tiempo. A esta carac-
terística se le denomina isoespectralidad de la ecuación de
Schrödinger ante el flujo de la ecuación KdV.

El resto del método consiste en reconstruir u con los datos
aportados por ψ. Los datos aportados por ψ son los coefi-
cientes de reflexión y refracción; en resumen, los componen-
tes de la matriz S, a partir de los cuales, mediante la ecuación
de Gelfand-Levitan, se calcula explícitamente. Véanse los de-
talles precisos en la solución Ablowitz y Segur (1981).

n    ú    m    e    r    o        e    s    p    e    c    i    a    l
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Los datos que se tienen como resultado de este proceder
son:
i) Número infinito de leyes de conservación.
ii) Varios mapas que relacionan varias ecuaciones entre sí.
iii) Un problema lineal inverso de dispersión.

Los datos anteriores sugieren lo siguiente para tratar de
representarnos este método e intentar averiguar por qué fun-
ciona (que es la pregunta que se hacen Ablowitz y Segur (1981)
i) Una estructura hamiltoniana debido a la aparición de un
número infinito de leyes de conservación. Intentando
subrogar a partir del teorema de Liouville-Arnold (intento
exitoso a manos de Faddev).
ii) Transformaciones de Bäcklund entre las ecuaciones di-
ferenciales.
iii) A partir de las transformaciones de Bäcklund construir
los problemas espectrales inversos.

Sólo ejemplificaremos un caso de representación de los
datos anteriores en un dominio determinado: la representa-
ción de Lax. Considérese la siguiente ecuación de evolución:
u

t
=K(u) donde K representa una función dependiente de u

y todas sus derivadas espaciales. El primer paso es obtener un
conjunto de condiciones que permitan construir un número
infinito de leyes de conservación (véase Bao, 1996) y  para
una presentación breve y general con ejemplos interesantes.
Para ello se construye primero una simetría de Bäcklund de
la ecuación η porque se puede correlacionar tal simetría con
una cantidad conservada. Como es sabido, η satisface:
η

t
=K

u
η donde K

u 
es el operador linealizado de  K.

Entonces, el procedimiento clásico para construir el núme-
ro deseado de leyes de conservación comienza por postular
un operador de recursión R, tal que cada v

n
=Rnη sea una

simetría de Bäcklund de la ecuación diferencial. Para ver qué
condición debe satisfacer R diferenciamos v respecto al tiem-
po, de donde obtenemos: v

t
=R

t
η + R

u
η, y como queremos

que: v
t
=K

u
Rη, ponemos que R

t
=K

u
R-

u
RK

u 
de donde se

obtiene el resultado deseado, el operador de recursión satisfa-
ce: R

t
=[K

u
R]. El mismo razonamiento muestra que las po-

tencias del operador de recursión satisfacen la condición de
ser simetrías de Bäcklund bajo la satisfacción de la misma
ecuación operatoria para el operador de marras.

Entonces, ya tenemos el número infinito de leyes de con-
servación, sólo falta el problema espectral. Lax postula que:

η
t 
= K

u 
η

R η  = λ η

es la representación abstracta de los datos proporcionados
por la ecuación KdV. Los operadores K y R son el famoso
“par de Lax”.

La condición de consistencia del sistema se deduce como
sigue:

R
t
η + RK

u
η = λ

t
η + λK

u
η

R
t
η + RK

u
η = λ

t
η + K

u
Rη

R
t
η = [K

u
, R]η + λ

t
η

el último renglón es el resultado buscado. Si planteamos que
R

t
 = [K

u
, R] y λ

t
 = 0, entonces el sistema completo de

ecuaciones que viene a representar abstractamente los da-
tos facilitados por la ecuación KdV son:

η
t
 = K

u
η

Rη  =  λη

η
t 
= [K

u
, R ]

 λ
t 
= 0

Estas ecuaciones nos aseguran las características que re-
sultaron deseables de la ecuación KdV. Nótese que en este
caso lo que refieren las condiciones es a una ecuación dife-
rencial que aparecerá, de hecho, en la condición establecida
en el tercer renglón anterior.

Este ejemplo muestra la naturaleza del dominio de “datos”,
D que aparece en la definición de paradigma. Por tanto, la
actividad de representación no se restringe a considerar datos
empíricos, sino también datos formales. En este último ejemplo
se pretende reconstruir la ecuación KdV sólo a través de las
características, las relaciones que satisface, que la hacen deseable.

Conclusiones

M. Bunge (1961) propone axiomatizar la física en los térmi-
nos de una tesis sobre el significado de la proposición que
establece que éste consiste de dos coordenadas <I, E>, don-
de I es la intensión y E es extensión. La tesis clave que hemos
tratado de sostener en este ensayo es que la referencia en la
física a las entidades de interés se hace en términos puramen-
te relacionales, o limitándonos a un lenguaje con puras rela-
ciones unarias (predicados), diríamos que en la física sólo se
refiere en términos puramente intensionales.

Por tanto, hemos de rechazar la tesis de Bunge de que debe-
mos utilizar dos coordenadas, ya que sólo se requerirá una. Y
esta tesis la hemos venido sosteniendo porque a través de ella
se pueden reunir algunos problemas arrojados por la explica-
ción de Kuhn sobre la estructura de los cambios interteóricos:
• La racionalidad de los científicos;
• El crecimiento no acumulativo del conocimiento;
• La inconmensurabilidad de las teorías;
• La naturaleza del referir de los científicos.

O B S E R V A C I O N E S  S O B R E  L A  N O  L I N E A L I D A D
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La tesis es que el referir de los científicos es hecho única
y exclusivamente en base a las estructuras relacionales con
las que se representan los datos que tienen a la mano.

Esta tesis permite sostener que en efecto la ontología del
“mundo” puede cambiar de teoría en teoría, en específico,
nos muestra el criterio de que el espacio de soluciones que
satisfacen una teoría física deben estar contenidas en el es-
pacio de soluciones de la nueva teoría física, si se puede
hablar de avance acumulativo del conocimiento. De no ser
así, el cambio teórico es inconmensurable. El asunto de la
racionalidad científica no cae dentro del ámbito de una tesis
sobre el referir, que es una cuestión semántica, sino de cues-
tiones sociológicas que escapan al ámbito que se ha querido
manejar en este ensayo.

La conclusión relevante es que, en efecto, el cambio de
las teorías lineales a las no lineales acepta un criterio de
aplicación simple para mostrar la inconmensurabilidad de
una y otra. Que otro tipo de teorización acepte este tipo de
criterio es dudoso, lo que muestra, una vez más, lo proble-
máticas que pueden llegar a ser estas cuestiones.

Finalmente, se ha sostenido que lo anterior es una corrobo-
ración del realismo interno de los científicos.
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