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Abstract

Solving geometric problems, traditionally called Insight, is one of the main areas
that can help students develop and promote their creative potential in learning
mathematics. In this article we set out to identify, describe and characterize the
evidence that promotes moments of Insight in a group of 4™ year secondary
students. Initially we used a quantitative methodology and subsequently a qualitative
one. This qualitative methodology uses analysis of solutions to 3 geometric
problems potentially related to perceptual Insight, answers in the questionnaire and
explanations provided in the semi-structured interview. The analysis has allowed us
to identify and characterize explicit and non-explicit evidence in the occurrence of
Insight. We give an especially important role, on the one hand, to the speed at which
the sudden occurrence of Insight takes place and, on the other hand, to the
emotionally positive component that determines the affective elements of its
experience.

Keywords: Creativity, geometric problems potentially related to perceptual
insight, restructuring, moments of insight
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Resumen

La resolucion de problemas geométricos tradicionalmente llamados de Insight,
constituye uno de los ejes principales que puede ayudar a los estudiantes a
desarrollar y fomentar su potencial creativo en el aprendizaje de las matematicas. En
este articulo nos proponemos identificar, describir y caracterizar las evidencias que
promueven momentos de Insight en un grupo de estudiantes de 4° de ESO.
Utilizamos inicialmente una metodologia cuantitativa y posteriormente una
cualitativa. Esta metodologia cualitativa utiliza el andlisis de las resoluciones de 3
problemas geométricos potencialmente de Insight perceptivo, las contestaciones del
cuestionario de respuestas y las explicaciones dadas en la entrevista
semiestructurada. El andlisis nos ha permitido identificar y caracterizar evidencias
explicitadas y no explicitadas en la ocurrencia del Insight. Otorgamos un papel
especialmente relevante por un lado, a la celeridad en que se produce la ocurrencia
stbita del Insight y por otro a la componente emocionalmente positiva que
determina la vivencia afectiva de su experiencia.

Palabras clave: Creatividad, problemas geométricos potencialmente de Insight
perceptivo, reestructuracién, momentos de Insight
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todos alguna vez nos ha sucedido que, después de dejar de pensar

en un problema, de repente y casi sin darnos cuenta, de forma

espontanea como explica Punset (2011), nos aparece el Eureka o el
Aja! que nos guia hacia la solucion. Asi mismo, aunque a otro nivel, pero
de forma andloga, algo parecido les sucedi6é a grandes cientificos como
Arquimedes, Newton o el propio Einstein, cuando estaban sumergidos en
sus disquisiciones cientificas y sin saber cdmo de forma repentina tuvieron
un Click! que les hizo evidente la solucién buscada; los hizo conscientes de
sus propios hallazgos.

Es conocida la demostracion del ultimo teorema de Fermat, siendo ésta

probablemente uno de los grandes ejemplos de creatividad matematica
actual a nivel mundial. “Uno de los logros matematicos mas prominentes de
finales del siglo pasado” (Corry, 2006, p. 387)
Una mafiana de septiembre, después de varios afios de intentos y fracasos,
Andrew Wiles se encontraba trabajando cuando de pronto, de forma
totalmente inesperada, tuvo una increible revelacion. Se dio cuenta de que
aquello que lo habia detenido durante tanto tiempo era exactamente lo que
resolverfa el problema. Segtn cuenta Andrew Wiles' fue el momento més
importante de toda su carrera. Algo tan sencillo, elegante e
indescriptiblemente hermoso: de las cenizas parecia surgir la verdadera
respuesta al problema.

La experiencia matematica a un problema la describe el propio Wiles;
Entras en la primera habitacién, y estd oscuro, completamente
oscuro. Tropiezas y chocas con los muebles, pero al mismo tiempo
vas aprendiendo dénde esta cada cosa. Al final, tal vez al cabo de
meses, encuentras por fin el interruptor de la luz, lo pulsas y, de
repente, jtodo estd iluminado y puedes ver exactamente donde
estas! (Alberti, 2010, p.143)

En esta descripcion podemos identificar, algunas herramientas propias
del trabajo creativo como el reconocimiento de patrones, el establecimiento
de conexiones, desafiar suposiciones, asumir riesgos y la emocion sentida.

Este es uno de los muchos ejemplos historicos que evidencian la
importancia de los aspectos creativos en el pensamiento matematico. Sin
embargo desde la ensefianza escolar de las matematicas no se le da la
misma importancia que a otros aspectos como por ejemplo al razonamiento
deductivo. Desde una perspectiva escolar, nos interesa identificar las
estrategias alternativas de resolucion y comprension por parte de los
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estudiantes al intentar resolver un problema, interpretar un enunciado o
entender un tema de estudio. Creemos que es muy importante reflexionar
sobre los momentos del Aja! o Insight (Gardner, 1989; Callejo, 1994;
Sequera, 2007; Liljedahl, 2008) que experimentan los alumnos de
diferentes edades cuando intentan resolver un problema. Todos los que nos
dedicamos a la ensefianza hemos sido testigos de momentos de idea feliz en
los que el alumno explica con satisfacciébn como ve la solucion en un
momento personal y dnico.

En este estudio investigamos las experiencias creativas de los
estudiantes, a partir de escuchar e interpretar sus explicaciones, cuando
abordaron la resolucion de unos problemas concretos. En este sentido
hemos de tener presente el contexto de cercania entre los alumnos vy el
investigador (Jade, 2012) puesto que éste era un profesor de su propio
centro escolar. Esto ha podido mejorar la comprension e interpretacion de
los procesos creativos y manifestaciones de los momentos de Insight
obtenidos.

La razon que motiva el estudio de los momentos de Insight, reside en la
importancia de contemplar la resolucidn creativa desde la ensefianza y
didactica de las matematicas como una finalidad educativa prioritaria, que
nos puede llevar a implementar en la praxis de nuestras aulas una mejora
significativa en la educacion matematica. Este trabajo forma parte de una
investigacion mas amplia en la que se identifica una taxonomia de
categorias de resolucion segun el reconocimiento de momentos de Insight,
asi como el estudio de las componentes visual y afectiva en la ocurrencia
del Insight.

El objetivo de este articulo es identificar, describir y caracterizar los
momentos de Insight, a partir de los resultados de un grupo de estudiantes
ante la resolucion de tres problemas geométricos potencialmente de Insight
perceptivo. Es decir, queremos estudiar las evidencias en las estrategias de
resolucion planteadas por los estudiantes que promueven momentos de
Insight.
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Marco Teorico

Algunas Nociones Historicas sobre el Insight y la Resolucion de
Problemas

La Teoria de la Gestalt establece un primer marco teérico en la resolucién
de problemas (Wallas, 1926) desde la perspectiva de la creacion
matematica. Nos referimos al pensamiento productivo. La Gestalt concibe
el pensamiento productivo como aquel que esta basado en la
reestructuracion y reorganizacion implicita del aprendizaje pasado,
generando nuevas estrategias que se acaban transformando en una solucién
nueva al problema. El conocido problema del paralelogramo de Wertheimer
(1959) es un ejemplo. Dicho autor afirmé que los estudiantes que resolvian
problemas mediante estrategias de resolucién productiva, tenian mayor
facilidad para abordar con éxito nuevas situaciones problematicas que
difiriesen de la original, respecto a aquellos estudiantes que habian
empleado estrategias  reproductivas. Wertheimer (1959) concibe por
estrategias reproductivas aquellas en las que simplemente se reproducen
experiencias previas, habitos, habilidades o algoritmos de resolucion. En
cambio en las estrategias productivas no nos limitamos sencillamente a
recordar, sino gque somos capaces de producir respuestas no ensayadas
previamente, a partir de la modificacion y reorganizacién del aprendizaje
pasado generando nuevas posibilidades de resolucion.

El método del descubrimiento por uno mismo también se considera
especialmente relevante en la resolucion de un problema por compartir con
el aprendizaje productivo de la Gestalt un rendimiento superior tanto en la
transferencia como en la retencién de lo aprendido por parte del estudiante.
Bajo el enfoque de la Gestalt, el pensamiento productivo guia a reorganizar
el campo perceptual, generando asi nuevas relaciones y asociaciones. Esta
forma de pensamiento se pone en marcha cuando no nos limitamos a
recordar; sino que somos capaces de producir respuestas no ensayadas
previamente. También se puede poner en marcha cuando generamos nuevas
reestructuraciones a partir de los elementos y relaciones que intervienen en
el problema que pueden venir posibilitadas a partir de un cambio de
perspectiva y asi llegar a la ocurrencia de una idea original e innovadora.

Autores como Ohlsson (1984) para explicar el fenémeno del Insight en
la resolucion de problemas, plantean una teoria de la reestructuracion.



REDIMAT, 5(1) 31

Analogamente al paradigma gestaltico, concibe el Insight a partir de una
adecuada reestructuracion de los elementos del problema. A diferencia de la
Gestalt, Ohlsson (1984) concibe que la ocurrencia de una reestructuracion
Optima sélo pueda venir posibilitada por la adecuada descripcion y
configuracion espacial de la situacion problematica en cuestion, a veces
transcrita como formas y figuras geométricas. Esta reestructuracion que
caracteriza el Insight, puede darse en la resolucién de un problema y en
otras ocasiones ayudar en el progreso hacia la solucién.

En esta linea, Ima Blumm (2014) plantea que para hallar una solucién
creativa a un reto, hemos de buscar reestructuraciones mentales creativas,
basandonos en otros patrones de organizacién de la informacidn, distintos a
nuestra percepcion inicial de la situacion. Como ejemplo de
reestructuracion mental propone nuestro cambio de interpretacion cuando
miramos algunas de las famosas imagenes Gestalt, de doble lectura.

Insight y Momentos de Insight en este Contexto

Nuestro marco conceptual se basa en la investigacion sobre el pensamiento
productivo de Wertheimer (1959) y la resolucién de problemas geométricos
de Insight (Ohlsson, 1984; Blumm, 2014).

Consideramos el concepto de Insight, como aquella reestructuracién de
los elementos o relaciones geométricas que se establecen en un problema
geométrico y que mediante una reorganizacion visual repentina puede
posibilitar una nueva solucién o continuar con la resolucién. Cuando
hacemos referencia a esta reestructuracion entendemos que puede estar
basada en una combinacion de distintos procesos (Ohlsson, 1984;
Wertheimer, 1959; Blumm 2014). Como por ejemplo cuando somos
capaces de identificar y discriminar visualmente determinadas figuras
geométricas implicitas, identificar la relacion entre la parte y el todo, ver los
elementos de un problema desde distintos enfoques, etc.

Al hablar de reorganizacion visual repentina, no nos referimos a la
percepcion entendida —sélo— como funcién visual psiquica especifica, sino
que la percepcion la entendemos como un —todo— en la linea de la Gestalt:
El todo es més que la suma de las partes. Comprendiendo que las partes a
las que hacemos referencia son los inputs internos de la persona como las
motivaciones, la experiencia previa, sus habilidades cognitivas, el
conocimiento general y especifico de la materia en concreto, etc.
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A partir de la aproximacion de “momento magico” de Barnes (2000) y
“momentos de Insight” de Sequera (2007) consideramos un momento de
Insight, cuando los estudiantes explicitan una repentina comprension o
reestructuracion de los elementos o relaciones que intervienen en el
problema geométrico. Esta reestructuracion les permite visualizar y
entender la situacion y poder continuar o resolver el problema. Expresiones
identificadas por Barnes (2000) cuando los participantes resolvian algunos
problemas matematicos son “A flash of understanding” o “it might just
click”, por ejemplo.

En el proceso de exploracion e identificacion, consideraremos dos clases
de evidencias segun la naturaleza de los momentos de Insight: de evidencia
explicitada y de evidencia no explicitada. Las evidencias explicitadas hacen
referencia a expresiones (Liljedahl, 2008) en las que el estudiante explica,
de una cierta manera afectiva, como se le ha ocurrido la reestructuracion
geométrica que ha descubierto y le ha permitido poder continuar con la
resolucion del problema. En cambio en las evidencias no explicitadas los
estudiantes se limitan a expresiones generalmente escuetas pero también
con una cierta componente afectiva, que por el contexto permite inferir que
han podido continuar con la resolucion del problema.

Metodologia: Un Estudio Exploratorio en el Ambito de la Identificacion
de los Momentos de Insight

Participantes

El estudio del cual presentamos una parte, se llevd a cabo con 20
estudiantes que cursaban el cuarto curso de la Educacién Secundaria
obligatoria (ESO) en el instituto publico IES Parets del Vallés, situado en la
comarca del Vallés Oriental de Barcelona.

La seleccion de los participantes de la muestra, se llevo a cabo a partir
de la prueba de evaluacion de las competencias basicas en matematicas
realizada a 68 estudiantes de 4° de ESO que participaron voluntariamente.
La muestra no es aleatoria, ya que se seleccionaron los 20 estudiantes que
obtuvieron la mejor puntuacion en esta prueba oficial de competencias
basicas en matematicas en Educacion Secundaria, propuesta por el
Departamento de Educacion de la Generalitat de Catalufia en el curso
2003/2004. La muestra escogida de 20 participantes, se caracteriza por estar
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equilibrada respecto al género y porque los estudiantes realizaban un
itinerario curricular ordinario. La edad de los participantes oscilaba entre
los 15y 16 afios. La recogida de datos se realiz6 durante el curso 2011/12.

Elaboracion de las Herramientas de Recogida de Informacion: Prueba
Piloto

Con el objetivo de analizar los momentos de Insight, en los problemas de
estudio, construimos tres herramientas de investigacion: un cuestionario de
respuestas (R1; anexol), una entrevista semiestructurada (E1; anexo2) y
una Tabla con los indicios identificados en las resoluciones de estos tres
problemas que a partir de ahora llamaremos Tabla 1.

Iniciamos el trabajo realizando una prueba piloto de las tres
herramientas para validarlas. En el cuestionario de respuestas tuvimos que
introducir una tercera pregunta, sobre si en ese momento se les ocurria otra
solucion, debido a que en diferentes casos los estudiantes no resolvian
alguno de los problemas en concreto pero, a posteriori, si parecian concebir
y explicitar una posible solucion. Y nos interesaba poder identificar todas
las posibles ocurrencias de Insight independientemente si se habian
producido durante la resolucién de los problemas o realizando el
cuestionario de problemas posterior.

Por otra parte el estudio piloto de la entrevista semiestructurada, nos
hizo reformular la sexta pregunta introduciendo tres opciones de respuesta:
casualidad, visualizacién e inspiracion; debido a que la mayoria de
estudiantes en la versién preliminar dejaron la respuesta en blanco y nos
interesaba conocer a qué atribuian los participantes la ocurrencia de su
resolucion. Por otro lado nos interesaba que nos proporcionasen
descripciones especificas y detalladas acerca de como habian podido
resolver los problemas geométricos; cémo creian que se les habia ocurrido
la resolucion, idea o estrategia que podia haberles facilitado la resolucion.
El objetivo no es buscar opiniones generales, sino interpretar el significado
establecido por el estudiante entrevistado a partir de lo que dice y como lo
dice, para poder valorar las individualidades asi como aquellas
particularidades Unicas en la generacion de una idea creativa, que podria
promover una evidencia relativa a un momento de Insight.

Ademas la prueba piloto de la Tabla 1 de los indicios identificados, nos
llevé a introducir pequefios cambios en la redaccion; ya que nos interesaba
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poder identificar los participantes que mediante ensayo y error empleaban
diferentes resoluciones de distinta naturaleza o distintos enfoques que
potencialmente podian promover un momento de Insight en la misma
solucion.

Los resultados obtenidos a partir de estas tres herramientas de
investigacion fueron triangulados. Esto nos ha permitido contrastar y
comparar la informacion obtenida.

Disefo

Una vez elaboradas las herramientas de recogida de la informacion que
habian sido afinadas a partir de la prueba piloto, el disefio de la
investigacion quedo estructurado en dos fases diagnosticas:

Una primera Fase Diagndstica de Seleccion con el objetivo de
seleccionar los problemas y alumnos participantes y una segunda Fase
Diagnostica de Relacion con el objetivo de dar una vision general,
cuantitativa, de los resultados y una visién mas especifica de los datos a
nivel cualitativo.

1. En una primera Fase Diagndstica de Seleccion, se seleccionaron 10
problemas geométricos potencialmente de Insight perceptivo que a
partir de ahora llamaremos problemas geométricos. Los criterios
generales de seleccion de los problemas geométricos se basaron en que
fuesen problemas geométricos que fomentasen la utilizacion de
estrategias creativas y no reproductivas. Buscabamos que al menos,
fuese necesaria una reestructuracion de los elementos o relaciones
geométricas que intervienen en el problema mediante alguna estrategia
de visualizacion, sustentada en algunas habilidades visuales como la
identificacion visual, discriminacidon visual, reconocimiento de
relaciones y posiciones geométricas y memoria visual.

2. Enlasegunda Fase Diagndstica de Relacion, los estudiantes realizaron
los problemas de estudio, el Cuestionario de Respuestas y la Entrevista
Semiestructurada.

Para la obtencién de los datos, los tres problemas que presentamos aqui
se escogieron porque originaron un mayor numero de estrategias de
resolucion, en las que hemos podido identificar reestructuraciones que
potencialmente pueden propiciar momentos de Insight. Las herramientas de



REDIMAT, 5(1) 35

investigacion fueron validadas con una prueba piloto y con un experto para
mejorar su calidad.

Elaboramos la Tabla 1 con el objetivo de facilitarnos la identificacion de
las evidencias que determinan los momentos de Insight. Se trata de
identificar los indicios mas significativos en la resolucion de los tres
problemas geométricos que consideramos han podido propiciar evidencias
explicitadas o no explicitadas. En las evidencias explicitadas los
participantes explican como se les ha ocurrido la reestructuracion gue les ha
permitido resolver o continuar con la resolucién en cambio en las no
explicitadas se limitan a dar alguna expresion con una cierta componente
afectiva, sin explicar la reestructuracion geométrica. Se validé con una
prueba piloto y con un experto para mejorar su eficacia.

Realizamos un doble andlisis cuantitativo y cualitativo para contrastar la
interpretacién de los resultados obtenidos: un primer andlisis en el que se
analizan los resultados a nivel global de la muestra y un segundo analisis en
el que estudiamos las respuestas de los participantes que nos aportaban mas
informacion.

Los resultados obtenidos a partir de estas tres herramientas de
investigacion fueron triangulados, para contrastar y comparar la
informacién obtenida desde diferentes tipologias de datos recogidos y por
tanto permitirnos un mayor grado de fiabilidad y validez en los resultados
obtenidos.

Todo esto, nos ha permitido por una parte identificar y describir los
momentos de Insight, y por otra caracterizarlos asi como compararlos con
los obtenidos en otras investigaciones.

Resultados: Andlisis y Discusién

Identificamos algunos indicios que potencialmente pueden estar
relacionados con la ocurrencia de una idea o resolucion geométrica original
y creativa. Definimos seis indicios, Tabla 1, mediante una cualidad o frase,
para describir algunas caracterizaciones que nos permiten reconocer el
potencial resolutor y creativo de los participantes.

Respecto el potencial resolutor y con el objetivo de identificar el grado
de éxito, el primer indicio (RCP) consiste en identificar una resolucién del
problema y el segundo (IRPG) en identificar alguna estrategia de resolucion
que implica una representacion visual o gréafica.



36 Sanchez y Fiol — Creatividad Matemética: Momentos de Insight

Con el potencial resolutor creativo, nos interesa identificar ideas,
estrategias o resoluciones innovadoras y creativas. Identificamos el primer
indicio (1001) cuando inferimos que se ha descubierto una reestructuracion
o relacion no trivial entre conceptos y representaciones; el segundo indicio
(1002) cuando inferimos que se inventan nuevas estrategias o resoluciones;
el tercero (IOF1) cuando identificamos que se tantea mediante uno o varios
enfoques; el cuarto (MO) cuando se reconocen expresiones en las que los
estudiantes explicitan haber conseguido poder continuar o resolver el

problema

Tabla 1
Estudio cuantitativo de los indicios identificados

n = 20 participantes Indicio Problema 1

Problema 2

Problema 3

n %

n

%

n

%

Resolucién

Se identifica una RCP 14 70%
resolucion al problema

Se identifican IRPG 16 80%
representaciones visuales

y/o gréficas

Resolucion creativa

Se descubren 1001 14 70%
reestructuraciones o

relaciones no triviales

entre conceptos y/o

representaciones

Se inventan formas de 1002 2 10%
abordar el problema

Se tantea, retrocede y I0F1 10 50%
avanza a partir de

diversos intentos

mediante uno o varios

enfoques

17

17

35%

85%

45%

85%

15%

12

40%

40%

45%

60%

10%
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Tablal(.../...)
Estudio cuantitativo de los indicios identificados

n = 20 participantes Indicio Problema 1 Problema 2 Problema 3
n % n % n %

Resolucion

Se identifican MO 6 5 7

expresiones en las que
los estudiantes denotan
haber conseguido
resolver el problema:
Evidencias explicitadas
y evidencias no
explicitadas

En los tres problemas, la primera columna es la frecuencia absoluta,
respecto al nimero de participantes en los que hemos identificado el indicio
concreto. La segunda columna es el porcentaje de participantes sobre el
total de la muestra. A excepcién del indicio momentos de Insight (MO)
donde la frecuencia y porcentaje no es sobre participantes sino sobre el
problema, debido a que hemos reconocido distintos momentos de Insight en
un mismo participante.

Enfatizamos que los participantes no estan familiarizados con la
resolucion de este tipo de problemas y enunciados en clase. A continuacion
exponemos la tabla con los pseudénimos de los participantes de nuestro
estudio.

Presentamos el analisis de cada uno de los problemas, estructurado en
dos aspectos: 1) primeras reflexiones sobre las resoluciones dadas por los
alumnos, que corresponde al analisis cuantitativo y Il) evidencias
explicitadas y no explicitadas que promueven los momentos de Insight
identificados, que corresponde al andlisis cualitativo.
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Tabla 2
Pseuddnimos de los participantes

Masculino Femenino
Antonio Laura
Gerardo Carla

Didac Lola
Carlos Marian
David Claudia
Oscar Janna

Juan Veronica
Pedro Laia

José Mireia
Emilio Cristina

Problema 1

El enunciado del primer problema que se utiliz6 es el siguiente (ver figura
adjunta):

Imagina que recortas estos tres tridngulos. Haz con
ellos un cuadrado. Puedes rotarlos y moverlos, pero
no superponerlos.

Figura 1. Primer problema geométrico de estudio
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Primeras reflexiones sobre las resoluciones dadas por los alumnos

A primera vista observamos, que practicamente ¥, partes de la muestra
consiguié resolver el problema y en un 80% de participantes se
identificaron estrategias basadas en alguna representacién visual, en cierta
manera debido a que el mismo enunciado promueve una resolucién de corte
visual.

Este problema geométrico, posibilita algunas habilidades de
visualizacion (Del Grande, 1990) como la identificacion visual, el
reconocimiento de relaciones geométricas y el reconocimiento de
posiciones geométricas que son especialmente importantes porque pueden
promover este tipo de resolucion.

Aspectos mas creativos en la resolucién

En un porcentaje considerable 70%, los estudiantes identifican vy
discriminan visualmente la equivalencia entre los dos triAngulos menores
asi como reconocen las relaciones y posiciones geométricas implicitas,
necesarias para descubrir la reestructuracion que les permite reubicar los
dos triangulos pequefios junto con el mayor formando un cuadrado. En la
mitad de los participantes hemos identificado que tantean mediante uno o
varios enfoques, con el objetivo de mover o rotar los triangulos hasta
construir un cuadrado. En dos casos, se han dado estrategias de resolucion
distintas a la sugerida en el enunciado del problema, como es la
fragmentacion mas fina o sea fragmentando en tridngulos mas pequefios
qgue los triangulos dados. Con estas piezas menores y puzzleando
conseguian construir el cuadrado.

Evidencias explicitadas y no explicitadas que promueven los
momentos de Insight identificados

A continuacion se adjunta la tabla 3 donde se pueden apreciar citas que
ilustran las evidencias tanto explicitadas como no explicitadas que
promueven los momentos de Insight.
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Tabla 3
Momentos de Insight identificados en el problema 1

Evidencias Explicitadas Evidencias no Explicitadas
Laura: Girando los triangulos te das David: No sé como, pero he visto
cuenta que puedes hacer un cuadrado. muy claro el cuadrado.

Evidencias Explicitadas Evidencias no Explicitadas
Antonio: Me he dado cuenta que Claudia: Ehm... o sea yo estaba
juntando los dos triangulos pequefios buscando un cuadrado (gesticula)
formaba uno idéntico al grande y entonces de repente... me di cuenta. ..
luego si lo ponia encima de él se y ya fue facil. O sea, un rombo...

formaba un cuadrado.
Gerardo: He subido los dos triangulos ~ Oscar: Ahhh! Vale! (A partir de la

pequefios arriba de tal manera que intervencién de Laura: Hacer un
parecia un rombo, luego lo he girado rombo... (gesticulando, explicandole
y ya lo he visto. a una de sus compafieras)

Los resultados nos muestran 3 evidencias explicitadas de Insight.
Inferimos que éstas hacen referencia al reconocimiento de posiciones y
relaciones geométricas, debido a que cuando los participantes Laura,
Antonio y Gerardo se han dado cuenta de las traslaciones, giros y
rotaciones implicitas necesarias, es cuando posiblemente han podido
descubrir la reubicacion adecuada de los triangulos para construir el
cuadrado final que resuelve el problema, y ha tenido lugar la ocurrencia del
momento de Insight.

Laura pivota los dos triangulos iguales con centro en los dos vértices
correspondientes a los angulos agudos del triangulo mayor. En cambio
Antonio, explica que gira los tridngulos pequefios hasta conseguir
reubicarlos para formar la figura que pide el enunciado; es el que hace la
resolucion mas estilo puzle, es decir con las piezas separadas, mentalmente
recortadas. De manera similar Gerardo sube arriba los dos triangulos de
forma que le quede un cuadrado “en posicion rombo” y después los gira y
ve el cuadrado. Podemos interpretar que Gerardo no ve los cuatro angulos
iguales del cuadrado hasta dar una vuelta de 90 grados al cuadrilatero
obtenido. Vemos més parecidas las estrategias de Antonio y Gerardo, en el
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sentido que entendemos de hacer un puzle clasico: separar las figuras y
recolocarlas de nuevo.

En este contexto, las evidencias explicitadas que hemos identificado, se
nutren de una naturaleza convergente (Miller, 2000). Es decir su ocurrencia
se origina a partir de la estrategia previa dada en el enunciado.

En cambio los resultados nos indican so6lo tres evidencias no
explicitadas de Insight por parte de los participantes David, Claudia y
Oscar. David, explicita no saber como ha podido resolver el problema, pero
inferimos que en la ocurrencia del momento de Insight “No sé como, pero
he visto muy claro el cuadrado” transmite una sensacion de seguridad y
confianza en si mismo.

Claudia, en la entrevista semiestructurada manifesté que la idea para
resolver el problema se le ocurrié “de repente” e inferimos que fue entonces
cuando consiguié ver o imaginar la posicion concreta del rombo, que
posiblemente le permitid identificar el cuadrado que soluciona el problema.
En este caso deducimos una sensacion de celeridad en la ocurrencia
inesperada y subita de la idea que ha promovido el momento de Insight. En
el caso de Claudia aunque ha resuelto el problema no explica como lo ha
resuelto, por eso hemos identificado una evidencia no explicitada.

Nos ha parecido interesante destacar la intervencion del participante
Oscar, en el transcurso de la entrevista semiestructurada ya que a diferencia
de los otros participantes que recordaban el momento del Insight, Oscar que
no resolvio el problema, fue en el transcurso de la entrevista cuando
inferimos que de manera repentina descubri6é la solucién a partir de la
estrategia que le indicé Laura. En este caso observamos que la ocurrencia
del momento de Insight no estd circunscrita a un periodo de tiempo
concreto.

Problema 2

En la figura 2 se puede apreciar el enunciado del segundo problema que
hemos utilizado en este estudio.



42 Séanchez y Fiol — Creatividad Matemética: Momentos de Insight

Cuatro arboles se encuentran dispuestos en los
veértices de una parcela cuadrada. Sin mover los
arboles amplia la parcela de forma que la superficie
sea doble y que su forma continte siendo cuadrada.

Figura 2. Segundo problema geométrico de estudio
Primeras reflexiones sobre las resoluciones dadas por los alumnos

Los resultados de la Tabla 1 nos muestran que solo el 35% de los
participantes resolvio el problema. Algunas de las dificultades comunes en
los estudiantes era un primer blogueo al no disponer de datos numéricos y
no poder realizar céalculos.

En un 85% de la muestra identificamos estrategias relacionadas con
alguna representacion visual. En una mayoria de casos, los participantes
intentaban construir figuras geométricas equivalentes al cuadrado del
enunciado. En este problema geométrico, existen algunas habilidades de
visualizacion (Del Grande, 1990) como la identificacion visual y la
discriminacidn visual que han podido ser relevantes en la ocurrencia de los
momentos de Insight.

Aspectos mas creativos en la resolucién

En un 45% de los participantes, identificamos que descubrieron la
reestructuracion necesaria para obtener el cuadrado de doble superficie,
manteniendo los arboles del enunciado en el mismo sitio. Diferenciamos
dos reestructuraciones que han podido promover momentos de Insight. Una
primera cuando los estudiantes fragmentaban el cuadrado original a partir
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de sus diagonales obteniendo cuatro tridngulos y construyendo los
tridngulos simétricos respecto a cada uno de los lados del cuadrado. Y una
segunda, cuando algunos estudiantes realizan una rotacion del cuadrado
original, estrategia que les permite visualizar el cuadrado de doble
superficie.

A pesar de las dificultades iniciales, un 85% de los participantes se
inventaron formas de abordar el problema. En algunos casos fragmentaban
el cuadrado inicial y construian figuras geométricas equivalentes a las
identificadas en el cuadrado, en otros casos estimaban la construccién
aproximada del cuadrado de doble superficie aunque sin tener presente los
arboles del enunciado, por ejemplo.

Hemos identificado s6lo en un 15% de participantes el tanteo y error,
debido a que la mayoria de estudiantes planteaban la estrategia o
representacion visual que consideraban para resolver el problema, pero sin
explicitar intentos o errores, que dieran lugar a un nuevo tanteo.

Evidencias explicitadas y no explicitadas que promueven los
momentos de Insight identificados

Exponemos las evidencias explicitadas y no explicitadas que promueven los
cinco momentos de Insight identificados en este segundo problema.

Los resultados nos indican tres evidencias explicitadas de Insight que
comparten la misma naturaleza. ldentificamos dos evidencias de los
participantes Verdnica y Juan que se basan en la identificacion de la
rotacion del cuadrado. Esto nos facilita la estrategia que les ha posibilitado
descubrir o visualizar la forma del cuadrado de doble superficie. Inferimos
gue Juan ha reconocido la relacion y posicion geométrica de los arboles, en
la mitad de los lados del cuadrado de doble superficie. En cambio de
Veronica entendemos que a partir de rotar mentalmente el cuadrado y
ampliarlo, puede visualizar el cuadrado final y que de manera implicita
ubica los arboles en sus lados. En esta linea, la evidencia explicitada que
hemos identificado en Pedro hace referencia a la ocurrencia de un cuadrado
en posicion rombo. De manera implicita, Pedro gira el cuadrado y asocia la
figura resultante a un rombo, que ampliandola le permite construir, de
forma parecida a Veroénica la superficie, que pide el enunciado.
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Tabla 4
Momentos de Insight identificados en el problema 2

Evidencias Explicitadas Evidencias no Explicitadas
Veronica: Me pensaba que era José: Me ha venido un flash y de
imposible porque no se podian mover repente lo he visto todo claro...
los arboles hasta que se me ha intuicion.
ocurrido rotar el cuadrado.

Juan: Se me ha ocurrido girar el José: Esta ha sido un plas; pumy ya
cuadrado y en lugar de que sean los esta.

arboles los vértices... sean el centro

de las aristas del nuevo cuadrado y

me ha salido.

Pedro: He conseguido ver que se Claudia: Lo he visto.
podia poner como un rombo desde

los lados y me ha salido el cuadrado.

Algunas veces los alumnos hablan de rombo, al referirse a un cuadrado
cuyas diagonales estan una horizontal y otra vertical. Dado que esta forma
de hablar aparece con una cierta frecuencia, interpretamos que visualmente
los dos angulos, superior e inferior, se ven ligeramente menores que los
otros dos angulos rectos.

En este contexto,
entendemos la percepcion no
s6lo como una funcion directa
de los sentidos, sino que debe
pasar necesariamente por una
interpretacion de los estimulos
y dotarlos de significado. Es
aqui, donde los esquemas
mentales, experiencias,
Figura 3. Ilusion 6ptica de wundt ~ Mmotivaciones,  necesidades e

intereses de cada individuo
influyen en cémo explica la
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figura que ve mentalmente. Relacionado con este caso tenemos en la Fig. 3
una de las ilusiones épticas de Wundt. El segmento vertical parece mas
largo que el horizontal, cuando en realidad ambas lineas son iguales.

El reconocimiento de relaciones y posiciones geométricas, asi como el
giro o rotacion del cuadrado son factores que consideramos han podido
facilitar a estos tres estudiantes, la ocurrencia del momento de Insight, al
descubrir el cuadrado de doble superficie.

Los resultados nos muestran tres evidencias no explicitadas. En el caso
del participante José hemos identificado dos evidencias no explicitadas que
convergen unilateralmente en la ocurrencia del mismo momento de Insight:
“Me ha venido un flash y de repente lo he visto todo claro... intuicion” y
“Esta ha sido un plas, pum y ya esta”. Evidencias que por un lado denotan
gue el descubrimiento o la reestructuracion que permitié a José resolver el
problema, ocurri6 de manera repentina. Es decir, de forma inesperada
comprendio stbitamente la idea que le facilitd poder resolver el problema.
Por otro lado, inferimos una cierta componente emocionalmente positiva
de confianza en si mismo, cuando ha visto la solucion con claridad y una
componente afectiva de motivacion, sorpresa y satisfaccion al conseguir
resolver el problema.

Problema 3

A continuacién se expone el enunciado del tercer problema discutido en
este articulo.

Tenemos tres circulos iguales de radio
1. Uniendo los centros obtenemos un
triangulo equilatero. ;Cuanto mide el

area sombreada?

Figura 4. Tercer problema geométrico de estudio




46 Sanchez y Fiol — Creatividad Matemética: Momentos de Insight
Primeras reflexiones sobre las resoluciones dadas por los alumnos

En la Tabla 1 observamos que el 40% de los participantes resolvio el
problema. En muchos casos los participantes explicitaban algunas
dificultades como no conocer la férmula de la superficie de las figuras
geométricas sombreadas o no disponer de nimeros en la representacion
dada en el enunciado para poder realizar célculos.

En este problema sdlo en un 40% identificamos estrategias relacionadas
con alguna representacion visual. En estos casos, la mayoria de
participantes basaban su resolucion en una combinacién de estrategias
sustentadas en la fragmentacion de los circulos y en la reubicacion de las
figuras geométricas sombreadas. En algunas de las resoluciones del
problema, la identificacion y discriminacion visual, asi como el
reconocimiento de relaciones y posiciones geométricas son habilidades de
visualizacién (Del Grande, 1990) que han podido promover los momentos
de Insight.

Aspectos mas creativos en la resolucién

Un 45% de los participantes de la muestra, descubren la reestructuracion
que les facilita ver la superficie resultante de la union de las tres figuras
geométricas sombreadas. Diferenciamos 3 reestructuraciones que han
podido ocasionar los momentos de Insight. Una primera cuando el
estudiante fragmenta uno de los circulos, identificando y discriminando
visualmente seis sectores circulares equivalentes a las figuras geométricas
sombreadas. Posteriormente ve el semicirculo resultante de la unién de tres
sectores circulares. Una segunda cuando mediante una combinacion de
desplazamientos, traslaciones y giros se reubican los sectores circulares en
un mismo circulo viendo el semicirculo resultante sombreado. Y por ultimo
cuando los estudiantes realizan una combinacién de estrategias entre
fragmentar circulos y reubicar sectores circulares.

En un 60% los participantes se inventan formas de abordar el problema,
basadas principalmente en la fragmentacion y la reubicacion, aunque solo
en un 10% hemos identificado que tantean, mediante ensayo y error a partir
de uno o varios enfoques.
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Evidencias explicitadas y no explicitadas que promueven los
momentos de Insight identificados

Las evidencias explicitadas y no explicitadas que promueven los siete
momentos de Insight identificados en este problema:

Tabla 5
Momentos de Insight identificados en el problema 3

Evidencias Explicitadas Evidencias no Explicitadas

David: Me he dado cuenta que si
juntas las tres zonas sombreadas te da
media circunferencia, luego he
calculado la circunferencia entera y
después lo he dividido entre dos.

Gerardo: Pues ha sido ir probando, he
probado... y pum! Y de repente ya
esta.

Emilio: He movido las tres sombras y
me he dado cuenta que era media
circunferencia.

Veronica: He visto que la solucion
era la mitad del circulo.

José: Ah pues, me he dado cuenta que
sumando los tres triangulos es la
mitad de una circunferencia y

Laura Yo es que estaba aburrida. ..
(risas) He empezado... y después lo
he visto (gesticula)

entonces he hecho el area de toda la
circunferencia dividida entre dos.

Laura: No lo sé, pero me he dado
cuenta que el rea sombreada es la
mitad de la circunferencia.

Los resultados nos indican que las evidencias explicitadas de Insight
identificadas en los participantes David, Emilio y José estan basadas en la
reestructuracion que les permite reubicar adecuadamente los tres sectores
circulares sombreados en uno de los tres circulos. En las expresiones
identificadas, cuando Emilio explicita que “He movido las tres sombras...”,
David “que si juntas las tres zonas sombreadas” y José “que sumando los
tres tridangulos...”, deducimos que éstas hacen referencia a una combinacion
implicita de desplazamientos y rotaciones. Es decir que han reconocido las
posiciones y relaciones geométricas implicitas entre la union de los sectores
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circulares y los circulos. Las evidencias nos muestran que de esta forma los
estudiantes han podido descubrir una nueva reestructuracion que resuelve el
problema, basada en la equivalencia entre la figura resultante de la union de
los tres sectores circulares y la mitad del circulo. Inferimos que en estos
casos los estudiantes han discriminado visual y adecuadamente los sectores
circulares respecto el semicirculo.

Los resultados nos muestran cuatro evidencias no explicitadas. Las
evidencias no explicitadas de los participantes Gerardo y Laura, nos
sugieren que después de un periodo de ensayo y error en el que se tantea,
avanza y retrocede con posibles intentos, los participantes sin explicar
ninguna estrategia concreta, llegan a ver o imaginar la figura que les
proporciona la solucién final del problema. En el caso de Gerardo, la
evidencia “he probado... y pum! y de repente ya estd” nos denota una cierta
comprension subita en la resolucién del problema y celeridad en la
ocurrencia. En cambio en el caso de Veronica, la evidencia “He visto que la
solucion era la mitad del circulo”, nos sugiere una sensacion de seguridad y
confianza por parte de la alumna, en el momento del Insight.

Nos ha parecido interesante, el caso de Laura, en el que hemos
identificado dos evidencias no explicitadas de Insight. Una primera en la
que explicita “Yo, es que estaba aburrida.... He empezado.... y después lo
he visto”. Aunque consigue ver la solucion final, al observar la segunda
evidencia “No lo sé, pero me he dado cuenta que el area sombreada es la
mitad de la circunferencia” inferimos que ella misma parece desconocer o
tener dificultades en explicar cbmo ha resuelto el problema, por el tipo de
comentarios, las palabras utilizadas, su actitud displicente, denota tener la
seguridad y la plena confianza de haber visto la solucion resultante.
Corroboramos la existencia de dos evidencias no explicitadas en un mismo
participante que promueven la ocurrencia de un momento de Insight en un
periodo determinado de la resolucion del problema.

Es curioso constatar que en este problema, 4 alumnos utilizan
circunferencia en lugar de “circulo”, aunque esto no impide que se entienda
lo que quieren explicar.

Comparativa entre los Problemas de Estudio y la Investigacion Actual

Observamos que en un 70% el problema 1 fue el mas resuelto con éxito.
Aproximadamente el doble que el segundo y tercero que obtuvieron un
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35% y 40% de éxito en la resolucién. Sin embargo, no identificamos
relacién con el hecho de promover en mayor medida evidencias que
promuevan momentos de Insight.

Identificamos un 80% y un 85% de estudiantes que empled alguna
estrategia basada en una representacion visual en el primer y segundo
problema respectivamente. En cambio en el tercer problema solo un 40%,
debido a que muchos participantes solo dieron la solucion final sin
explicitar la estrategia empleada.

Posiblemente a priori, el indicio 1001, descubrir reestructuraciones o
relaciones no triviales, deberia ser el méas relacionado con la ocurrencia de
los momentos de Insight. Aunque el estudio empirico, no aporta
informacién concluyente al respecto. En cierta manera esto es debido, a que
podemos identificar que los participantes en un 70%, 45% y 45%
respectivamente descubren reestructuraciones no triviales y en cambio no
identificamos expresiones que denoten evidencias explicitadas o no
explicitadas de momentos de Insight. Probablemente se debe a que los
participantes no consideran esas reestructuraciones no triviales como tal. Y
por no considerarlas importantes, no las explican.

En el problema 2 se ha identificado el porcentaje mas alto 85% de
participantes que se han inventado nuevas formas de abordarlo.
Posiblemente esto es debido al hecho de que en el primer problema se
orienta a los participantes en la posible resolucién y el tercer problema es
de naturaleza mas convergente.

Finalmente observamos que s6lo en un 50%, 15% y 10%
respectivamente, los participantes tantean, prueban, avanzan y retroceden
mediante uno o varios enfoques. Esto nos sugiere que han podido tener
dificultades en cambiar de enfoque o en buscar perspectivas de resolucion
de otra naturaleza.

A nivel cualitativo, hemos identificado algunas caracteristicas
relevantes: una cierta celeridad y premura en la ocurrencia de la idea que
promueve el momento de Insight, acompafiada de una sensacion de
confianza por parte del estudiante conforme a haber encontrado la solucién,
denotando también una componente emocionalmente positiva de
satisfaccion.

Respecto a la comparativa con la literatura vigente, los resultados
obtenidos en este articulo estan en la linea de otras investigaciones como
Liljedahl (2013a, 2013b). Dicho autor concluye, en su investigacion que
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aquello que diferencia la experiencia del Insight en matematicas y
concretamente en la resolucion de problemas, no son las ideas en si mismas,
sino més bien la forma en que las ideas aparecen, de repente y sin previo
aviso, o sea la ocurrencia subita y no anticipada de una idea o solucion.
Concluye que lo que diferencia la experiencia del Insight en matematicas de
otras experiencias matematicas, aquello que la hace extraordinaria, es la
componente afectiva de una respuesta, idea o solucién subita e inesperada.
Cuando la ocurrencia inesperada de la idea te llena de emociones positivas.
Con esto no quiere decir que no intervengan otros aspectos cognitivos que
pueden ser importantes en la ocurrencia de la idea o solucion que promueve
el Insight, pero que el factor diferenciador parece ser especialmente la
componente afectiva (Liljedahl, 2013a).

Por otro lado, coincidimos con algunas investigaciones (De Nicolas,
1999, Guilera 2002) en que la resolucion de problemas de Insight nos
muestra que una de las dificultades comunes de los estudiantes al intentar
resolverlos son las limitaciones autoimpuestas en la interpretacion del
enunciado. Por otro lado existen las autolimitaciones de naturaleza
conceptual que pueden producirse por ejemplo porque no hay numeros que
les permita realizar célculos o pensar que para resolver un problema
concreto es necesario una formula. Estos bloqueos pueden autoimponer
elementos como esenciales cuando no lo son o disminuir la tolerancia a lo
desconocido, impidiendo por tanto estrategias de tanteo con éxito.

Conclusiones

Recordemos que el objetivo en este trabajo es identificar, describir y
caracterizar los momentos de Insight, en una muestra de estudiantes de 4°
de ESO vy en tres problemas geométricos muy concretos. A partir de los
distintos datos analizados, tanto a nivel cuantitativo como cualitativo,
podemos realizar una descripcion y caracterizacion de los momentos de
Insight identificados.

En primer lugar, los indicios identificados en la resolucién de los
problemas son: el éxito en la resolucion, la utilizacion de representaciones
visuales, la identificacion del descubrimiento de reestructuraciones no
triviales o del inventar nuevas formas de resolucion asi como tantear
mediante ensayo y error.
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En la experiencia matematica de los momentos de Insight no intervienen
so6lo elementos cognitivos, sino también otros factores como el
conocimiento general y especifico de los estudiantes, la motivacién en la
resolucion de problemas geométricos empleando métodos visuales, etc.

En segundo lugar y a nivel cualitativo hemos identificado en la
exploracion de las expresiones que hacen referencia a los momentos de
Insight, una componente emocionalmente positiva de sorpresa y
satisfaccion. Hemos identificado también 9 evidencias explicitadas de
Insight y 10 evidencias no explicitadas de Insight. En cualquiera de las dos
clases de evidencias, nos encontramos con que la identificacion de la
componente efusiva y de sorpresa agradable, con una cierta celeridad,
seguridad y confianza de los participantes es especialmente significativa en
el descubrimiento de una nueva reestructuracién gque origina un momento
de Insight y posibilita poder continuar con la resolucion del problema.

Entre otros aspectos gque son influyentes en la ocurrencia de un Insight,
destacamos el hecho de que el Insight es Unico e irrepetible y depende del
participante en concreto. Una determinada reestructuracion de las
relaciones o elementos que intervienen en un problema geométrico
potencialmente de Insight perceptivo puede llegar a posibilitar la ocurrencia
de un momento de Insight en algunos estudiantes pero no en otros. Algunos
ejemplos asi lo corroboran.

En el primer problema geométrico, los participantes que identifican una
reubicacion de los triangulos de la figura geométrica, posiblemente tendran
por primera vez la ocurrencia de la comprension subita de la superficie
cuadrada final. Sin embargo, con los datos de que disponemos actualmente
no se puede afirmar que un momento de Insight pueda ser facilitador de
otros momentos de Insight en otras situaciones problematicas, dados
enunciados con cierta semejanza en estructura y nivel de dificultad. Esta es
una posible linea de investigacion (Guilera, 2000), estudiar como y cuando
la resolucion de un problema ayuda a la resolucion de otro problema, que
en cierta forma presenta una estructura equivalente en enunciado y posible
resolucion al inicial.

En el segundo problema geométrico de Insight sucede algo similar. La
estrategia de rotar, girar el cuadrado o aplicar una imagen dindmica ha
podido promover en algun participante como en el caso de Verénica, Juan o
Pedro un momento de Insight que le ha permitido continuar o resolver el
problema. Aunque quizés en otros participantes, rotar el cuadrado o aplicar
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una imagen dindmica no les ha promovido la ocurrencia del momento de
Insight que les hubiese permitido ver la solucion del problema,
posiblemente porque se centraban en buscar una estrategia reproductiva.

Constatamos que un aspecto que define y diferencia la ocurrencia del
momento de Insight de otras experiencias matematicas, es la componente
afectiva de agrado al darse la experiencia de una precipitada ocurrencia de
una nueva reestructuracion que puede resolver una situacion problematica.
Por otra parte, la vivencia del momento de Insight viene determinada no
solo por el problema, sino especialmente por el propio estudiante, por toda
la complejidad de factores que se expresan en él a través de sus acciones
como son: conocimientos, transversalidad, estrategias que pone en marcha
y agrado frente a la tarea.

Notas
! Fermat's Last Theorem: http://www.youtube.com/watch?v=7FnXgprkKgSE
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Annexo 1

Cuestionario de respuestas (R1)

Nombre: Curso:
Apelllidos: Grupo:
Fecha: Ndmero problema:

1. ¢Como has resuelto el problema? Explicalo con el maximo detalle.

2. Explica qué dificultades y bloqueos has tenido en la resolucién del
problema.

3. Ahora mismo, ¢se te ocurre alguna otra forma de resolver el problema?

Entrevista Semiestructurada (E1)

Nombre: Curso:
Apelllidos: Grupo:
Fecha: Ndmero problema:

1. ¢Como has resuelto el problema? Explicalo con el maximo detalle.

2. Explica qué dificultades y bloqueos has tenido en la resolucion del
problema.

3. Ahora mismo, ¢se te ocurre alguna otra forma de resolver el problema?
4. ¢CoOmo crees que se te ha ocurrido la idea para resolver el problema?

5. Que destacarias justo en el momento de descubrir la idea para resolver
el problema. ;Qué sentiste?
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6. De los siguientes factores: la casualidad, la visualizaciéon y la
inspiracion, ¢;cual crees que ha sido mas importante o te ha
influenciado mas en la resolucion del problema?





