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Resumen
La predicción del crecimiento y el rendimiento de una especie forestal maderable es un requisito fundamental para planificar su manejo 
racional. El objetivo de este trabajo fue actualizar las funciones que componen un sistema compatible de crecimiento y rendimiento para 
Pinus patula, desarrollado bajo el enfoque de modelos explícitos de totalidad del rodal. Se reajustaron los parámetros del sistema me-
diante la técnica de regresión aparentemente no relacionada. Para ello, se utilizó información dasométrica derivada de cuatro inventarios 
realizados periódicamente en 42 parcelas permanentes de muestreo de 400 m2 en Hidalgo, México. La estructura de las funciones origi-
nales del sistema, en su mayoría, generaron buen ajuste y comportamiento gráfico satisfactorio. La productividad del rodal se describe 
mediante un patrón polimórfico de crecimiento, el cual está interrelacionado con las ecuaciones de área basal, diámetro promedio y 
volumen total de fuste por hectárea. La función de mortalidad corresponde a un modelo exponencial ajustado bajo mínimos cuadrados 
no lineales. El reajuste del sistema permitió ampliar el rango de validez de las ecuaciones de crecimiento a 31 años de edad del rodal. El 
nuevo sistema sugiere un turno técnico que maximiza el volumen de alrededor de 20 años para el sitio promedio. Este resultado sugiere 
que el turno de 40 años, actualmente usado en los planes de manejo en la región, puede ser acortado, siempre y cuando la densidad del 
rodal se maneje correctamente.

Palabras clave: diferencia algebraica, modelos compatibles, predicción explícita, sistema de crecimiento, turno técnico.

AbstRAct
Predicting the growth and yield of timber tree species is a prerequisite for planning sustainable forest management. The objective was 
to update several functions that integrate a compatible growth and yield system for Pinus patula, developed under the explicit whole-
stand model approach. System parameters were estimated using seemingly unrelated regression. For that, forest biometric information 
was used from four periodical inventories conducted in 42 permanent plots of 400 m2 in Hidalgo, Mexico. Almost all the functions of 
the system had good fit and satisfactory graphical behavior in their original structure. A polymorphic growth pattern explains stand 
productivity, which is interrelated with growth equations of basal area, mean diameter and total stem volume per hectare. The mortality 
function corresponds to an exponential model fitted under non-linear least squares method. The re-fitted system broadened the range of 
the growth equations to 31 years. The new system suggests a maximizing volume rotation of about 20 years for the average site. These 
results suggest that the commonly used 40 year rotation period used in the management plans in the region could be shortened if a proper 
density management strategy is applied.

Keywords: algebraic difference, compatible models, explicit prediction, growth system, optimum rotation age.
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IntRoduccIón

La planificación adecuada del uso o aprovechamiento de 

un bosque hace necesario que sus administradores cuen-

ten con herramientas silvícolas cuantitativas confiables, 

que les permitan pronosticar el crecimiento y el rendi-

miento maderable esperado. Los sistemas de crecimiento y 

rendimiento maderable (SCRM) constituyen una parte de 

estas herramientas. En bosques bajo manejo forestal 

maderable es necesario contar con modelos para predecir 

la dinámica de rodales en una amplia variedad de condi-

ciones y opciones de manejo (García, 1994; Vanclay, 

1994; Davis et al., 2001).

Un SCRM es un conjunto de modelos que describen de 

manera cuantitativa la dinámica del crecimiento en un 

rodal forestal. Esta dinámica es reflejada en los cambios 

de magnitud de las variables del rodal como la altura 

dominante, el diámetro promedio de los árboles, el área 

basal, el número de árboles por unidad de superficie y el 

volumen. Cada ecuación en el sistema describe una rela-

ción diferente entre un conjunto de variables, pero se 

asume que todas las relaciones ocurren simultáneamente 

(Borders y Bailey, 1986).

Los SCRM se pueden clasificar en compatibles y no 

compatibles, dependiendo del grupo de relaciones simul-

táneas entre sus componentes. Los SCRM no compatibles 

generalmente constituyen un grupo de modelos en que se 

ignora la interdependencia entre los componentes del cre-

cimiento, y los parámetros de cada ecuación se estiman de 

forma separada (Borders y Bailey, 1986). Por otra parte, 

en SCRM compatibles los componentes del crecimiento 

están relacionados entre sí (Buckman, 1962; Clutter, 

1963); además, se considera que la integral de la curva que 

describe la tasa de crecimiento es igual al rendimiento, 

cuando se evalúa en un intervalo de tiempo (Borders y 

Bailey, 1986; Borders, 1989). Como alternativa, existe el 

desarrollo de ecuaciones de diferencia algebraica (ADA, 

algebraic difference approach) para generar SCRM compa-

tibles, también llamadas funciones de transición, que des-

criben las tasas de cambio del sistema en cualquier punto 

del tiempo, en función de su estado actual (Ramírez et al., 

1987; García, 1988; García, 1994).

Santiago-García et al. (2013) ajustaron un SCRM 

compatible de totalidad del rodal para bosques coetáneos 

de Pinus patula de la región de Zacualtipán, Hidalgo, 

México. Este tipo de modelos, generalmente, es el más 

adecuado para el manejo de rodales coetáneos y planta-

ciones forestales, porque representa un buen compromiso 

entre generalidad y precisión de las estimaciones (García, 

1988; Vanclay, 1994; Diéguez-Aranda et al., 2006a). El 

sistema para P. patula fue generado utilizando datos de 

tres inventarios realizados durante los años 2005, 2006 y 

2008 en sitios permanentes de investigación silvícola, 

siendo válido para rodales de entre 8 y 27 años de edad. 

Durante 2012, se realizó una cuarta remedición de los 

sitios permanentes, lo que permite reajustar el SCRM.

objetIvo

Actualizar las ecuaciones que integran el SCRM compati-

ble desarrollado por Santiago-García et al. (2013), bajo el 

enfoque de modelado explícito a nivel de rodal, para las 

masas naturales coetáneas de Pinus patula en la región de 

Zacualtipán, Hidalgo, México.

mAteRIAles y métodos

Área de estudio

El estudio se realizó al sureste del municipio de Zacual-

tipán de Ángeles, Hidalgo, México, en la provincia fisio-

gráfica denominada Sierra Madre Oriental y 

Subprovincia Sierra de Zacualtipán. Los rodales estu-

diados se localizan entre 20° 36’ 44’’ y 20º 37’ 49’’ LN 

y 98° 35’ 30’’ y 98º 37’ 46’’ LO, con altitud media de 

2060 m. El suelo de las partes bajas es Feozem háplico 

(Hh), con una capa superficial obscura, suave y rica en 

materia orgánica, mientras que en las partes con mayor 

pendiente es Regosol calcárico (Rc). El clima es C(fm)

w”b(e)g, templado-húmedo con lluvias todo el año, tem-

peratura media anual de 13.5 ºC y precipitación anual 

de 2050 mm. En las últimas tres décadas, la masa fores-

tal del área de estudio se ha orientado hacia el desarro-

llo de rodales coetáneos de P. patula (Aguirre-Salado et 

al., 2009).
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Datos dasométricos

Los datos utilizados en el estudio se colectaron en cuatro 

inventarios realizados en 42 parcelas permanentes de 

muestreo de 400 m2, durante los años 2005, 2006, 2008 

y 2012; dichas parcelas cubren diferentes intervalos de 

densidad, calidad de sitio y edad de rodales puros y coetá-

neos de P. patula ( Tabla 1). Los datos colectados fueron: 

altura total (m) de todos los árboles (obtenida con clinó-

metro digital® y con una curva diámetro-altura), de los 

cuales, cuatro se identificaron como dominantes (Hd) de 

acuerdo con la definición de altura dominante que corres-

ponde a los 100 árboles más altos por hectárea (Assman, 

1970; Alder, 1980); diámetro normal (medido con cinta 

diamétrica®) de todos los árboles (Dn, cm) y número de 

árboles vivos (Na).

Tabla 1. Media, desviación estándar y rango de las variables 

dasométricas utilizadas en el sistema de crecimiento y 

rendimiento maderable bajo diferencia algebraica.

Variable n Media
Desviación 

Estándar
Mínimo Máximo

HD
1

126 17.21 4.31 7.86 25.30

HD
2

126 18.90 4.30 9.31 27.90

E
1

126 17.98 5.33 8.00 27.00

E
2

126 20.31 5.76 9.00 31.00

IS 126 28.69 1.91 24.00 32.00

AB
1

100 25.95 5.42 12.53 36.15

AB
2

100 28.99 5.28 16.64 39.61

DP
1

100 17.28 5.64 5.86 26.86

DP
2

100 18.79 5.66 6.81 30.12

V
1

100 190.41 64.08 66.39 302.28

V
2

100 219.57 59.14 90.01 341.89

NA
1

100 1434.50 1436.91 500.00 6400.00

NA
2

100 1350.40 1329.49 400.00 6400.00

HD
1
 y HD

2
 son la altura dominante (m) en E

1 
y E

2
, donde E

1
 y E

2
 son la edad (años) 

de predicción y proyección, respectivamente, IS es el índice de sitio del rodal (m) 
calculado con la ec. 11, AB

1 
y AB

2
 son el área basal (m2 ha-1) a la edad E

1 
y

 
E

2
, DP

1 
y 

DP
2
 son el diámetro promedio (cm) a la edad E

1
 y E

2
, V

1
 y V

2
 son el volumen (m3 

ha-1) a la edad E
1
 y E

2
; y NA

1
 y NA

2 
son el número de árboles (ha-1) a la edad E

1
 y E

2
.

Las variables de estado estimadas por hectárea, a 

partir de estos datos fueron: altura promedio de los árbo-

les dominantes (HD, m), diámetro promedio (DP, cm), área 

basal (AB, m2), volumen total (V, m3) y número de árboles 

vivos (NA). En el análisis estadístico se utilizó la informa-

ción dasométrica de las parcelas no intervenidas, es decir, 

con mortalidad natural. Solo en el caso de la estimación 

de la altura promedio de los árboles dominantes se utilizó 

la totalidad de las parcelas inventariadas (intervenidas y 

no intervenidas).

Desarrollo de modelos compatibles

Para reajustar el modelo compatible en HD (Santiago-Gar-

cía et al., 2013), se utilizaron 126 pares de datos no trasla-

pados, correspondientes al promedio de alturas dominantes 

y edades que van de 8 años a 31 años (Tabla 1). En general, 

el modelo de diferencia algebraica (ADA) que define la 

familia de curvas de índice de sitio (IS) tiene la forma: Y2 = 

ƒ(Y1, E2, E1, β), donde: Y2 = valor de la variable analizada 

del rodal a una edad E2 (edad de proyección), Y1 = variable 

de interés medida a una edad E1 (edad inicial) y β = vector 

de parámetros de regresión (Clutter et al., 1983; Diéguez-

Aranda et al., 2005; Magaña et al., 2008).

La actualización del patrón de crecimiento para la 

función f(.) presenta una hipótesis de crecimiento poli-

mórfica basada en el modelo de Hossfeld IV (Ecuaciones 1 

y 2). Con este patrón, las tasas de crecimiento son varia-

bles entre sitios forestales, pero la potencialidad máxima 

es constante, dando origen a curvas de asíntota común, 

también conocidas como curvas polimórficas (Gómez-

Tejero et al., 2009).

Se debe tener en cuenta que el patrón de crecimiento 

en altura dominante afectará a todo el sistema en el 

momento en que HD o IS se utilicen como variables inde-

pendientes en cualquiera de los otros modelos que confor-

man el SCRM. La estructura del modelo de Hossfeld IV 

(Kiviste et al., 2002; De los Santos-Posadas et al., 2006; 

Gómez-Tejero et al., 2009) es: 

HD1 = 1 + exp(b1) × exp(-b2 × lnE1)

b0

  (1)
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Al resolver la ecuación por b1, se obtiene el siguiente 

modelo polimórfico de proyección en diferencia alge-

braica:

 

HD2 =
1 + exp b2 × lnE1 + ln × exp(-b2 × lnE2)

b0

b0
HD1

( ( ((

-1
 (2)

donde HD1 y HD2 corresponden a la altura dominante en 

E1 y E2, ln indica el logaritmo natural, exp es la función 

exponencial y bi son los parámetros a estimar.

En el reajuste del resto de las variables del SCRM se 

utilizaron 100 pares de datos no traslapados, correspon-

dientes a E1 y E2 (Tabla 1). El paso inicial para la cons-

trucción de los modelos compatibles de área basal, 

diámetro promedio y volumen total, consistió en definir 

las ecuaciones de predicción para caracterizar el estado 

promedio del rodal a una edad definida. En este caso, las 

ecuaciones se basaron en modificaciones del modelo 

básico de rendimiento de Schumacher (1939) y Clutter 

(1963). El segundo paso fue desarrollar una forma de dife-

rencia de las ecuaciones de predicción. La forma de obte-

ner un modelo compatible se ejemplifica a continuación, 

para el modelo de área basal. La ecuación de predicción es 

(Santiago-García et al., 2013):

AB1 = exp α0 + α1 × E1 + α2 ×

[[ 1
DP1

× [IS × NA1]
α3

 (3)

donde: AB1 = área basal (m2 ha-1) a la edad E1, DP1 = diáme-

tro promedio (cm) a la edad E1, IS = índice de sitio del 

rodal (m), NA1 = número de árboles (ha-1) a la edad E1 y αi 

= parámetros a estimar en el modelo.

Si se linealiza la ecuación 3 para los estados E1 y E2, 

se obtienen las ecuaciones siguientes:

1
DP1

+ α3 ln[IS × NA1]ln(AB1) = α0 + α1 × E1 + α2 × 

1
DP2

+ α3 ln[IS × NA2]ln(AB2) = α0 + α1 × E2 + α2 × 

donde: AB2 es el área basal (m2 ha-1) a la edad E2, DP2 es el 

diámetro promedio (cm) a la edad E2, NA2 es el número de 

árboles (ha-1) a la edad E2, lo demás ya se definió previamente.

Al diferenciar ambos lados y despejar ln (AB2) se 

obtiene:

1
DP2

1
DP1

ln(AB2) = ln(AB1) + α1 (E2 - E1) + α2 + α3 ln(

(

- [ [NA2

NA1

Esta es la forma lineal del modelo de proyección para 

el logaritmo de AB. Si se aplica la función exponencial en 

ambos lados de la ecuación, se obtiene el modelo no lineal 

de proyección siguiente: 

1
DP2

1
DP1

AB2 = exp ln(AB1) + α1 (E2 - E1) + α2
+ α3 ln( (( (

-[ [NA2

NA1 (4)

La presencia y combinación de variables predictoras 

como DPi y NAi, en la ecuación 4, requiere de modelos de 

crecimiento para estas variables en particular. Así, para el 

DPi, se tiene el siguiente par de ecuaciones compatibles de 

predicción y proyección: 

DP1 = exp b0 + 
b1

E1

× NA1 + b2 × HD1
  (5)

DP2 = exp ln(DP1) + b1

NA2

E2

NA1

E1

- + b2 (HD2 - HD1)

(6)

donde: bi son los parámetros a estimar, lo demás ya fue 

definido con anterioridad.

Para el volumen total se reajustaron las siguientes 

ecuaciones compatibles:

V1 = exp δ0 + δ1 ×
HD1

AB1
× E1

δ  × HD1
2

  (7)

V2 = exp ln(V1) + δ1 × × ×HD2

AB2

HD1

AB1

HD2

HD1

E2

E1

δ

-
2

 (8)

donde: V1 es el volumen (m3 ha-1) a la edad E1, V2 es el 

volumen (m3 ha-1) a la edad E2, δi son los parámetros a 

estimar, lo demás ya fue definido.
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Para pronosticar el número de árboles sobrevivientes en 

un tiempo determinado se ajustaron las siguientes funciones 

de mortalidad (Torres y Magaña, 2001; Zhao et al., 2007):

NA2 = NA1 × exp[α1 × (E2 - E1)]  (9)

NA2 = NA1 × exp[α1 × IS × (E2 - E1)]  (10)

Ajuste del sistema y análisis estadístico

Cada componente del SCRM se reajustó de manera simul-

tánea, a través de regresión aparentemente no relacionada 

(SUR, seemingly unrelated regression), mediante el proce-

dimiento MODEL de SAS/ETS® (SAS Institute Inc., 2011), 

con excepción de las funciones de mortalidad, que se ajus-

taron a través de mínimos cuadrados no lineales.

Como criterios de evaluación de la bondad de ajuste 

de los modelos se utilizaron la suma de cuadrados del 

error (SCE), el cuadrado medio del error (CME), el coefi-

ciente de determinación (R2) y, para las ecuaciones de 

mortalidad, el sesgo ( E ) en la proyección del NA (Corral-

Rivas et al., 2004; Zhao et al., 2007). La técnica de esti-

mación de parámetros SUR proporciona una mejora en la 

estimación de parámetros de regresión, porque utiliza las 

correlaciones entre los errores en un sistema de ecuacio-

nes; además, permite compatibilidad total entre el modelo 

de predicción y el de proyección, de forma que los pará-

metros comunes de ambas ecuaciones toman los mismos 

valores mientras se cumple con el criterio de minimización 

de los cuadrados de los residuos (Galán et al., 2008).

Los modelos descritos son intrínsecamente no linea-

les, por lo que la estimación de los parámetros requiere el 

empleo de un proceso iterativo (Diéguez-Aranda et al., 

2005); en este caso, se utilizó el algoritmo de Gauss-New-

ton que está implementado en el procedimiento MODEL de 

SAS/ETS® (SAS Institute Inc., 2011).

ResultAdos

Altura dominante e índice de sitio

La información dasométrica de sitios permanentes de 

muestreo permitió aplicar el método de desarrollo de cur-

vas de diferencia algebraica. Los modelos generaron ajus-

tes que explicaron 91.0 % (predicción, Ec. 1) y 96.8 % 

(proyección, Ec. 2) de la varianza total observada en la 

altura dominante, siendo todos sus parámetros significati-

vos y con valores bajos en su error estándar (Tablas 2 y 3).

El análisis estadístico muestra que el modelo poli-

mórfico de Hossfeld IV es adecuado, presenta un valor alto 

del coeficiente de determinación (R2), para ambas ecua-

ciones de predicción y proyección, y valores más reducidos 

de SCE y CME para el modelo de proyección (Ec. 2). En la 

figura 1 se presenta el comportamiento gráfico de los 

modelos de crecimiento en altura dominante.

La ecuación polimórfica b1 de Hossfeld IV, bajo la for-

mulación ADA que expresa el índice de sitio (IS) para P. patula 

a una edad base (Eb) de 40 años se explica en el modelo 11.

 

1+ exp  1.2205 × ln(E) + ln
45.8625
HD -1 × exp(-1.2205 × ln(40))

45.8625

1+ exp  1.2205 × ln(E) + ln
45.8625
HD -1 × 0.011082

45.8625

IS =

=

               (11)

Tabla 2. Estadísticas de bondad de ajuste de los modelos del 

sistema de crecimiento y rendimiento maderable.

Modelo
Predicción Proyección

SCE CME R2 SCE CME R2

Altura  

dominante
208.2 1.679 0.910 73.82 0.590 0.968

Área basal 447.8 4.592 0.845 94.9 0.963 0.965

Diámetro  

promedio
318.3 3.247 0.898 56.29 0.568 0.982

Volumen 16391.6 167.3 0.959 7100.8 71.72 0.979

Mortalidad --- --- --- 376307 5085.2 0.997

SCE = suma de cuadrados del error, CME = cuadrado medio del error, R2 = coefi-
ciente de determinación del modelo.



100

Santiago-García et al. Modelos de crecimiento y rendimiento para Pinus patula

 
 

(A) (B) 

0

5

10

15

20

25

30

35

0 10 20 30 40

A
ltu

ra
 d

om
in

an
te

 (m
) 

Edad (años) 

IS 32

IS 29

IS 26

IS 23

Datos

0

5

10

15

20

25

30

35

0 10 20 30 40

A
ltu

ra
 d

om
in

an
te

 (m
) 

Edad (años) 

Datos

IS 32

IS 29

IS 26

IS 23

Figura 1. Curvas anamórficas (A) y polimórficas (B) de índice de sitio para Pinus patula en Zacualtipán, Hidalgo, a la edad base de 

40 años (sobrepuestas a las trayectorias de los datos observados en parcelas permanentes de muestreo).

Tabla 3. Valores estimados de los parámetros para los modelos 

del sistema de crecimiento y rendimiento maderable.

Modelo Parámetros Estimación Error estándar Pr >|t|

Altura domi-

nante

b
0

b
1

b
2

45.86253

3.99835

1.22054

5.8077

0.1001

0.0963

<.0001

<.0001

<.0001

Área basal

α
0

α
1

α
2

α
3

-3.78898

0.02697

-14.51160

0.72549

0.2131

0.0016

0.3984

0.0201

<.0001

<.0001

<.0001

<.0001

Diámetro 

promedio

b
0

b
1

b
2

2.25015

-0.00134

0.04272

0.0514

0.0001

0.0023

<.0001

<.0001

<.0001

Volumen 

δ
0

δ
1

δ
2

2.23436

-1.51495

0.41252

0.0625

0.0487

0.0211

<.0001

<.0001

<.0001

Mortalidad α
1

-0.03378 0.0030 <.0001

El IS se refiere a la altura dominante del rodal a una 

edad de referencia, lo que permite al silvicultor clasificar y 

proyectar el crecimiento del rodal y, por tanto, representa 

un medio eficaz y simplificado para estimar la productivi-

dad forestal (Clutter et al., 1983; García et al., 1998; 

Torres y Magaña, 2001; De los Santos-Posadas et al., 

2006). La estimación precisa del nivel de productividad es 

fundamental en el manejo forestal, porque contribuye a 

determinar la cosecha de madera y el periodo de rotación, 

además de ayudar a la toma de decisiones acerca de la elec-

ción de las especies más adecuadas para cierta localización 

(Vargas-Larreta et al., 2010). Así, se considera que la cali-

dad de sitio expresada mediante HD o IS en conjunto con la 

edad son las variables predictoras más importantes en los 

modelos de crecimiento y rendimiento maderable.

Reajuste de las ecuaciones compatibles

La actualización de las ecuaciones de HD e IS permitió 

continuar con el reajuste del SCRM, ya que fueron de utili-
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dad para explicar el crecimiento en diámetro promedio, 

área basal y volumen. El ajuste y los parámetros estima-

dos para el resto de las ecuaciones que integran el SCRM 

muestran un alto nivel de precisión, al explicar de 84.5% 

a 99.7% de la variación total observada en las variables de 

interés (Tabla 2). La significancia de los parámetros (p < 

0.0001) y los valores reducidos para los errores estándar 

asociados a cada uno de ellos, hacen robustos y confiables 

los modelos de crecimiento (Tabla 3). De estos, los mode-

los de proyección destacan por presentar valores más 

bajos de SCE y CME, así como R2 con valores más altos, 

respecto a los modelos de predicción.

El modelo actualizado de área basal (Modelo AB A), 

genera un patrón de crecimiento con características desea-

bles en una curva de crecimiento: forma sigmoide con un 

punto de inflexión y tendencia a alcanzar una asíntota 

horizontal a edades avanzadas (Kiviste et al., 2002). Asi-

mismo, tiene capacidad predictiva similar al modelo pre-

vio (Modelo AB P). La actualización, genera predicciones 

más optimistas en edades jóvenes y produce estimaciones 

menores en edades posteriores a los 20 años (Fig. 2). En 

esta etapa es preferible tener estimaciones conservadoras 

en área basal, y consecuentemente, en volumen madera-

ble. Las características de los parámetros en ambos mode-

los reflejan su eficiencia estadística porque tienen errores 

estándar reducidos y son significativos. Los criterios esta-

dísticos del modelo de AB P pueden consultarse en San-

tiago-García et al. (2013).

El empleo del modelo de crecimiento en diámetro pro-

medio proporciona gran flexibilidad, porque puede utili-

zarse para cualquier nivel de densidad, edad y calidad de 

sitio. En la figura 3 se presentan las curvas de crecimiento 

para el diámetro promedio obtenidas mediante la ecuación 

previa (Modelo DP P) y actualizada (Modelo DP A). El com-

portamiento del modelo de crecimiento en diámetro prome-

dio es coherente de acuerdo con los datos observados.

Modelar toda la variabilidad posible del DP es difícil 

porque su crecimiento está afectado por el nivel de pro-

ductividad y la densidad del rodal principalmente. Inter-

venciones como los aclareos (por ejemplo, aclareos por lo 

bajo) producen un cambio instantáneo en el valor de esta 

variable, por ello, en la actualización del modelo de creci-

miento en DP solo se utilizó la información de las parcelas 

sin aclareos. Como se aprecia en la figura 3, el modelo 

actualizado (DP A) de crecimiento en diámetro promedio, 

produce estimaciones más optimistas respecto al modelo 

previo (DP P).

El modelo previo de volumen total por hectárea 

(Modelo V P) y el modelo actualizado (Modelo V A) gene-

ran curvas de crecimiento similares, dado que su estruc-

tura matemática es la misma. No obstante, al igual que el 

modelo en área basal, este modelo actualizado genera pre-

dicciones ligeramente más optimistas en edades jóvenes y 

produce estimaciones más conservadoras en edades poste-

riores a los 20 años (Fig. 4).

Uno de los problemas principales para estimar el ren-

dimiento futuro es el poder pronosticar el número de 

árboles sobrevivientes por unidad de superficie, sobre los 

cuales se distribuirá el volumen proyectado (Magaña et 

al., 2008). El comportamiento de la función de mortali-

dad (Ec. 9) ajustada por Santiago-García et al. (2013), se 

muestra razonable de acuerdo con los datos observados en 

campo (Fig. 5 A), presenta una tasa de mortandad de 3.3 

% anual y un sesgo de 2.25. El reajuste de esta ecuación 
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(NA2 = NA1×exp[-0.04801×(E2-E1)]) generó una tasa de 

mortandad anual de 4.6%, la cual es más severa y con 

mayor sesgo en la proyección (36.6), de acuerdo con los 

datos observados (Fig. 5 B). Asimismo, la incorporación 

del IS en la función de mortalidad: NA2 = NA1×exp[-

0.0017×IS×(E2-E1)] (Fig. 5 C), genera tasas variables de 

mortalidad, las cuales tienden a ser mayores en las mejo-

res calidades de sitio.

Para el sitio promedio (IS = 29 m) generó una tasa de 

mortandad de 4.8 % anual. Sin embargo, el sesgo en la 

proyección (37.1) es mayor respecto a la ecuación original. 

Debido a esta situación, se decidió descartar la incorpora-

ción de estas expresiones en la actualización del SCRM y 

mantener la ecuación de mortalidad con sus parámetros 

originales, por ser más consistente y generar menor sesgo 

en las estimaciones. Así, es recomendable el uso de la 

ecuación original en el conjunto del SCRM. No obstante, 

es necesario explorar con mayor detalle el comporta-

miento de la mortalidad en diferentes niveles de densidad 

del rodal, porque es de esperarse que los rodales más den-

samente poblados presenten tasas más altas de mortalidad 

respecto a rodales menos densos. En ese sentido, es posi-

ble determinar distintos patrones de mortalidad, lo cual 

hace factible la posibilidad de incluir en el SCRM más de 

una función de mortalidad que refleje esta dinámica.

Con esta ecuación (Ec. 9) se estima el número de 

árboles sobrevivientes (NA2), a partir del número actual de 

árboles (NA1) y la edad actual del rodal (E1), fijando un 

periodo de proyección (E2).

Uso del SCRM

El principal uso de las ecuaciones del SCRM es la simula-

ción de escenarios de manejo, donde a través de una tabla 

de rendimiento se muestra el cambio en la magnitud de 

cada una de las variables dasométricas de interés a medida 

que cambia su edad. Sin embargo, el SCRM propuesto, 

representa múltiples tablas de rendimiento e innumerables 

combinaciones para el manejo de la densidad. En la tabla 

4 se presenta una tabla de rendimiento de densidad varia-

ble, para los rodales de P. patula en los IS más comunes del 

estudio (27 m y 29 m de HD).
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Tabla 4. Predicción del crecimiento y rendimiento maderable para los IS de 27 m y 29 m, considerando una densidad inicial de 2000 

árboles por hectárea.

HD DP AB V ICA IMA

IS IS IS IS IS IS IS IS IS IS IS IS

E NA 29 27 29 27 29 27 29 27 29 27 29 27

1 2000 0.9 0.7 0.7 0.7 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

2 1934 2.0 1.6 2.8 2.8 0.4 0.3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

3 1869 3.1 2.6 4.7 4.6 3.0 2.7 9.7 8.9 9.7 8.9 3.2 3.0

4 1807 4.3 3.6 6.2 6.1 6.5 5.8 26.1 23.2 16.4 14.3 6.5 5.8

5 1747 5.5 4.7 7.5 7.2 9.7 8.6 42.3 37.2 16.2 14.0 8.5 7.4

6 1689 6.7 5.7 8.6 8.3 12.5 11.1 58.3 51.1 16.0 13.9 9.7 8.5

7 1633 7.8 6.7 9.7 9.2 15.1 13.3 74.2 65.0 15.9 13.9 10.6 9.3

8 1579 8.9 7.7 10.7 10.1 17.3 15.3 90.0 78.9 15.8 13.8 11.2 9.9

9 1526 10.0 8.6 11.6 10.9 19.3 17.0 105.6 92.6 15.7 13.8 11.7 10.3

10 1476 11.0 9.6 12.5 11.7 21.2 18.7 121.1 106.3 15.5 13.7 12.1 10.6

11 1427 12.0 10.5 13.3 12.5 22.9 20.2 136.4 119.9 15.3 13.6 12.4 10.9

12 1379 13.0 11.4 14.2 13.2 24.5 21.6 151.5 133.3 15.1 13.4 12.6 11.1

13 1333 13.9 12.2 15.0 13.9 26.0 22.9 166.3 146.6 14.8 13.3 12.8 11.3

14 1289 14.8 13.0 15.8 14.6 27.4 24.2 180.9 159.7 14.6 13.1 12.9 11.4

15 1246 15.7 13.8 16.6 15.3 28.6 25.3 195.3 172.6 14.3 12.9 13.0 11.5

16 1205 16.5 14.6 17.4 16.0 29.9 26.4 209.4 185.4 14.1 12.7 13.1 11.6

17 1165 17.3 15.4 18.1 16.7 31.0 27.5 223.2 197.9 13.8 12.6 13.1 11.6

18 1126 18.0 16.1 18.9 17.3 32.1 28.5 236.8 210.3 13.6 12.4 13.2 11.7

19 1089 18.8 16.8 19.6 18.0 33.1 29.4 250.1 222.5 13.3 12.2 13.2 11.7

20 1053 19.5 17.5 20.3 18.6 34.0 30.3 263.2 234.5 13.1 12.0 13.2 11.7

21 1018 20.1 18.1 21.0 19.3 35.0 31.2 276.0 246.3 12.8 11.8 13.1 11.7

22 984 20.8 18.7 21.7 19.9 35.8 32.0 288.6 257.9 12.6 11.6 13.1 11.7

23 951 21.4 19.3 22.4 20.5 36.7 32.8 300.9 269.3 12.3 11.4 13.1 11.7

24 920 22.0 19.9 23.1 21.1 37.4 33.5 313.0 280.6 12.1 11.3 13.0 11.7

25 889 22.6 20.5 23.7 21.7 38.2 34.2 324.9 291.7 11.9 11.1 13.0 11.7

26 860 23.1 21.0 24.4 22.3 38.9 34.9 336.6 302.6 11.7 10.9 12.9 11.6

27 831 23.6 21.5 25.0 22.9 39.6 35.6 348.1 313.4 11.5 10.8 12.9 11.6

28 803 24.2 22.1 25.6 23.4 40.3 36.2 359.4 324.0 11.3 10.6 12.8 11.6

29 777 24.6 22.5 26.2 24.0 40.9 36.9 370.6 334.4 11.1 10.4 12.8 11.5

30 751 25.1 23.0 26.8 24.5 41.5 37.5 381.5 344.7 10.9 10.3 12.7 11.5

31 726 25.6 23.5 27.4 25.1 42.1 38.0 392.3 354.9 10.8 10.2 12.7 11.4

32 702 26.0 23.9 28.0 25.6 42.6 38.6 402.9 364.9 10.6 10.0 12.6 11.4

33 679 26.4 24.3 28.5 26.1 43.2 39.1 413.3 374.7 10.4 9.9 12.5 11.4

34 656 26.8 24.8 29.1 26.6 43.7 39.6 423.6 384.5 10.3 9.7 12.5 11.3

35 634 27.2 25.2 29.6 27.1 44.2 40.1 433.8 394.1 10.2 9.6 12.4 11.3

E = edad del rodal (años), NA = número de árboles por hectárea, HD = altura dominante (m), IS = índice de sitio (m), DP = diámetro promedio del rodal (cm), AB = área basal 
(m2 ha-1) V = volumen por hectárea (m3 ha-1), ICA = incremento corriente anual en volumen (m3 ha-1 año-1) e IMA = incremento medio anual en volumen (m3 ha-1 año-1).
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Figura 5. Mortalidad simulada en cinco densidades iníciales de rodales de Pinus patula para la Ec. 9 (A, B) y Ec. 10 (C) (sobrepuestas 

a las trayectorias de los datos observados en parcelas permanentes de muestreo).
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La calidad de sitio permite distinguir distintos niveles 

de incremento corriente anual (ICA) e incremento medio 

anual (IMA) en volumen, con lo que es posible definir la 

edad a la que ocurre el turno técnico, es decir, la edad 

óptima de cosecha del rodal, si se desea maximizar el 

volumen total (la edad cuando ICA = IMA). El comporta-

miento de los incrementos (Tabla 4) indica que el turno 

técnico ocurre alrededor de los 20 años para el IS de 29 m 

y a los 22 años para el IS de 27 m, bajo el mismo nivel de 

densidad inicial en plantas vivas al año 1. De estos resul-

tados, se destacan dos factores que determinan la edad a 

la que ocurre el turno técnico: la calidad de sitio y el nivel 

de densidad.

Es factible que bajo una silvicultura intensiva se pue-

dan generar planes de manejo con un turno de alrededor 

de 20 años en los mejores sitios, siempre y cuando se 

pueda cumplir con los siguientes requisitos: 1) se pro-

mueva una rápida repoblación del rodal después de la 

cosecha final y 2) se apliquen, en tiempo y forma, prácti-

cas de control de la vegetación competidora y de manejo 

de la densidad.

Una función básica de un SCRM es que también puede 

proveer actualizaciones del inventario, cuando se carece 

de remediciones en la red de sitios permanentes diseñada 

para ello. Dependiendo de la calidad y el tiempo entre 

remediciones, el SCRM permite: 1) estimar el inventario a 

partir de un inventario previo, o 2) a partir de una actua-

lización de este tipo, estimar el nuevo tamaño de muestra 

en caso de que se requiera un nuevo inventario operativo.

dIscusIón

Altura dominante e índice de sitio

Se observó que la familia de curvas polimórficas (Fig.1 B) 

describen mejor el patrón de crecimiento en comparación 

con las curvas anamórficas desarrolladas por Santiago-

García et al. (2013) (Fig. 1 A). La actualización del modelo 

de Hossfeld IV para describir el crecimiento en altura 

dominante de P. patula supone la incorporación de nuevos 

datos, lo que incrementa el rango de edad y, por tanto, 

permiten hacer una mejor estimación de la asíntota hori-

zontal (b0 = 45.86 m), cuyo valor fue superior al obtenido 

para el modelo anamórfico (38.98 m). Esta estimación más 

alta de la asíntota permitió caracterizar de mejor manera 

la calidad de estación a través de curvas polimórficas y 

sugiere que la tasa relativa de crecimiento es específica del 

sitio, por lo que una mejor calidad de sitio, reduce el turno 

técnico en HD y en consecuencia, en volumen.

El modelo polimórfico desarrollado en este estudio 

coincide con lo obtenido por Gómez-Tejero et al. (2009), 

al encontrar que la familia polimórfica 1 (derivada de b1) 

de Hossfeld IV es la más adecuada para describir la altura 

dominante de plantaciones de Eucalyptus urophylla S. T. 

Blake en Oaxaca, México. En adición, Torres y Magaña 

(2001) señalan que en años recientes se ha dado mayor 

énfasis al desarrollo de funciones de IS polimórficas, por-

que se ha comprobado que tales tendencias se aproximan 

más a la tendencia real del crecimiento en altura. Al res-

pecto, Corral-Rivas et al. (2004) mencionan que las fun-

ciones anamórficas generalmente no son adecuadas para 

representar el crecimiento en altura dominante, porque la 

forma de las curvas varía entre sitios, por tanto, el creci-

miento en esta variable es realmente polimórfico.

Como ejemplos de ello se puede mencionar el trabajo 

de Amaro et al. (1998), para plantaciones de eucaliptos en 

Portugal, y el trabajo de Corral-Rivas et al. (2004), para 

bosques naturales de Pinus cooperi Blanco, P. durangen-

sis Martínez, P. engelmannii Carr, P. leiophylla Schl. et 

Cham. y P. herrerae Martínez en Durango, México; así 

como el trabajo de Rodríguez-Acosta y Arteaga-Martínez 

(2005) para P. chiapensis (Martínez) Andresen en Vera-

cruz y Puebla, México.

Asimismo, en los últimos años también se ha dado 

énfasis a los modelos de diferencia algebraica generalizada 

(GADA, generalized algebraic difference approach). Este 

enfoque tiene la ventaja de ampliar la base de ecuaciones 

de acuerdo con varias teorías sobre las características del 

crecimiento, lo que permite más de un parámetro especí-

fico por sitio y hace más flexibles las ecuaciones dinámi-

cas. Lo anterior, da la posibilidad de simular polimorfismo 

con múltiples asíntotas (Cieszewski y Bailey, 2000; De los 

Santos-Posadas et al., 2006; Diéguez-Aranda et al., 
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2006b; Vargas-Larreta et al., 2010). El modelo de Hoss-

feld IV es tan flexible que, además de sus familias ADA, 

permite generar familias GADA, en las que tanto la asín-

tota, como la tasa de crecimiento, pueden variar con el 

sitio (Gómez-Tejero et al., 2009).

Reajuste de las ecuaciones compatibles

El nivel de precisión del SCRM actual (R2 = 0.845 – 0.997), 

es similar al 88.4% – 99.7% obtenido en estudio previo 

(Santiago-García et al., 2013). Asimismo, a lo obtenido 

por Galán et al. (2008), quienes con base en datos de sitios 

con remediciones y mediante regresión SUR, desarrollaron 

un sistema compatible para Cedrela odorata L. y Tabe-

buia donnell-smithii Rose, cuya precisión explica de 89.6 

% a 99.6 % de la variabilidad total observada en la altura 

dominante, área basal y volumen. Similares niveles de pre-

cisión obtuvieron Magaña et al. (2008), al desarrollar un 

sistema de ecuaciones para predecir el crecimiento y ren-

dimiento de Pinus rudis Endl., en Aloapan, Oaxaca, con 

base en datos de la misma naturaleza.

Al incluir como variable predictora alguna función 

de la densidad del rodal como lo es el número de árboles 

por hectárea (NA), se da al sistema la connotación de 

“densidad variable”, propiedad ideal para simular regíme-

nes silviculturales etiquetados para distintos IS. Otra cua-

lidad que se destaca de este tipo de modelos es la invarianza 

con respecto al camino de proyección, es decir, los valores 

pronosticados para un instante futuro a partir de un 

estado inicial deben ser iguales, independientemente del 

número de pasos utilizados en su predicción (Sullivan y 

Clutter, 1972; Diéguez-Aranda et al., 2005). Sullivan y 

Clutter (1972) y García (1994) definen esta cualidad como 

composición o propiedad de semigrupo, esto es, el resul-

tado de proyectar el estado, primero de E0 a E1 y luego de 

E1 a E2, debe ser el mismo que el de la proyección en una 

sola etapa de E0 a E2.

El modelo de predicción de área basal (Ec. 3) consi-

dera como variables predictoras: la edad del rodal, el 

número de árboles por hectárea, el índice de sitio y el diá-

metro promedio del rodal. Por su parte, su correspon-

diente modelo de proyección (Ec. 4), excluye al índice de 

sitio, por el hecho de ajustar de forma simultánea el sis-

tema, lo que concuerda con otros trabajos donde analiza-

ron el crecimiento del área basal (Buckman, 1962; 

Diéguez-Aranda et al., 2005), al no encontrar significativa 

la incorporación del índice de sitio.

Las ecuaciones de predicción y proyección en diáme-

tro promedio a nivel de rodal (Ec. 5 y 6) fueron esenciales 

para estimar el área basal. Se considera que el diámetro 

promedio del rodal es la variable dasométrica más sensi-

ble al efecto de la densidad, porque un alto nivel de densi-

dad genera supresión en su crecimiento y un bajo nivel de 

densidad permite expresar mayor potencial de crecimiento 

diamétrico. Esto repercute de manera importante en el 

crecimiento del área basal. Las funciones de crecimiento 

para esta variable, en particular, consideran: la edad, el 

número de árboles por hectárea y una medida de la cali-

dad del sitio, como lo es la altura dominante. Esta última 

variable permite expresar de manera adecuada los niveles 

de productividad de los rodales de P. patula. 

Davis et al. (2001) mencionan que una de las caracte-

rísticas del diámetro promedio es que este incrementa a 

través de la vida del rodal cuando el arbolado crece y 

cuando el arbolado más pequeño dentro del rodal sufre 

una alta tasa de mortalidad. Contar con modelos para 

pronosticar el crecimiento en diámetro promedio de masas 

regulares resulta de utilidad para el manejo forestal, por-

que esta variable es de primordial interés para la industria 

forestal. En ese sentido, y de acuerdo con Alder (1980), los 

modelos de predicción serán más realistas a medida que se 

incrementen los esfuerzos en la recolección de datos y en 

la construcción del propio modelo.

Por su parte, las ecuaciones de volumen a nivel de 

rodal (Ec. 7 y 8) incorporan como variables indepen-

dientes a la edad, el área basal y la calidad del sitio 

(expresada mediante la altura dominante o el índice de 

sitio), las cuales hacen posible la abstracción del fenó-

meno del rendimiento maderable (Fig. 4). Estas varia-

bles se han utilizado convencionalmente para modelar el 

rendimiento maderable de Pinus arizonica Engl. (Zepeda 

y Domínguez, 1998), P. rudis Endl. (Magaña et al., 

2008), P. patula (Valdez-Lazalde y Lynch, 2000), P. 
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montezumae Lamb. (Zepeda y Acosta, 2000), Cedrela 

odorata L. y Tabebuia donnell-smithii Rose (Galán et 

al., 2008).

Torres y Magaña (2001) mencionan que la evaluación 

de existencias volumétricas en un rodal o plantación per-

mite conocer la cantidad de madera disponible y así poder 

planificar las actividades de cosecha. Por su parte, Galán 

et al. (2008) y Magaña et al. (2008) señalan que las ecua-

ciones de predicción explícita o de rodal completo, permi-

ten estimar la dinámica de crecimiento en volumen por 

unidad de superficie, y son de gran uso en manejo forestal, 

debido a su sencillez y precisión. A este respecto, Vanclay 

(1994) menciona que este tipo de modelos son los más 

adecuados para la planificación del manejo de rodales 

coetáneos y plantaciones forestales.

El modelo de mortalidad concuerda con lo señalado 

por Clutter et al. (1983) y Torres y Magaña (2001), quie-

nes mencionan que en muchos trabajos se ha probado 

que el IS tiene poca relación dentro de las funciones de 

mortalidad. Asimismo, coincide con el trabajo de Palahí 

et al. (2002), quienes proponen esta misma estructura 

para pronosticar la sobrevivencia en rodales de P. sylves-

tris L. en el noreste de España. Sin embargo, la tasa de 

mortalidad anual de estos rodales es de 0.43%, lo cual es 

explicable siendo sitios experimentales, plantados con 

densidades iniciales iguales y sujetos a la misma silvicul-

tura. También concuerda parcialmente con lo encon-

trado por Magaña et al. (2008), quienes presentan una 

función de mortalidad para rodales naturales de P. rudis 

Endl., donde la tasa de mortalidad proporcional es una 

función de la edad y el índice de sitio, para un IS > 20 m, 

la tasa de mortalidad anual es superior a 5.0 %. Es 

importante destacar que para realizar pronósticos de 

rendimiento futuro es necesario establecer algún valor 

asintótico mínimo, porque si se continúa simulando la 

mortalidad, esta lleva a estimar cero árboles por hectá-

rea cuando en un bosque bajo manejo esto solo sería 

posible si ocurre un evento catastrófico. Es decir, la den-

sidad mínima razonable que se puede encontrar en los 

rodales, para cierta edad, a partir de la cual se acota la 

mortalidad.

Uso del SCRM

Los turnos técnicos en volumen de alrededor de 20 años 

calculados con el SCRM actual son similares al turno de 25 

años estimado con el SCRM generado por Santiago-García 

et al. (2013) en la región de estudio. Sin embargo, el acor-

tamiento de la edad de los turnos actuales se debe a pre-

dicciones más optimistas del SCRM actual para edades 

tempranas, es decir, pronostica una mayor velocidad de 

crecimiento en volumen en edades menores a 20 años. 

Posterior a esta edad, las predicciones del SCRM actual son 

más conservadoras respecto al SCRM previo. 

De acuerdo con Sánchez et al. (2003), los turnos 

aumentan según disminuye la calidad del sitio, y la edad 

del turno disminuye cuando el nivel de densidad del rodal 

es más bajo o se intensifican los aclareos. Las relaciones 

fundamentales de crecimiento expresadas en el SCRM per-

miten corroborar lo anterior.

Por otra parte, con las tablas de rendimiento de den-

sidad variable, es posible evaluar distintos niveles de pro-

ductividad y densidad, los cuales determinan la capacidad 

del sitio para alcanzar cierta dimensión en el tamaño del 

arbolado. Por ejemplo, al cambiar la calidad de sitio y la 

densidad del rodal, la tabla de rendimiento muestra el cre-

cimiento esperado en diámetro promedio. Esta variable de 

estado representa un buen indicador de la dimensión de 

diámetros presentes en el rodal, lo cual resulta de interés 

para la industria forestal.

Como puede notarse, el SCRM representa una herra-

mienta de manejo poderosa para generar esquemas de 

manejo maderable y, con ello, tomar decisiones. En ese 

sentido, su incorporación en los programas de manejo para 

la región de estudio se hace necesaria. De acuerdo con 

Vanclay (1994), un SCRM se elabora para: realizar estima-

ciones confiables de crecimiento y rendimiento corriente y 

futuro, determinar la edad óptima de cosecha, estimar la 

producción anual, periódica o total durante el periodo de 

rotación, realizar análisis financieros, explorar alternati-

vas silviculturales, determinar un régimen de manejo que 

maximice el volumen maderable o el valor de la produc-

ción, entre otras aplicaciones. Por su parte, Pretzsch (2009) 

señala que los modelos de crecimiento y las simulaciones 
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de crecimiento del bosque juegan un papel importante en 

manejo forestal, dada la longevidad de los árboles y roda-

les forestales. Asimismo, menciona que en rodales coetá-

neos, las tablas de rendimiento pueden ser el mejor enfoque 

para realizar el manejo forestal, en donde la producción de 

volumen es el principal objetivo.

La actualización de las ecuaciones de crecimiento 

permitió ampliar el rango de validez del SCRM, su mejor 

comportamiento se encuentra en el intervalo de 8 años a 

31 años de edad del rodal. Pronósticos fuera de este inter-

valo deben tomarse con ciertas reservas y es factible, siem-

pre y cuando las variables proyectadas mantengan un 

comportamiento realista. Mediciones futuras permitirán 

ampliar el rango de validez de las ecuaciones, así como 

establecer nuevos patrones de crecimiento y mortalidad 

natural de los bosques de P. patula en la región de Zacual-

tipán, Hidalgo. Estas ecuaciones se han integrado al simu-

lador de crecimiento SiCRepp®, el cual permite representar 

de forma interactiva, infinidad de situaciones en un rodal 

y así pronosticar su crecimiento y rendimiento, tanto 

corriente, como futuro (Santiago-García, 2013).

conclusIones

El sistema de crecimiento y rendimiento actualizado para 

Pinus patula permite simular un grupo amplio de escena-

rios silvícolas para el manejo de los rodales repoblados de 

forma natural en Zacualtipán, Hidalgo. Además, en coin-

cidencia con el sistema previo, el presente ratifica que los 

turnos utilizados actualmente para el manejo operativo de 

los bosques de P. patula son demasiado largos (40 años o 

50 años) y con intervenciones poco frecuentes, por lo que 

estos pueden ser acortados para maximizar la producción 

en volumen total, como la obtención de algún producto 

específico. En este trabajo se muestra que el insumo básico 

para realizar pronósticos de crecimiento son los datos de 

sitios permanentes a nivel de rodal. Con estos modelos de 

crecimiento y rendimiento se obtienen predicciones y pro-

yecciones de gran precisión, por lo que constituyen una 

herramienta básica para simular alternativas silvicultura-

les y así seleccionar los regímenes de manejo óptimos de la 

especie P. patula en la región de estudio.
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