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Resumen—Consideramos el modelo lineal con coeficientes
constantes para las vibraciones transversales de una cuerda
elastica en ausencia de fuerzas externas, también asociado al
problema de una linea de transmision sin disipacién. Probaremos
que para cierto tipo de datos iniciales las soluciones de dicho
modelo se aproximan puntualmente a la solucién de la ecuacién
de onda o bien a la solucion de la ecuacion del calor, dependiendo
de la eleccion del parametro limite. Estos son los limites no
viscoso y de densidad cero respectivamente. Como consecuencia,
podemos decir que los modelos clasicos ondulatorio y difusivo se
conectan via la ecuacion del telégrafo.

Palabras clave— Coeficiente de viscosidad, convergencia
dominada, densidad lineal, ecuacién caracteristica, integral de
Lebesgue.

Abstract— We consider the linear model with constant
coefficients (parameters) for the transverse vibrations of an
elastic string in absence of external forces, also related to the
problem of a transmission line without dissipation. We will prove
that, for some kind of initial data, the solutions of such model
converge pointwise to the solution of the wave equation or to the
solution of the heat equation, depending on the choice of the limit
parameter. Those limits are the no-viscous one and the zero
density one, respectively. As a consequence, we can say that the
classical models, the wave one and the diffusive one, are
connected by means of the telegrapher’s equation.

Key Word — Coefficient of viscosity, dominated convergence,
linear density, characteristic equation, Lebesgue integral

L INTRODUCCION

Las vibraciones transversales de una cuerda eldstica
unidimensional en ausencia de fuerzas externas pueden ser
modeladas por la ecuacién diferencial parcial lineal
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adfu — BoZu+ydu =0, (1)
donde u = u(x, t) representa la amplitud de la cuerda en la
posicién x y al instante t. Los coeficientes «,f,y = 0 son
pardmetros que dependen de las propiedades del material que
constituye la cuerda, pero no de x ni de t.

Especificamente, a es la densidad (lineal) de masa, y es un
coeficiente de viscosidad del medio y 8 es una tension inicial
de la cuerda en equilibrio.

La ecuacion (1) también es conocida como la ecuacion del
telégrafo, ver [2, 5].

Formalmente, si en (1) hacemos que @ — 0 obtenemos

you — BoZu =0, (2)

la conocida ecuacion del calor 6 de difusion.

De otra forma, si en (1) hacemos que y — 0 obtenemos la
ecuacion

ad?u — oiu =0, (3)

Ilamada cldsicamente ecuacion de onda.

El objetivo del presente trabajo es probar que soluciones de la
ecuaciéon (1) convergen puntualmente para soluciones de la
ecuacién (2) cuando a — 0, 6 bién para soluciones de la
ecuacion (3) si ¥y = 0. Mads exactamente, consideramos
soluciones del PVI
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adfu — Bofu+ydu=0 en R X (0,+00),
U= Gay, Ol = hyy, sobre R x {t = 0}.

que denotaremos Ug,, y mostraremos que

llxiﬁ Ugy (X, 1) = Uy,

)l/i_r)ré Ugy (X, 1) = Uy,

donde u,, es solucién del PVI
you—BoZu=0 en R X (0,+00), s)
u=g, sobre R x {t = 0},

con lim g4, = g, , y donde u, es solucion del PVI
a—0

en R X (0,+0)

{aagu —Bo2u=0 ()
sobre R x {t = 0},

U= gq 0tu=h,

con }llil(ﬂ) Jay = 9a ¥ }llil(ﬂ) heay = hq.

Los datos iniciales gqy, y hg, se escogen de tal manera que
decrecen mds rdpido que un polinomio.

Hemos organizado nuestro trabajo de tal manera que en la
seccion 2 solucionamos los PVI’s (4), (5) y (6) por medio de
la transformada de Fourier y en la seccién 3 presentamos
nuestro resultado principal. Finalmente en la seccién 4
hacemos una breve conclusion de lo que se hizo y
proponemos futuras posibilidades que mejoren nuestro
resultado.

II. SOLUCION POR TRANSFORMADA DE
FOURIER

En esta seccién resolveremos los PVI's (4), (5) y (6) usando la
transformada de Fourier.

Durante el desarrollo de este trabajo, S(R) denota el espacio
de Schwartz o de funciones rapidamente decrecientes, y | la
transformada de Fourier en la variable espacial de la funcién

f.

A. SOLUCION DE LA ECUACION DEL
TELEGRAFO, PVI (4)

Consideramos el PVL

4 {aatzu —Bo2u+ydu=0en R x (0,+),

(7

U= Gqy, 0et = hy, sobre R x {t =0},

donde a,B,y € (0,R],R € R*Yy go,(x), hyy(x), son tales
que

Gar(§) = ey ()G, N

hay = @gy (OR(E), (9)

g y h son funciones en S(R) dadas, y Dy, €8 UN
polinomio en la variable &.

Aplicando transformada de Fourier, obtenemos

~ (10)

adfi + BE* +yo. i =0 parat >0,
parat = 0.

U =7 gy, 0l = hy,
Puesto que no intervienen derivadas con respecto a &, para
cada ¢ fijo, (10) es de hecho un problema de valor inicial para

una EDO de segundo orden, con coeficientes
a,fé 2 Y constantes. Su ecuacidn caracteristica es

al? +yA+ BE? =0,

cuyas raices son:

A = (11)

Y +Vy? —4apé?
2a ’
Y —Y? —4aps?

2a

(12)

Azz

Vamos a suponer que la funcién @,, que modula los datos
iniciales (8) y (9) estd dada por el discriminante de dicha
ecuacion, es decir, @y, (§) = y* — 4aBé>.

Dependiendo de si @, es mayor 0 menor que cero tenemos

dos casos, el caso real y el caso complejo.

1. Caso real. Tenemos que Py, (§) = 0, es decir y* —
42> 0, por tanto |¢] < Z\/L_ luego la solucién

ap’
de la EDO es:

U, t) = Cyexp(Ayt) + Crexp(Ayt). (13)
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Considerando las condiciones iniciales tenemos el siguiente 17(8; t)
)

sistema w _ _
{ Gay(©) = C1 + Gy, _ ¢ exp (—V + iy[4apE® —y t)
ho{y(f) = 1,0 + 1,C5, 2a

de donde -y —i /40(ﬁfz _ yz .

3 + Cyexp ( o )
Ci = a\Jy? —4ap§*h($) —
Aaary? —4afE2G($) (19

2 = —[ayy? —4aBs?h($) -
May? = 4apg2g(S)].

4
para |¢]| >2\/a_/3'

(15) De las condiciones iniciales tenemos

—i /40(&?2 — 2

Reemplazando (14) y (15) en (13) tenemos (= 2 {Za’ﬁ(f)
Uet) = afvT—aapez(F +3© [~y
- ~0{(5;) 435) e ~ ez 7]
—A29 exp(A,t
—iJ4aBE? — 2 _
+ a\/y? — 4af&? (llg(f) C; = l a[;f 4 {Zah(f)
— h(©)) exp(,0) +3© |y

y de (11) y (12) obtenemos — i\ 4af&? — Vz]}-

UE,t) = @{[mﬁ(g) n Sustituyendo (18) y (19) en (17) obtenemos
(r+ D¢, 0) = BT (g0 -
W= aaBE)g ()] exp (THEZEE N w0 fraper 7] -
[(—y + W)g(fz - 2aR(8)} exp (—‘V“’W t) _
2ah(§)] exp (I )| WP (o k() + GOy -

para [¢] < - i m]}exp (%@ t)

2. Caso complejo. Tenemos que Cbay(f) < 0, es decir

Y
para |€| >2\/—a_ﬁ.

y2 —4aB&? <0, por tanto |¢| > ——= zJ_ y
Entonces podemos escribir
P + i/ 4afé? — y? ~ ,
1= ) U, t) si < —,
. iaﬁgz _ a(g t)_ (f ) |€| 2\/a_ﬁ'
-y —i4apés —vy ") 5 : 14
AZ = Za . v(f: t) N |€| > 2\/0(—/3:

En tal caso la solucién de la EDO viene dada por

y aplicando transformada inversa de Fourier, obtenemos

62

(17)

(3)

(49)

(20)
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u(x, t) = \/_flfl< \/}/_U(f t) exp(xéi) dé +

\/%flsz\/%_ﬁV(f, t) exp(xéi) dé.

Definiendo las siguientes funciones caracteristica

( . 14
1 <
4| si €] N
X y(E) = 0 si Igl S Y (21)
si ,
L 2 /af
1 si €] > =
0si I§] < _—Zm,

tenemos que
u(x, t)

Xay (OUCE, t) exp(x€i) dE

1

B V2m ,[_oo
1 to ~

b= | R PG expl dz.

(23)

Como u(x,t) depende de a y y, vamos a denotarla por
uay(x, t).

B. SOLUCION DE LA ECUACION DEL CALOR,
PVI (5)

Consideramos el PVI

you—BoZu=0 en R X (0,+00), o
u=g, sobre R x {t = 0}, (29

donde g, es tal que
9y (&) =v?3(©). (25)

Notemos que la eleccién de los datos iniciales es tal que

lim g, = .

Aplicando transformada con respecto a la variable espacial x,
obtenemos

{yatu +BE*U =0 parat>0
u=4g, parat = 0.

Tenemos entonces una EDO lineal de primer orden, cuya

solucién es
2
(g t) =C exp <—%t>

Usando la condicién inicial dada en (25) obtenemos que
gy & =¢,

luego
. ~ pé?
@) =y*g() exp (‘775 :
Aplicando transformada inversa de Fourier, tenemos

1 [+
u(x,t) = Ej 2§ (&) exp <ix€

5 ) o
~= ¢t)d
Y t)ds.

Vamos a denotar esta solucién por u,, = (x, t).

C. SOLUCION DE LA ECUACION DE ONDA, PVI
(6)

Consideramos el PVI

{aafu —B*u=0 en R X (0,+x) .
u=g,0u=h, sobreR Xx{t=0}
donde ga(x), hq(x) son tales que
94(§) = —4aB&*g(3), (28)
he(§) = —4aBE*h(8). (29

Vemos que los datos son tales que lin(l) Gay(&) = §a(§).
]/—)

gmiiay (f) = Ea (E)

Aplicando transformada de Fourier con respecto a la variable
espacial x se obtiene
{}/Otu + &2 =0 parat >0,

il =g, 0, =h, parat=0.
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Aplicando transformada inversa de Fourier nos queda
La ecuacioén caracteristica de la anterior EDO viene dada por

alz + IBEZ =0 u(x, t) = \/%—”fjozo [legl\/ a3ﬂ Tl(f) -
2
y sus raices son Zaﬁfzg(f)] exp (i\/% t+ ixf) dé —
o - (33)
a=i P8 =7 2081/ (D) +
a

Zaﬁfzg’(f)] exp (ixf —i \/@ t) dg.
2 a A esta solucién vamos a denotarla por u, (x, t)

Entonces la solucion de la ecuacion es

II1. RESULTADO PRINCIPAL
- _ . |B§?

u(§,t) = Crexp| i o t Nuestro resultado principal es el siguiente.
(30 Teorema 3.1 Sea ug, la solucién del PVI (7), dada por la
. |B&? férmula (23) y para aquellos datos iniciales (8)-(9) con

+ Crexp| —i o L] ®,, (&) = y* — 4aP&?. Entonces se tiene que
i. Si u, es la solucién del PVI (24) dada por la férmula
Considerando las condiciones iniciales tenemos el siguiente (26), entonces lirr(l) Ugy (X, 1) =uy (x, £).
a-

sistema ii.  Si u, eslasolucién del PVI (27) dada por la férmula

(33), entonces lirr(l) Ugy (X, 1) =uy(x, t).
]/—)

g\a(f) = Cl + CZ)

I ‘52 J4 52 Para demostrar el teorema probemos primero los siguientes
ha(f) =Cyl [— — Cyl |—. lemas:
a (04

Lema 3.1 Sean ﬁ,ﬁ,){ay Y Xay dadas por (16), (20), (21) y
Solucionando este sistema y utilizando (28) y (29) obtenemos  (22) respectivamente. Entonces se tiene que

¢ = 2GIREWEE - 2apg, v+ BB e @TUE O costed) df =
122725 exp (25 cos (x6) dt,
ii.  lim 12 Xy (U, ) sen(x§) dE =

[ 725() exp (= E5) sen(xf) d,

C; = —2ilE|R(EVaPB - 2apEG(®).

Sustituyendo (31) y (32) en (30) obtenemos

a(¢,t) = [2il¢|y a3 k(&)
— 2aBE2G(E)]exp | i %Zt ii.  lim flzfay(f)?(f' t) cos(x§) dé =
lim [ Fy (€)D(E, ) sen(xg) d = 0.
— [2il¢]\/a3B h(§)

~ ; ,3 f 2 Demostracion.
+ Zaﬁfzg(f)] exp | =t [—t ) Demostraremos  i-ii.
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Utilizando la desigualdad triangular, la desigualdad media

aritmética-geométrica, y el hecho de que -—-yz+
14 .
J4aB&? —y? < 0paratodo [¢] < N tiene que
Xy UG, O] < M(E) (34

paratodo ¢ € Ry a,f,y € (O,R], donde
M(§) = (4R3¢% + R
+ R)|R(&)|+(2R?*E? + R?
+ 1)(2R?E2 + R + R + 1)|4(9)|.
Dado que g y / son funciones que pertenecen a S(R) tenemos

que M(&) es Riemann integrable en R, por tanto integrable en
el sentido de Lebesgue en R, ver [1].

De (34) tenemos.

| Xay (UG, O)cos(x§)| < M(3), (39)

| Xay OUE sen(xg)| < M($), (36)
paratodo & € Ry a8,y € (O,R].
Las  desigualdades (35) 'y (36) implican que

ey UG, )cos(XE)}a ¥ ey UG, Osen(x)}e  son

sucesiones de funciones integrables en el sentido de Lebesgue.

vyt VJv -4apé?
2a

Al racionalizar — es facil ver que

Lim Xy (UG, 1) cos (x§)
2

=y?g(§) exp <— ﬁ7€> cos (x§),

Lim ¥y (YU, 1) sen(x§)
2

=y29(§) exp (-%) sen (x$).

Aplicando el teorema de

obtenemos

tim | ey (V0G0 cos(at) dg

la convergencia dominada

400 2
- f Y25(8) exp (—%) cos(x) dé,

tim | e GYUCE O senat) dg
2

_ ] v2§(E) exp <— ﬁ%) sin(x§) dé.

Para la prueba de iii procedemos como en el caso anterior.
Observamos entonces que )Zay(f)ﬁ(f, t) es una funcién de
valores reales tal que

Xy (OVE, O] < N (@) (37
paratodo & € Ry a5,y € (O,R], donde
N(&) = (6R%E% + 2R?
+ D|GOI+R® + 2R%¢?
+ R)IR()
y N(&) resulta una funcién integrable de Lebesgue.
De (37) tenemos
| Xay OV, )cos(x8)| < N(§) (38)
| Xay OV t)sen(x§)| < N($) (39)
paratodo & € Ry a8,y € (O,R].
Las  desigualdades (38) 'y (39) implican que
Hay OV E, )cos(U}a ¥ Hay OV, Isen(x§)}e  son

sucesiones de funciones integrables en el sentido de Lebesgue
en R.

Por la definicion de ¥4, en (22) tenemos

Lim ¥ay ()V(§, )cos(x8) = 0,
Lim Yay )V, )sen(x§) = 0.

El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue nos da
400 ~
im | Ry (©PG, Ocos()ds = 0
~o0
im | Ry @D Osen(x)ds = 0. m

Lema 3.2. Sean U, V, 74, y X, dadas por (16), (20), (21) y
(22) respectivamente. Entonces se tiene que
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o Xy OV, Ocos(x)d§ =
[F2{[-20)¢%ap +

201§ 1Y@ lexp (LR ) -
[25()¢%ap +

20 I¢ 1@ Blexp (- L2 ¢ )} cosx)az,

. . +
i lim

i, lim 27 Fay (V(E Osen(x)ds =
[ {[-2g©8ap +
20l aBlexp (L) -
25()§%ap +
2011 aBlexp (- L ¢ )| senx)ds. _

= Xay©OUE, O)cos(xé)dE =

lim 17 Xay ()T(E, Dsen(xg)ds = 0.

ese , +
iii. lim [
y—=0 "7

Demostracion.
Demostraremos i-ii).

La desigualdad (37) implica que {)Zay(f)ﬁ(f, t)cos(x&)}y y
{)Zay(f)ﬁ(f, t)sen(x§)}, son sucesiones de funciones
integrables en el sentido de Lebesgue en R y puntualmente
acotadas por una funcién no negativa N( ), también
integrable en el sentido de Lebesgue en R.

Por la definicion de ¥, () en (22) tenemos que
lim Fay ()P, D05 (xE)
= {[—257(5)5206/3

+ 2iR(©) ¢ a®B exp (i'f'ﬁt)
Va
- [23(5)¢2ap

+ 2iR(E)1E 1V @3B exp (—

i€1/B
NF:

t>} cos(x§)

66
lim Ty ()D&, t)sen(xf)

= {[—2§(5)€2aﬁ
+ 2RO a?B] exp <l'§"/_ )
- [29(®)¢%ap

+ 2iR(©)IE V@3B exp (—

iE1/B
NF

t)} sen(x§)

Entonces por el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue obtenemos

tim | Zen(©P( Ocos(x6)dg
- {[—257(5)5206/3
+ 2iR(©) ¢ a®B] exp (M t)
Va
- [23(5)¢2ap
+ 2iﬁ(§)|§|\/a3ﬁ] exp <—Mt>} cos(x&)dé.
Va

y
tim | 2 (PG, OsenGr)a
- {[—2§(€)€2aﬂ
+ 20R(©) ¢V aB | exp (M t)
Va
- [23(5)¢2ap
+ 2iR()IEla? ]ep( He1F >}Sen(x€)d€-

La prueba de 1iii es similar. En virtud de (34)

ey OUE, Icos(x8)}y » Hay OUE, Osin(x$)}, y M(§)
son una clase de funciones integrables en el sentido de
Lebesgue.

Ahora la definicion de ¥4, () en (21) nos lleva a que

Lim ¥ oy (U, )cos(x§) = 0, (40)
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Lim ¥ oy (U, )sin(x§) = 0 (41)

Una vez mas, el teorema de la convergencia dominada nos da
el resultado

tim | ey @0, o5 = 0,
tim | e €A, OsenGx)ds = 0. m

Demostracion del teorema 3.1:

i) Por el lema 3.1 (i)-(ii) tenemos que

zsz j Yoy ©TUE 1) exp (i) dE

_ pe’ (42)
= \/ﬁf- Y*g() exp (le - 7) ds.

Del lema 3.1(iii) tenemos
tim— [ xeOPC O ewGEds

=0.
Por tanto, (23), (42) y (43) implican
1 [*@
. _ 2 ~ .
lim ey (5, 6) = | 5@ exp <le
ﬁ §?
¢ = Uy, (x, t).

ii) Como en (i), el lema 3.2 nos da

um— f Zay @V (E 1) exp (i) dE

- ) ). 2
+ 2iﬁ($)|f|#a3ﬁ] exp (ll‘i/l_‘/ﬁ + xf) dg
(a4

+

=/
+ ZiTz(f)maBﬁ] exp (—

+ ixf) dg,

|ea©as

il§1\/B
Ja

lim
Y0

1 (" PN ;
— f_  Xay(® WE Dexp(xEDd
= 0.

(45)

De (23), (44) y (45) se sigue el resultado

lim ug, (x,t) = ug(x, t).
Y0
|

Corolario 3.1. Para Ugy, Uq, Uy, COMO en el teorema 3.1,
tenemos que

| «(x,t) —u,(x, t)| =0.

(a, V)—>(0 0)

Demostracién. Por el teorema 3.1 tenemos los siguientes
limites:

limu,,(x,t) =u,(x,t),
Lim gy (x, ) =, (x,6)

limug, (x,t) = u, (x,1).
y—0

Entonces, dado cualquier € > 0 tenemos que

€
|uy(x: t) - uay(x: t)l < E:

€
|ua(x, t) — Ugy (%, t)| < >

para a y v en (O,R] suficientemente pequefios.

Por tanto

|uy (x,t) —ug(x,t) |

< |uy(x, t)
+ |ua(x, t)
€

<+E
2 2

=&

- uay(xr t)l
— Ugy (x, t)|

para a y y en (O,R] suficientemente pequefios.m

Iv. CONCLUSIONES

Hemos probado convergencia puntual de las soluciones ug,,
del PVI (7) para soluciones u, y u, del PVI (24) y (27)
respectivamente, siempre y cuando los datos iniciales
asociados a la ecuacion del calor (24) y a la ecuacién de onda
(27) sean los limites de baja densidad y limite no viscoso
respectivamente, de los datos iniciales de la ecuacién del
telégrafo (7).
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Esta primera aproximaciéon dependié fuertemente del
simbolo Cbay(f) , el discriminante de la  ecuacién
caracteristica asociada a la EDO derivada de la EDP (7) via
la Transformada de Fourier.

Creemos que el resultado puede mejorarse en el sentido de
que los datos iniciales no necesitan estar en la clase S(R)
moduladas por el simbolo @ y que la convergencia pueda
obtenerse en el espacio de funciones continuas, es decir, la
convergencia puede ser uniforme.
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