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362 H. GUILLEN — F.A. SEQUEIRA

Resumen

En este articulo se introduce y se analiza el método “Local Discontin-
uous Galerkin” (LDG) para la ecuacién de Fokker-Planck con condiciones
de contorno homogéneas. En particular, se emplea una formulacién mixta
en la cual las principales incognitas corresponden al flujo de probabilidad
y la funcién de densidad de probabilidad. Se aplican resultados conocidos
provenientes del andlisis funcional para establecer que el esquema dis-
creto estd bien puesto. Ademads, se proveen estimaciones de error para el
método completamente-discreto, usando la iteracion de Euler hacia atrés.
Finalmente, se presentan ejemplos numéricos que exhiben el buen com-
portamiento del esquema propuesto.

Palabras clave: ecuacién de Fokker-Planck; método de elemento finito mixto;
método de Galerkin discontinuo; aproximaciones de alto orden.

Abstract

In this paper we introduce and analyze the Local Discontinuous Ga-
lerkin (LDG) method for the Fokker-Planck equation with homogeneous
boundary conditions. In particular, we employ a mixed formulation in
which the main unknowns are given by the probability current and the
probability density function. We apply known results from functional anal-
ysis, to establish that the discrete scheme is well-posed. In addition, error
estimates are proved for the fully-discrete method using backward Euler
time stepping. Finally, we provide numerical examples exhibiting the good
performance of the proposed scheme.

Keywords: Fokker-Planck equation; mixed finite element method; discontinu-
ous Galerkin method; high-order approximations.

Mathematics Subject Classification: 34F05, 65N30, 65N15.

1 Introduccion

El propésito del presente articulo corresponde a estudiar la aplicacién del método
de Galerkin discontinuo (DG, por sus siglas en inglés) a la ecuacion de Fokker-
Planck, también conocida como la ecuacién Kolmogorov hacia adelante (‘“for-
ward Kolmogorov"), en dos y tres dimensiones. Dicha ecuacién corresponde a
una de conveccién-difusién proveniente de la teoria de los procesos de Markov,
la cual rige la evolucién en la funcién de probabilidad de transicién de la res-
puesta de una amplia clase de sistemas dindmicos impulsados por el ruido Gaus-
siano, y a su vez, describe completamente el proceso de respuesta [18, 14]. Adi-
cionalmente, la ecuacién de Fokker-Planck es una ecuacion diferencial para la
funcién de distribucién que describe el movimiento Browniano [16].
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LDG PARA LA ECUACION DE FOKKER-PLANCK 363

Con el fin de introducir el sistema de interés, sea ¢} un dominio poligonal
acotado de R™, n € {2,3}, con frontera I'. Asi, dado un vector de arrastre
p(x) € R™ y un tensor difusivo K(x) € R™*", la ecuacion de Fokker-Planck
corresponde a buscar p(t, x) tal que

o D 13 &
% —Z%(um) + 5‘2 m(ffup) en ]0,T[xQ,

=1 i,7=1 (1)
p =0 sobre |0,7[xI" y p(0,x) = po(x) en €,
donde x = (w1,...,2,)" es un vector genérico de R" y T" > 0. Bajo este

contexto, p(t,x) corresponde a la funcién de densidad de probabilidad, la cual
se conecta con la probabilidad de transicion P(t 4+ 7,x|t,y) en el siguiente
sentido:

p(t+7,x) = /P(HT,XH,y)p(t,y)dy paraT >0,

y se utiliza en la derivacién de la primera ecuacién de (1) (ver [16, Capitulo
4] por detalles). En particular, (1) es valida para la probabilidad condicional
(ver [10]), es decir p(t,x) = P(t,x|to,X0), para cualquier dato inicial (¢, Xo).
Ademds, la condicién inicial natural para este problema corresponde a

po(x) = P(0,x]|0,X9) = 6(z1 —xo1) - (x2 — x02) - - .. - 0(@n — Ton) ,

con 9 la funcién Delta de Dirac.

Por otro lado, es importante comentar que soluciones andliticas para la ecua-
cion Fokker-Planck han sido desarrolladas sélo para un ndmero limitado de sis-
temas de baja dimensién (por ejemplo [10, 15, 16, 19], asi como sus referen-
cias). Esto debido a la complejidad en el anélisis que requieren ecuaciones del
tipo de (1). De acuerdo a esto, se han realizado diferentes estudios de métodos
numéricos para lograr aproximar la solucién de esta ecuacién. En particular,
nos referimos a [14], donde se presentan métodos de elemento finito multi-scala
para la solucién de (1) en dimensiones superiores. Dicho trabajo fue parte de
la motivacion del presente escrito, donde la diferencia principal corresponde a
que proponemos un método de elemento finito mixto discontinuo (tal y como
se hace recientemente en [13] para las ecuaciones incompresibles de Euler), el
cual, dentro de sus principales ventajas, busca obtener una buena aproximacion
del flujo de probabilidad (“probability current"), ademds de la funcién de den-
sidad de probabilidad. Con respecto al flujo de probabilidad, el cual describe
en cada tiempo el cambio de la probabilidad en €2 (ver [16]), se resalta que el
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364 H. GUILLEN — F.A. SEQUEIRA

mismo también puede interpretarse, desde un punto de vista de mecédnica cuin-
tica, como la descripcion del movimiento de una particula en €) (ver por ejemplo
[12]).

En relacién al método DG a considerar. Comentamos que en el presente
escrito se tiene particular interés en emplear el método “Local Discontinuous
Galerkin" (LDG), el cual fué propuesto en [8] para problemas evolutivos de
conveccion-difusion, y analizado en [4] para un problema modelo estacionario
de difusién lineal. Mads auin, en [6] y [5] se presentan las técnicas para el
andlisis del error que se considerardn mds adelante. En particular, en [6] se
derivan estimaciones para la estabilidad y el error a priori, para las ecuaciones
de conveccidon-difusion en varias dimensiones, donde ademas el coeficiente de
difusién puede depender del tiempo como del espacio. Por otro lado, en [5] se
estudié la version hp del método LDG aplicado a problemas de conveccion-
difusién en una dimension.

El articulo estd organizado como sigue: en la Seccién 2 se introduce la for-
mulacién semi-discreta resultante de la aplicacién del método LDG a un sistema
equivalente a (1). El método completamente-discreto asociado es presentado y
analizado en la Seccién 3. Para esto, se utiliza la iteracion de Euler hacia atras
como técnica de discretizacidon temporal. En esta misma seccion se lleva acabo el
respectivo andlisis de solubilidad y el estudio de estimaciones de error a priori.
Luego, en la Seccién 4 se describen experimentos numéricos con el propdsito
de validar el buen comportamiento del método LDG. Finalmente, se presentan
algunas conclusiones en la Seccién 5.

2 La formulacion LDG semi-discreta

2.1 Preliminares

Para iniciar, damos algunas suposiciones naturales sobre los datos, las cuales
serdn relevantes durante el resto del articulo. Més precisamente, se asume que
el campo vectorial p posee componentes en L°°(£2), mientras que la funcién
tensorial K tiene componentes en W1°°(Q) y es un tensor simétrico definido
positivo en Q. Nétese que en tal caso K™! existe y también es simétrico definido
positivo. En particular, esto implica que existe ax > 0 tal que

w-Klx)w > agl|w|ke, )

para casi todo x € ) y para todo w € R".
Por otro lado, observe que la primera ecuacién de (1) puede ser re-escrita
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LDG PARA LA ECUACION DE FOKKER-PLANCK 365

como:

Op

. 1.
5 = —div (,up - 2d1v(Kp)> , (3)

donde div denota al operador divergencia usual div, actuando a lo largo de cada
fila del correspondiente tensor. Luego, se introduce el flujo de probabilidad
(“probability current") de la forma:

1
u = pp — 5 div(Kp),
donde, utilizando el hecho de que div(Kp) = pdiv(K) + KVp, se sigue que
1, 1
u=<pu— —-div(K)pp — —KVp,
2 2
o bien

2K 'lu = K'{2u — div(K)}p — Vp. 4)

Abhora, en virtud de (3) y (4), podemos re-escribir el problema modelo (1) de
la forma:

2K'u — pk + Vp =0 en ]0,T[xQ,

(;]Z + div(u) = 0 en 0,7 %%, (5)

p =0 sobre |0,7[xI" y p(0,x) = po(x) en €,

donde
k= K 1{2u — div(K)} en Q.

Noétese que las componentes de k pertenecen a L>°(2).

Es importante comentar aqui, que el buen planteamiento de una formulacién
continua para (5), también requiere algunas hipdtesis adicionales sobre los datos
Ky p. Sin embargo, dicho andlisis continuo (el cual aplica técnicas usuales
provenientes de la teoria de ecuaciones diferenciales parciales (ver, por ejemplo,
[9])) no corresponde al principal objetivo del presente trabajo. A pesar de ello,
durante el resto del articulo se supondra la existencia de un tnico par (u,p) €
C(0,T; H(div; Q)) x C(0,T; L?(£2)) solucién de (5).

Finalmente, en lo que se sigue se utiliza terminologia estandar de espacios de
Sobolev y sus normas (ver por ejemplo [9]). Més atin, se emplea 0 para denotar
el elemento nulo en general (ya sea para un vector, tensor, funcional u operador),
y se usa C' para denotar constantes genéricas independientes de los parametros
de discretizacion, la cual puede tomar diferentes valores en diferentes lugares.

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(2): 361-387, July 2016



366 H. GUILLEN — F.A. SEQUEIRA

2.2 Elesquema LDG

Se consideran primero algunas notaciones preliminares. Sea 7;, una triangu-
lacién regular y cuasi-uniforme de ) sin la presencia de nodos colgantes, com-
puesta ademds sélo de tridngulos (si n = 2) o de tetraedros (si n = 3). Mads
aun, sea &, el conjunto de aristas/caras F' de T, y denote por £} y € ,‘? al conjunto
de caras interiores y de frontera, respectivamente, de £,. Ademas, considere
OTn :=u{0T : T € Tp}.

Seguidamente, se denota por (-, -)r al producto interno usual en L? y [L?]"
sobre el dominio U C R", y similarmente sea (-, )¢ el producto interno en
L? y [L?]™ sobre la superficie G C R™~!. Entonces, se introducen los nuevos
productos internos:

Gdm o= D Gor oy e = Y (5 er

TeTh TeTh,

Por otro lado, sean n" y ™ los vectores normales unitarios exteriores sobre
las fronteras de dos elementos adyacentes T+ y T, respectivamente. Se utiliza
(vt, ¢%) para denotar las trazas de (v, ¢) sobre F' := T NT desde el interior
de T*, donde v y ¢ son funciones vectoriales y escalares, respectivamente. En-
tonces, se definen los promedios {-} y saltos [-] para F' € &}, de la siguiente
forma:

v} = (vt +v7), fa} = %(q“rq_) 7

[v.n] =vi-nt+v -n, [gn] == ¢tnT +¢ n".

N |

Ahora, dado k > 0y T' € Tp, considere P (7T') al espacio de polinomios de
grado total a lo mas & definido sobre 7'. Entonces, los espacios discontinuos de
elemento finito vienen dados por

Vi = {vell2Q)]" : vlr € P (D) VT €T} y ©
Qn = {q¢eL?(Q) : qlr €P(T) VT €Tn}.

La necesidad de considerar Vj con un grado mayor al considerado en (Qy, sera
aclarada mds adelante (ver Seccién 3.2). Luego, el método LDG es definido
como: Hallar (uy, pr) € Vi X Qp, tal que

2(K_1uh,vh)7*h — (ph'%,Vh)Th - (thdth(Vh))Th
+ <Vh : naﬁh>67ﬁ = 07

(Oepnsan) T, — (Un, Viagn) 7, + @ - myqr)er, = 0, (7)

pr(0,X) = ppo(x) enQ,
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LDG PARA LA ECUACION DE FOKKER-PLANCK 367

para todo (vp, qp) € Vi, x Qp, donde divy, () y Vi (+) corresponden a la diver-
gencia y gradiente a pedazos, respectivamente. Ademads, Uy, y py, son los flujos
numéricos, es decir, son aproximaciones a las trazas de uy, y py, sobre &, respec-
tivamente. En particular, siguiendo [1, 2, 4], se considera

~ :{{{Uh}} en&j, y By {{ph}}+ThF1[[uh'n]] en&!

uy, . =
h uy, ené’,?, Ph 0 en &Y,

con 7 > 0 un pardmetro de estabilizacién y hp el didmetro de F' € &,. Es
importante resaltar que la forma en el término de estabilizacién, dentro de la
definicién de py, ha sido previamente considera y analizada en [1, 2, 4]. Nétese
ademds, que la condicién de Dirichlet cero de p sobre I, ha sido impuesta en la
definicién de py,.

Con ayuda de los flujos numéricos previos, en conjunto con las identidades:

(Vi-n,Br)or, = > ([ -nlBu)r + Y (Vo n,Br)r
Fegl Fegp

—(w, Vian) 7, + @n-n,qn)or, = (qn, divy(ug))7,

= > Awonl fadr + Y @ fu [an])r

Feg} Feg}

+ > (W — ) mq)r,

Fegp

se re-escribe el esquema de Galerkin (7) de la forma: Hallar (uy,, pp) € Vi X Qp,
tal que

2Ky, vi)7, + 7Y hp!([un - n], [va - n])r
Feg}

— (pnk, Vi) 7 — (P diva(Va)), + Y ([vi-nl fpn})r = 0,
Fegl

—(qn- divi(up)) 7, + > ([wn-nl o} r — (Opn.an)7, = 0, (8)
Feg}

pr(0,X) = ppo(x) enQ,

para todo (vp, qn) € Vi X Qp.
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368 H. GUILLEN — F.A. SEQUEIRA

Para concluir esta seccion, completamos la definicion del esquema LDG (8),
al definir p;, o como alguna proyeccién de pg sobre @;,. En particular, sea P,’f :
L?(2) — Qp el operador de proyeccién L?(Q)-ortogonal, el cual, para cada
T € Ty, satisface la propiedad de aproximacion:

IPE(@) = allreery + hollVEPE(@) — aHlzzry < ChElalpery. (9

para todo ¢ € H'(T), con £ € [0,k + 1]. Asi, es natural considerar de ahora en
adelante py, o 1= P,’f (po)-

3 La formulacion LDG completamente-discreta

En esta seccién se define una versiéon completamente-discreta del esquema (8).
Para ello, se discretiza la variable temporal por medio del método de Euler hacia
atras (“backward Euler"), definido como:

9p
ot

tm y V) T t’m7 :
(tm-l—ly ) = p( 1 )At p( ) + EO(tm+1)7 (10)

donde At > 0 es el paso en tiempo, ¢, := mAt con 0 < m < M (en otras
palabras At = T'/M), y Eo(tm+1) es el error de truncamiento, el cual satisface

tm+1
[Eo(tmt1)z2@) < C 10up(s, )| L2 () ds- (1)

tm

Por simplicidad en el analisis siguiente se denota como p" := p(t,,, -) al valor
exacto, mientras que p;"* := pj (¢, -) denota la aproximacién. Una convencion
similar es usada para la variable u.

De acuerdo a la notacién previa, al aplicar (10) en el esquema semi-discreto
(8), se introduce el esquema LDG completamente-discreto:  Hallar

(HT+1,Z7T+1) € Vi x Qp, tal que

2K i)y 7 D0 hp (e nl v ) e

Fegl
— (Pt divi(vi)) 7, + Z (Ivi -], Lo Hr = OFk, V)T
Fegl
—(gn, diva (™)), + D ([up ™ nl, fa }) e
Fe&l
1 m—+1 1 m
- Kt(ph 7C]h)7‘h = _Kt(ph 7C]h)7‘h’

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(2): 361-387, July 2016



LDG PARA LA ECUACION DE FOKKER-PLANCK 369

para todo (vp, qp) € Vi X Q. Nétese que hemos usado la aproximacion previa
pj* sobre el término (pp,k, Vp,)7;, para asi introducir simetria en el esquema LDG
(s6lo por eficiencia computacional).

Luego, se observa que el esquema anterior puede ser escrito de la forma:
Hallar (u}**, p"*1) € V), x @y, tal que

{ a( vy) + b(vp, pth) = f™(vi) Vv, €V, 12)
b ) — s an) = g™(an) Yan € Qn,

donde las formas bilineales a(-,-), b(-,-) y s(-, -), estan definidas por:

a(up,vy) = 2K tup,vi)7 + 7 Z hHuy -], [ve - n]) e,
Fegl

b(visan) = —(qn diva(va))7, + > ([va-n]. {an})r,
Fegl

s(pr.an) = é(l?hy )T

para todo up, vy € Vu v pn,qn € @Qp; mientras que los funcionales
f:Vy > Ryg™:Qnr— R vienen dados por:

1
f™(vn) = (Pp'K, Vi)T, y  9"(aqn) = —E(P?,Qh)n,

para todo (vp, qn) € Vi X Qp.

3.1 Solubilidad vinica y estabilidad

A continuacién se establece la solubilidad tinica del problema lineal (12), ademas
de su estabilidad. Para ello, considere la forma bilineal auxiliar A : H;, — Hp,
definida por

A((an,pn)s (Yryqn)) = a(@p, V) + (v, pn) — b(@n,qn) + s(pn,qn)

para todo (wp,pp), (Vh,qn) € Hp = Vi X Qp; asi como el funcional
F : Hp — R dado por:

FOnqn) == ") — 9™ () YV (Va,qn) € Ha.

Con ayuda de la notacién previa, es claro que el sistema (12) puede ser re-

escrito de la forma: Hallar (u}"**, pi**1) € H,, tal que

AP o (Viyan) = FOVhean) Y (Vh,an) € Hp. (13)
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En virtud de lo anterior, se sigue que probar la existencia de una Unica solucién
(u m+1, p}f“) € Hy, de (12), es equivalente a probar que (13) admite una tinica

solucién en Hj,. Dicha solubilidad unica, se establece en el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Para cada entero 0 < m < M — 1, el esquema (12) admite una

tinica solucion (u m“, pZH'l) € Vi, X Q. Ademds, existe C > 0, independiente
de h'y At, tal que:
C )3y \
+1
Py 2@ < (1 + M) k' 220 5 (14)

con ag > 0 introducida en (2).

Demostracion. Dado que A : H;, — Hjp es una forma bilineal y Hy, es de
dimensién finita, entonces la existencia de (u} mtl pZH'l) € Hj, solucién de (13),
se sigue de su unicidad. Asi, es suficiente probar que cuando el lado derecho

de (13) es cero, es decir cuando F = 0, entonces se tiene que uerl =0y

pZH'l = 0. En efecto, tomando vy, := u}?“ yqp = p}?“ en (13), se cumple

0 = A((u ™ pp ™), (wit ppth)
= a(u ) + st gt
— 2(K 1 m+1 m+1 + - Z ho 1H[[um+1 n]]H%Q(F)
Fe€l
Hpm“HLz(m :
Luego, utilizando que 7 > 0y (2), la expresién anterior se reduce a:

a0 oy + 55 lPE ey < 0,

donde, dado que o, A ; > 0, necesariamente se tiene que uerl =0y pZLH =
0. Por lo tanto, (12) admite una dnica solucién en Vj, X Qj,.

El siguiente objetivo corresponde a establecer la desigualdad (14), para lo
cual se procede andlogamente a lo anterior. En efecto, al tomar nuevamente

vy = uZHl Yy qp = pZ‘H en (13), pero con F no nulo, es facil ver que

204K||“m+1HL2 @ T ”PmH”m(Q) < Flu mﬂ,pzﬁl)

At
m s m 1 m
= Mt — g™t = (kw7 At(ph,ph“) 3

< N6l PR 2o 0 20 + EHPZLHLQ oy loh ™ z2()
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LDG PARA LA ECUACION DE FOKKER-PLANCK 371

Ahora, aplicando la desigualdad de Young, se sigue que

<17

(«
muum“nm(m bl g < Twm 720

1
H m+1”L2(Q)+ +7|| e ||%2(Q)7

1

para todo &1, do > 0, de donde se deduce que

1 &\
(20 = 5 ) I+ ey + 5 (1= % ) 162 B

1 1 ||K’||200(Q) 2
S 5 (52At+ 51 ||ph ”LQ(Q) V61’52>O'

En particular, considerando 01 := 2a y d2 := 1, se obtiene que

1 At [k 00 g
200wy |12 Q)+AtHPm+1HL2(Q) < N<1+M) 125 1720

y como At < C, se concluye que:

. 1 C Ikl oo .
|| P ) < A7 <1+M() 151720

lo que completa la demostracién. O

Es importante comentar que la desigualdad (14) en el teorema previo, afirma
que el esquema LDG (12) es estable.

3.2 [Estimaciones de error a-priori

El siguiente objetivo es derivar las estimaciones de error a priori para el es-
quema (12). Para iniciar, recordamos de la Seccién 2 que dado que Vp =
—2K~'u + pr € [L2(9)]" entonces se tiene que en realidad p(t,-) € HA(Q)
para todo 0 < t < T. De esta forma, en lo que sigue se considera (u,p)
como la solucién continua de (5), y se supone que la misma pertenece al es-
pacio C(0,T; H(div; Q)) x C(0,T; Hi(Q)). Bajo dichas suposiciones de regu-
laridad, es fécil ver que el método LDG (12) es consistente. Seguidamente, y
gracias a la desigualdad triangular, solamente es necesario proveer estimaciones
para los errores de aproximacion denotados como: e’ := HEDM(um) —up'y
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e = PF(p™) — pi, donde TIFPM : [H1(Q)]" — V), N H(div; Q) es el opera-
dor de proyecciéon BDM (ver por ejemplo [3]), el cual satisface la propiedad de
aproximacion:

TN V) = Vlig2ry < ChpWVlgery Yve[HAD)]", (15

VT € Tp,cont € [1,k + 2]. Ademds, recordamos que PF : L2(Q2) — Qp es la
proyeccién L?(Q)-ortogonal, introducida al final de la Seccién 2.

Por otro lado, utilizando la consistencia del método LDG propuesto y (10),
se tiene que la solucidn exacta (u, p) de (5), satisface (12) en el sentido

9 (K_lum+1,Vh)7‘h + 7 Z h;1<[[um+1 n],[vy-n])r

Fe&;
- (pm+1K’7Vh)Th - (perl?dth(Vh))Th + Z ([vn -], {{pm+1}>F = 0,
Fegl
—(gn, divy (™) 7 + Y ([ n] fa })r
Fegl
1 m—+1 1 m
- Kt(p 7Qh)7—h = _Kt(p 7qh)7'h + (EO(tm+l)th)Th7

para todo (vp,qn) € Vp x Q. De esta forma, restando al sistema anterior
las ecuaciones en (12) e introduciendo los operadores HEDM y P,If , se obtienen,
luego de algunas manipulaciones algebraicas, las ecuaciones de error:

a(eg™, vi) + b(vh, et = 2(KT'6 T vy,

+ D Alva-nl {0 Hr + (e)'k Vi),

Fegl
— (03", Vi) 75, + (™ = PR, V)T, (16)
e an) — s ) =~ (00 an),
€ + G+ (Boltns).adn, (D)
para todo (vn,qn) € Vp X Qp, donde o7 = H],?DM(um) —umy

6, = P}]f (p™) — p™. Ademids, en el calculo previo se utiliza el hecho de que
[67F . n] =0en &}, en conjunto con las expresiones

0y L divi(va)), = 0y (gn,diva(67 )7, = 0,

para todo (vp,qp) € Vi, X Qp. En particular, es debido a la segunda igualdad
previa que se considera k + 1 en la definicién del espacio V}, y solamente k para
el espacio Qy, (ver (6)).
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El siguiente paso consiste en establecer una estimacién de error para la fun-
cion de densidad de probabilidad.

Teorema 3.2. Suponga que T > ﬁ, k][ oo () < Aty que existe co > 0 inde-
pendiente de h 'y At, tal que h < coAt. Entonces, existe C' > 0, independiente
de hy At, tal que

Ip™ = itz < Cexp(CT) (W' + At) A(u,p),
para todo 0 < m < M, con

A(u,p) = (1+T) |Ipollgresri) + co T IK | oo @ [[ull oo 0,7 2r0+2(02))
+ T32)|0upl| 2o ey + T 210wl r2 (0220
+ Tl/2HattpHLQ(O,T;LQ(Q))-

Demostracién. Tomando v, := e ™!y g, := e;”“ en las ecuaciones de error

(16)-(17), restando ambas y multiplicando por At, es facil ver que

20K ey e g+ rA Y b e n]l s + € 120
Fegl

= 20K 1o et g + At({e) — 8 + (p" T — p™) bk, el ),

+ ALY ([ef - nl {8y he + (57 et

Fe&l
+ (e =87 e Y — At(Eo(tms1), €))7, (18)
En particular, observe que:
Aty (lett nl {5 ) r
Fegl
1/2 1/2
< At hellE Bl > bt et ]l
Fe&l Fegj
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Ademds, dado ¢ € HY(Ty) := [] HY(T), al aplicar la desigualdad de
TeTh
traza discreta (ver por ejemplo [11]), se sabe que

1 _
> helfahBaey < 5 3 he(lat e + la 13em)
Feé&l Feg,
1
< 3 Z Z hF”QH%%F)
TeTy FEIT
1 _
< 5Ce 3 he g alacry + Pl Valfacr )
TeTy FEOT

< a{HQH%Z(Q) + hQHVhQH%%Q)}?

donde al considerar q := 6;”“, se deduce que

ALY ([ert nl oy he < Cat{l67 1)
Fegl
1/2

+ thh(SZH—lHLQ(Q)} > npt et n |72 ) . (19
Fegl

Asi, volviendo a (18) y utilizando (2), (19), la desigualdad de Cauchy-Schwarz
y el hecho de que 1 < 7At, se sigue que

QOéKAfHeZLH”i?(Q) + Z hit([[eg ™! 'M]”%?(F) + ||e;n+1H2L2(Q)
Fegl

_ 1/2 1 ere "
= {(2QK1A75) K oo 100+ 120

+ (o At/2) 2|8l oo (€5 200 + 16771120
= ey ) + CAL(107 2y + RIVASE ™ 2oy )

+ 1167 2y + M€l 22y + 165" 220

+ At||Eo(tm+1)l 220 } {204KAtHeTH”%2(Q)

1/2
+ > h}llr[[e:?“-nﬂH%z(F)+||e$+1\|%2<9>} |
Fegj
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de donde es claro que

1/2
{QaKAt|eT+1||iz<Q> + 3 bt llett  n]l3agm + |Ie?“|%2<m}
Fegl

< (205" A) M2 K| oo 0 167 20
+ (i AL/2) 2 |l ooy (€5l 200 + 1671200
9 = 52 ) + CAL(185 2y + IVASY 2o )
+ 165 2 + llegll2 () + 1951 20 + A Eo(tms1) [ L2 () - (20)

En particular de (20), nétese que
ey 2 < (L+Cllkllze@)) ez + CIK iz @160l 20y
+ CAL([|67 22y + PIVAET I r20)) + (L + CllEll Lo @) 165 120
+ Ol @ lp™ ' = 0™ 2(0) + A Eo(tms1) |l 2 - 1)

Luego, recordando que

tm41
pPrHx) = po(x) +/ Op(s,x)ds,
0

se tiene de (9) que
167 2@y + RIVAOY I 2@) < CR ™ g

tm+1
< C Rkt {HpOHHk+1(Q) + /0 |0wp (s, ')HHI@—Q—I(Q) ds} .

De manera andloga

tm
157 ey < Chk+1{|lpo|m+1(9) i /0 ||atp<s,->||m+l(mds}

IN

tm+1
C hF ! {Ilpo|Hk+1(Q) + /o 12rp(s: k10 ds} '

Mais atin, dado que
tm+1
G- = [ amlsxds, @)
tm
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es claro que

tm+1
™ = 9"l 2) < / 19ep (s, )l 2 () ds -

tm

Finalmente, de (15), nétese que:
160 12y < CREF2 0™ o) < CR2 |l oo i)

Por otro lado, dado que [|&|| (o) < At, es claro que (1 + Cf|k| L)) <
(1+CAt). De esta forma, volviendo a (21) y aplicando las desigualdades previas
junto con (11) y las suposiciones de que k[ fc) < Aty h < coAt, se
concluye que

ey M2y < (14 CA)|le)]r2() + C(WFT + At)B(u,p,m), (23)
donde

B(u,p,m) = At(coll K| poe(oy)ull oo o m0+2(02)) + Atllpoll s (o

tm+1
+ At/ H&tp(s,-)|]Hk+1(Q) ds
0

tm+1 tm+1
+/‘ WM&Mmm®+/ 10up(s, )2y ds.
tm tm

Abhora, de la relacion de recurrencia (23), se obtiene

el 2y < (1+CAH)™[lepll L2y
m—1
+ C(h*+ 4+ At) (1+ CAt)'B(u,p,m —1 —1i)
i=0

m—1
< C(1+CAH)™(A* + At) {HpOHHM(m + Y Blu,m—1- i)}

1=
T m m—1
< C (1 + cm) (W1 + At) {||p0||Hk+1(Q) +) Blum—1- i)} .
i=0
Finalmente, nétese que

m—1

> Bluym—1—1i) < tm(col K ooy 1ull oo o7 m042(02))
1=0

tTVL
+mmmw@+m/ 100 (5, Ml o1y s
0

tm tTVL
+A WM&NMmM+A 10up(s, 22 ds
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con lo cual, se concluye la demostracién luego de aplicar la desigualdad de
Cauchy-Schwarz y el hecho de que [|p™ —pi*|| L2y < ll€)'lz2() + 1105 | 2()-
O

En el siguiente resultado, se establece la estimacién de error para el flujo de
probabilidad.

Teorema 3.3. Considere las mismas hipotesis del Teorema 3.2, donde el entero
k > 0 representa el grado polinomial utilizado en la definicion de los subespa-
cios de dimension finita (ver (6)). Entonces, existe C > 0, independiente de h'y
At, tal que para todo 1 < m < M se cumple la siguiente estimacion

At
0™ —wp'|2) < Ccoexp(CT) (hk + h> A(u, p)

+ C (K" + At) Dio(u,p)

donde

Dn(u,p) = [pollgrsi(ay + 2 101l 20,141 (2))
+ (B + col K| oo () 110ll ooty tonemri+2(0)
+ 19Dl Lo (61t 22(Q)) F 106Dl Loo (11 i L2(02)) -

Demostracion. De (20), nétese que se cumple que
(2akx A ?|leg L2y < (1+ CH""HLOO(Q)){HegLHLQ(Q) + H(s;nHLQ(Q)}
+ CIK | oo 160 L2 () + CAt{H(SZHlHL?(Q) + hlIVaéy 20
+ [ Bo(tms1) 20y } + CllElzoe @ [P™ = 5"l 120y

o bien, dado que At < C implica At < (C’At)l/ 2 entonces de lo anterior se
obtiene

m L+ |6l oo (o " "
lei™ 2@y < € (At”) Ll e + 187 |12 |

h - - m m
+ O 1K e b 180 20y + {107 2200
+ PIVASE ) + 1 Botms1)ll 20y }

K oo
N CH Iz @)+

Al pm||L2(Q)-
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Asf, como ||k || o) < Aty h < coAt, se deduce que:
Co
led* ey < CO Rz + 107 2oy } + C{I67 2y
+ hIIVAS (e + collK [ poe o h ™ 180 2(ey
+ P = P20y + HEo<tm+1>HL2<Q)} ,

de donde, dado que [[ W™ — w20y < (17 |20y + 187 2y ¥
(15), se concluye

Jw = ey < Ol la) + 167 2 |
+ {187 2@ + HIVASE 20
+ (h+ col KM Lo ) A MO0 2y + I™ T = 2™l 220
1 Botms 1)l 20y } - 24)
Por otro lado, de la demostracion del Teorema 3.2, se sabe que

185 L2y + RIVAOTH lL2() + 187 (l2(0)

tm41
C hFt {|Po||Hk+1(Q) T /0 Hatp(s’.)HHkH(Q) ds}

IN

IN

1/2
C hh! {llpollHW(m + tn{HIIOtPHm(o,th;H’““<Q>>} ’

WHow 2 < CRMH ™ pise g

IN

k+1
C R 0]l oo (b 13 HE+2()) -

Miés atin, usando (22) y (11), se deduce, respectivamente

tm+1
Hperl—pmHIg(Q) < / Hatp(sa')HLZ(Q)ds
tm
< AU 0 (1t 11:22(20) >
y
tm+l
IBotnllzey < € [ lup(s. ooy s
< CAYOupl| Lot tms1s22(9)) -

Finalmente, se completa la demostracién al utilizar el Teorema 3.2 y las cuatro
estimaciones previas en (24). ]
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4 Resultados numéricos

En esta seccion se presentan algunos resultados numéricos para el problema (5)
en dos dimensiones (es decir, cuando n = 2), los cuales ilustran el compor-
tamiento del esquema completamente-discreto (12) analizado en la Seccién 3.
En todos los cédlculos se consideran mallas uniformes las cuales corresponden a
refinamientos cartesianos (en cuadrados con lados paralelos a los ejes coordena-
dos) del dominio y luego dividiendo cada cuadrado en dos tridngulos congruen-
tes. Ademds, se consideran los grados polinomiales k € {0, 1,2} y en virtud del
Teorema 3.2, tomamos 7 := (At)~! = M/T en cada ejemplo. Los resultados
numéricos presentados a continuacién fueron obtenidos usando un cédigo MAT-
LAB, donde los operadores discretos fueron determinados tal y como se hace en
[17].

El Ejemplo 1 tiene por objetivo estudiar los 6rdenes de convergencia del
esquema (12), para lo cual se considera €2 := |0, 1]2, asi como la solucién exacta:

p(t,x) = e *sin(2rz)sin(2rzy),

para todo x := (x1,x2)* € Qyt € (0,1). Aqui, se aproximan pyuent = 1,
cuando At = 1/200 = 0.005 (T' = 1y M = 200). Mads adn, K(x) := I,
con I la matriz identidad de R?*? y p(x) := 135 (21, —22)", lo cual establece
que k(x) 1= 2p(x) = (1, —22)*. Nétese que p|r = 0, pero no satisface la
segunda ecuacién en (5). Por lo tanto, se introduce la funcién fuente forzada f €
L?(€2) en dicha ecuacién. En otras palabras, se reemplaza la segunda ecuacién
de (5) por Oyp + div(u) = f, con lo que se re-define el funcional ¢ : Q, — R

en (12) de la forma:

1
g™ (qn) = —E(phm7 an)7, — (f(tmt1,7)s au)7, YV an € Qn,

donde todo el andlisis efectuado en la Seccion 3 puede ser extendido de forma
casi inmediata.

En la Tabla 1 se presentan los resultados obtenidos para el esquema (12)
(con fuente forzada) para el Ejemplo 1. Se puede apreciar que los 6rdenes de
convergencia para la variable p, O(h**1), corresponden a los predichos en el
Teorema 3.2. Con respecto a la variable u, los 6rdenes satisfacen el Teorema
3.3, sin embargo, estos son superiores a los predichos aproximadamente por
dos ordenes de h. En relacién a esto, comentamos que en [7] se establecié un
comportamiento de superconvergencia para el método LDG cuando se emplean
mallas estructuras, como es en nuestro caso. Sin embargo, resultados numéri-
cos preliminares utilizando mallas no-estructuradas reflejarén que este fend-
meno de superconvergencia se mantiene para el Ejemplo 1. Finalmente, en las

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(2): 361-387, July 2016



380 H. GUILLEN — F.A. SEQUEIRA

Tabla 1: Historial de convergencia para el Ejemplo 1 (con ¢ = 1).

loon # Grados | [[(w—w,)(t,)l[r2() | (P = )t )l L20)
de libertad | error orden error orden
0.1179 2016 1.21e-2 —— 1.19e-2 ——
0 0.0589 8064 3.03e-3 1.99 5.92e-3 1.01
0.0393 18144 1.32e-3 2.05 3.94e-3 1.00
0.0295 32256 7.17e-4 2.12 2.95e-3 1.00
0.1179 4320 5.96e-4 —— 1.19e-3 ——
| 0.0589 17280 1.06e-4 2.49 2.99¢-4 1.99
0.0393 38880 3.66e-5 2.63 1.34e-4 1.98
0.0295 69120 1.68e-5 2.70 7.69e-5 1.93
0.1179 7488 8.64e-5 —— 8.96e-5 ——
) 0.0589 29952 7.07e-6 3.61 1.12e-5 3.00
0.0393 67392 1.46e-6 3.88 3.34e-6 2.99
0.0295 119808 5.04e-7 3.71 1.43e-6 2.95

Figuras 1 y 2 se presentan las graficas de las soluciones aproximadas para la
cuarta malla cuando t = 1y k € {0, 2}. Esto con el fin de apreciar la resolucién
obtenida por el esquema (12).

Para el Ejemplo 2, se considera el problema prueba de Molenkamp (“Molen-
kamp test"), el cual consiste en girar una distribucion Gaussiana [20]. El obje-
tivo es comprobar el rendimiento en el término de convecién del método (12)
propuesto. En virtud de esto, 2 := [—~1,1]? y la condicién inicial es una dis-
tribucién Gaussiana definida por:

po(x) = 0.01%",

donde r corresponde a la distancia desde el punto (—%, O), es decir,
r = +/(z1+0.5)2 + 22, para todo x := (z1,22)" € 0. Ademds, K(x) := 11
y p(x) := 27(—x2,21)", lo que implica que k(x) := 87 (—w2,x1)*. Para este
ejemplo, no se utiliza una funcién fuente forzada (es decir f = 0). Mas aun,
dado que parat = 1 se espera una revolucién completa de la distribucién, se
tomaT = 1y M = 250, de donde se obtiene At = 1/250 = 0.004. Aqui
se utiliza una tnica malla, cuyas caracteristicas mds relevantes corresponden a:
h =~ 0.0544, nimero de elementos: 5408 y grados de libertad 37856 (k = 0),
81120 (k = 1) y 140608 (k = 2).

En las Figuras 3—5 se presentan 100 contornos de las aproximaciones ob-
tenidas para el Ejemplo 2, en los tiempos ¢ € {0.2,0.6, 1}, utilizando la malla
descrita previamente, asi como los grados polinomiales k£ € {0, 1,2}. Se puede
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Figura 1: Ejemplo 1, aproximacién & = 0 con la cuarta malla, para uj 1 (superior),
up,2 (medio) y py, (inferior), cuando ¢ = 1.

apreciar que el método mejora su resolucidon al aumentar el grado polinomial
(lo mismo ocurre al incrementar el nimero de elementos), lo que sugiere una
correcta aproximacion en el término convectivo.
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Figura 2: Ejemplo 1, aproximacién & = 2 con la cuarta malla, para uy ; (superior),
up,2 (medio) y py, (inferior), cuando ¢ = 1.

5 Conclusiones y direcciones futuras

En este articulo se ha estudiado el método LDG aplicado a la ecuacion de Fokker-
Planck en dos y tres dimensiones. Se prueba la solubilidad unica del esquema
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Figura 3: Ejemplo 2, contornos de pj, utilizando k € {0, 1,2} (filas), en los tiempos
(columnas) t = 0.2,t =0.6yt = 1.

completamente-discreto, utilizando el método de Euler hacia atrds. Maés atn,
se probaron estimados de error a priori, sin embargo, experimentos numéricos
(Ejemplo 1) sugieren que el andlisis propuesto no es preciso en el caso de la va-
riable vectorial u correspondiente al flujo de probabilidad, la cual muestra orden
superior en dos potencias de h. Por otro lado, los resultados nimericos también
apuntan a que la condicion sobre los datos (especificamente: k|| (q) < At),
requerida en el Teorema 3.2, corresponde a una suposicion técnica para llevar
acabo el andlisis, pero bien debe ser posible prescindir de ella mediante un en-
foque distinto.
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08 02 0 05 08 W 08 06 04 02 0 02 04 06 08 4 08 08 04 02 0 02 04 06 08
o 2

Figura 4: Ejemplo 2, contornos de wy, 1 utilizando k € {0, 1,2} (filas), en los tiempos
(columnas)t = 0.2,t =0.6yt = 1.

Con respecto a trabajos futuros, en particular es de interés de los autores el
estudio de discretizaciones de alto orden en la variable temporal, asi como la
aplicacién de métodos de Galerkin discontinuo hibridizado (HDG, por sus siglas
en inglés).
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Figura 5: Ejemplo 2, contornos de uy, o utilizando k € {0, 1,2} (filas), en los tiempos
(columnas)t = 0.2,t =0.6yt = 1.
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