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Resumen

En esta investigación se modela la dinámica estocástica del precio 

del dólar estadounidense sujeto a las diferentes fuerzas que afectan 

su precio relativo con otras monedas en diferentes mercados regio-

nales a través de los procesos de Itô económicamente ponderados 

combinados y la econometría espacial. La muestra de países que se 
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utiliza para modelar el precio relativo del dólar con respecto de monedas locales son: Austra-

lia, Canadá, República Checa, Dinamarca, China (Hong Kong), Hungría, Japón, México, Nueva 

Zelanda, Noruega, Polonia, Rusia, Singapur, Sudáfrica, Suecia, Suiza, Turquía, Reino Unido y los 

países pertenecientes a la Zona Euro considerados como un todo. Para el cálculo de la matriz 

de ponderaciones se utiliza la distancia económica (no geográfica) entre las regiones, y como 

indicador de la relación entre cada pareja de regiones se considera el flujo comercial entre ellos.

Palabras clave: Procesos de Itô, tipo de cambio, modelado estocástico, econometría espacial. 

Clasificación JEL: C21, R12, F31, C63.

1. Introducción

Diversas investigaciones dedicadas a estudiar la dinámica estocástica de precios de 
activos financieros en una región o mercado en particular, suponen que dicho precio 
se comporta de acuerdo con un proceso de Itô. Los trabajos seminales de este enfoque 
son, por supuesto, Black y Scholes (1973), Merton (1973), Vasicek (1977), y Cox 
Ingersoll y Ross (1985a) y (1985b). Otros trabajos que generalizan los procesos de Itô 
se encuentran en Grinols y Turnovsky (1993), Schmedders (1998). Ángeles-Castro y 
Venegas-Martínez (2010), Venegas (2006a) y (2006b), Venegas-Martínez y González-
Aréchiga (2000), y González-Aréchiga et al. (2001). 

Al considerar un activo que se negocia en n regiones diferentes y que en cada región 
está sujeta a diferentes fuerzas que afectan su precio, su modelación también debería 
tomar en cuenta que los diferentes mercados regionales podrían estar o no interrela-
cionados. Incorporar estos aspectos en la modelación del precio del activo financiero 
no sólo indica una sofisticación teórica, sino también representa un aspecto relevante 
que agrega mayor realismo al modelado y permite la simulación de su dinámica ante 
cambios en la forma en que se relacionan las regiones.

Por otro lado, la estadística espacial permite analizar los efectos regionales en la 
modelación de las variables; véanse, al respecto: Morán (1948), Geary (1954), Paelinck 
y Klaasen (1979). En ese sentido la econometría espacial se puede considerar como un 
complemento natural de la modelación estocástica del activo financiero con el fin de 
incorporar en su dinámica el hecho que pueda ser negociado en distintos mercados, y 
que ellos puedan estar interrelacionados o no.

En la modelación de activos financieros y su efecto espacial en las regiones vecinas 
se puede considerar el estudio de Ali y Kestens (2006) que analiza la relación y el conta-
gio entre crisis cambiarias y sus determinantes, utilizando regresiones geográficamente 
ponderadas (GWR por sus siglas en inglés). Además, Ali y Lebreton (2013) estudian la 
difusión espacial de los ataques especulativos durante la caída del sistema de Bretton 
Woods. Sin embargo, estos autores no incluyen procesos de Itô en la modelación del 
precio del activo financiero. En este artículo se presenta un proceso estocástico de Itô 
para modelar el precio de un activo financiero que es negociado en diferentes merca-
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dos con potenciales correlaciones económicas, incorporadas en el modelo mediante 
técnicas de econometría espacial. Para ello se considera un activo financiero que se 
negocia en diferentes mercados regionales y cuyos precios se suponen influenciados 
por condiciones internas de cada región, pero también por condiciones externas de 
las demás regiones. Es así como el precio del activo, además de estar afectado por la 
oferta y la demanda internas, estará influenciado por las condiciones de mercado en 
las regiones cercanas en términos económicos.

En este artículo el activo en cuestión es una divisa, el dólar estadounidense, y su 
precio relativo se modelará con respecto de la moneda de cada uno de los siguientes 
países: Australia, Canadá, República Checa, Dinamarca, China (Hong Kong), Hungría, 
Japón, México, Nueva Zelanda, Noruega, Polonia, Rusia, Singapur, Sudáfrica, Suecia, 
Suiza, Turquía, Reino Unido y los países correspondientes a la Zona Euro considerados 
como un todo. Para modelar el precio de dólar americano, sujeto a las diferentes fuerzas 
que afectan su precio relativo con otras monedas en diferentes mercados regionales que 
están interrelacionados, se utilizan los procesos de Itô económicamente ponderados 
combinados con la econometría espacial. Para el cálculo de la matriz de ponderaciones 
se emplea la distancia euclidiana entre las regiones analizadas, y como indicador de 
la relación entre cada pareja de regiones se utiliza la suma de las exportaciones y las 
importaciones entre ellas (flujo comercial) medidas en miles de dólares; siendo el flujo 
comercial la variable que define la posición relativa de cada región1.

Este artículo está organizado de la siguiente manera: en la sección 2 se presenta la 
metodología, en la cual se desarrolla el modelo, se realiza la estimación de los paráme-
tros y el cálculo de las ponderaciones económicas; luego, en la sección 3, se considera 
el precio del dólar estadounidense con respecto a la moneda local de 18 regiones, se 
desarrolla una aplicación del modelo y se realizan ejercicios de simulación de los efectos 
que un choque en una de las economías tiene sobre el resto de ellas; por último, en la 
sección 4 se presentan las conclusiones.

2. El modelo propuesto

A continuación, el precio de un activo particular se denota como S. El proceso de Itô 
que describe su evolución a través del tiempo está dado por2:

	
dst = a (s,t) dt + b (s, t) dWt

donde dWt es el cambio instantáneo en un proceso de Wiener, Wt´ que puede escri-
birse como:

dWt = ε√dt, con ε~N (0,1)

1 Otros estudios sobre el comportamiento de divisas se encuentran en Benavides-Perales, Téllez-León y 
Venegas-Martínez (2015)
2 Véase, al respecto,Venegas-Martínez, F. (2008).
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Se supone que el mismo activo se negocia en n regiones diferentes y que en cada 
región está sujeto a diferentes fuerzas (intercambio financiero y económico) tanto 
internas como externas que lo afectan. Para ampliar el proceso de Itô a una dimensión 
espacial, se define el siguiente sistema de ecuaciones que describe el comportamiento 
del precio del activo en cada región y su interrelación con las demás regiones:

dst1 = a1 (S, t) dt + b1 (S, t) ε1√dt
dst2 = a2 (S, t) dt + b2 (S, t) ε2√dt

                           ⁞
dstn = an (S, t) dt + bn (S, t) εn√dt

donde S representa el conjunto de precios del activo en las regiones. Las fuerzas 
internas que afectan el precio en la región i se recogen en el precio Si y las externali-
dades en el conjunto S − { Si }. El sistema de ecuaciones de n procesos de Itô puede 
expresarse en forma matricial como:

dS = A (S, t) dt + EB (S, t) √dt

  y A (S, t) y B (S, t) se pueden definir como:

A (S, t) = diag (st1, st2, … , stn) * aT + μ

con a = [a1   a2   …   an] y μ un término de perturbaciones aleatorias, y
B (S,t) = diag (st1, st2, … , stn) * βT + v

con a = [β1   β2   …   βn] y v otro término de perturbaciones aleatorias.

2.1 Estimación de los parámetros

Las componentes de los vectores estimados âi y  pueden ser halladas de la siguiente 
manera3. Considere el modelo lineal:

Y = Xλ + U
 

Si se premultiplica por una matriz de ponderaciones T no singular se obtiene:

TY = TXλ + TU

3 Véase Agudelo (2011).
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La matriz de varianzas y covarianzas de TU satisface:

ƩTU = E [ (TU – E (TU) ) (TU – E (TU) ) T ]

Ahora bien, como E (TU) = TE (U) = 0, se sigue que

ƩTU = TE [UUT] TT

Los efectos espaciales de dependencia y heterogeneidad son propios de los datos 
geográficamente distribuidos (Chasco, 2003), y si una serie presenta rasgos de dependen-
cia espacial, esto conlleva también a la existencia de problemas de heterocedasticidad, 
aunque la inversa no es necesariamente cierta (Mur, 1999). Así, en los modelos donde 
se utilizan datos espaciales se introduce de manera natural la heterocedasticidad. Si se 
acepta que este fenómeno se encuentra presente, se tiene:

 

Con W-1 ≠ I, donde I es la matriz identidad. Por lo tanto,

ƩTU = σ2TW-1TT

De lo anterior se deduce que para que no exista heteroscedasticidad en el modelo 
es necesario que TW-1TT = I. Después de despejar la matriz W se obtiene:

W = TTT.

Como el modelo lineal general considerado es TY = TXβ + TU, entonces el estima-
dor de λ obtenido por el método de mínimos cuadrados ordinarios o por el de máxima 
verosimilitud será:

   = (XTWX)-1 XTWY

Por lo tanto, los estimadores para αi y βi se pueden obtener escribiendo X = S y Y 
= A(S, t) ó Y = B (S, t) según el caso. Por lo tanto:

âi = (STWiS) -1STWiA (S, t)
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En ambos casos Wi es una matriz de ponderaciones que asigna mayor peso a las 
observaciones más cercanas en términos de intercambio financiero y económico y 
menor peso a las más lejanas. Dicha matriz se define como Wi = diag (wi1, wi2, … , win), 
y cuyas componentes se especifican en la siguiente sección.

Por otra parte, los estimadores de los términos de perturbaciones aleatorias, μ y v, 
se obtienen mediante:

2.2 Estimación de ponderaciones

Para establecer los pesos Wij se utilizará la función gaussiana propuesta por Fothe-
ringham et al. (2002), que reduce las ponderaciones de los pesos en la medida en que 
las distancias aumentan de acuerdo con una función del tipo:

donde dij es la distancia económica entre las regiones i y j . Dicha distancia está 
dada por:

donde la posición relativa de la región h puede ser determinada a través del inverso 
multiplicativo de la relación que dicha región tiene con cada una de las demás regiones 
(1/xhk), con k = 1, 2, …, n. Para el caso en que h = k la relación será cero.

  

Para el caso en el que se utilizan diversas variables para definir la posición relativa, 
se propone que dicha distancia sea determinada aplicando el concepto de distancia 
de Mahalanobis, pues ésta tiene en cuenta que las regiones analizadas se comportan 
como variables aleatorias multidimensionales donde cada dimensión tiene diferente 
escala de medición.
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donde Ʃ-1 es la matriz de varianzas y covarianzas del inverso multiplicativo de la 
relación que la región h tiene con cada una de las demás regiones. La posición relativa 
de la región h puede ser determinada a través del siguiente vector:

donde ϕhg representa el vector que indica el inverso multiplicativo de la relación 
entre la región h y la región k a través de la variable g. Dicha relación será denotada 
como xhgk. Para el caso en que h = k la relación será cero. Así mismo

El ancho de banda, denotado por b, se determina como lo propone Lloyd (2011) 
mediante el criterio de validación cruzada:

2.3 Ecuación diferencial estocástica estimada

Una vez que se han determinado los estimadores âi  y  es posible describir el 
comportamiento del precio de cada activo en cada región i de la siguiente forma:

Por lo tanto, la estimación del proceso estocástico utilizado para describir el cambio 
en el precio del activo S en la región i, está dada por:

donde   es el valor estimado del cambio instantáneo en el 
término de perturbaciones aleatorias. La expresión  describe la 
componente que depende de la influencia de las regiones vecinas en términos de in-
tercambio financiero. La expresión  describe la parte del proceso que es autónoma 
y que refleja las particularidades internas de la región i.
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3. Aplicación del modelo

Para ilustrar el modelo propuesto se considera el precio del dólar estadounidense con 
respecto de la moneda de cada uno de los siguientes países: Australia, Canadá, Repú-
blica Checa, Dinamarca, China (Hong Kong), Hungría, Japón, México, Nueva Zelanda, 
Noruega, Polonia, Rusia, Singapur, Sudáfrica, Suecia, Suiza, Turquía, Reino Unido 
y los países correspondientes a la zona euro tenidos en cuenta como un único país.

Los parámetros de la ecuación diferencial que describe el comportamiento de dicho 
activo en cada región fueron estimados de la siguiente manera a partir de la serie de 
precios diarios4: la tendencia fue calculada como el promedio de los rendimientos 
diarios durante los últimos 5 años y la volatilidad como la desviación estándar de 
dichos rendimientos. En el Cuadro 1 se muestran los resultados de las estimaciones.

Para el cálculo de la matriz de ponderaciones se utilizó la distancia euclidiana entre 
las regiones analizadas, y como indicador de la relación entre cada pareja de regiones 
la suma de las exportaciones y las importaciones entre ellas (flujo comercial) medidas 
en miles de dólares. Dichos datos se detallan en el Anexo 1. Al utilizar sólo el flujo 
comercial como la variable que define la posición relativa de cada región, el vector ρh 
será entonces de dimensión 19 x 1, el cual es representado en forma de columnas en 
el Cuadro 2.

A partir de la posición relativa de cada región es posible calcular la distancia eucli-
diana entre ellos, la cual se muestra en el Cuadro 3.

4 Datos tomados desde el 21 de enero de 2011 hasta el 8 de julio de 2014 y obtenidos de World Integrated 
Trade Solution, software desarrollado por el Banco Mundial en colaboración con la Conferencia de las 
Naciones Unidas sobre Comercio y Desarrollo (UNCTAD por sus siglas en inglés).
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Cuadro 1. Promedio y desviación estándar de las rentabilidades diarias 
del precio del dólar estadounidense en términos de la moneda local  

de cada uno de las regiones consideradas

Fuente: Cálculos propios a partir de información de Forex Capital Markets.
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Cuadro 2. Vectores (columnas) que definen la posición relativa de cada región 
analizada

Fuente: Cálculos propios.
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Cuadro 3. Distancia euclidiana entre las regiones analizadas

Fuente: Cálculos propios.
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Cuadro 4. Precios del dólar estadounidense expresados en términos de la moneda 
local en cada región al 8 de julio de 2014

Fuente: Cálculos propios.
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De acuerdo con los precios de la divisa estadounidense presentados en el Cuadro 4 
y el cálculo de los parámetros de tendencia y volatilidad, las matrices del modelo serán:

Después de realizar el proceso de validación cruzada para obtener el ancho de banda 
que minimiza la suma de los cuadrados de los errores de cada uno de los modelos, se 
obtuvieron las matrices de ponderaciones correspondientes a cada una de las regiones. 
Para estimar A (S, t) y B (S, t) se obtuvieron las matrices de pesos espaciales que se 
detallan en el Anexo 1. Los estimadores encontrados son los siguientes:
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Los estimadores de α encontrados indican la parte del cambio promedio en el precio 
del dólar estadounidense en cada región, que es explicada por el precio de ese activo 
en las regiones vecinas en términos económicos. Los estimadores de β indican la parte 
de la desviación estándar del cambio que explican dichas regiones.

El ancho de banda óptimo para la regresión económicamente ponderada que explica 
la variabilidad en la tendencia es 3,15 y para la que explica la volatilidad es 0,11. Los 
errores estimados para cada región se presentan en el Cuadro 5. 

En la Gráfica 1 se muestra una simulación para el precio de la divisa estadounidense 
(base 1.000) en términos de la moneda local de cada una de las regiones de la muestra. 

Para establecer una comparación entre el escenario inicial y uno simulado, se supuso 
que ante una creciente tensión entre el gobierno húngaro y la Unión Europea, los países 
representados en la muestra deciden aislar comercialmente a dicho país, eliminando 
todo comercio con él. La repercusión que tendría en el precio de la divisa estadouni-
dense en cada una de las regiones se muestra en la Gráfica 2. En esta gráfica se muestra 
una simulación del precio de la divisa estadounidense (base 1.000) en términos de la 
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moneda local ante el cierre de la economía húngara.
Los resultados muestran que un eventual bloqueo comercial a la economía húngara 

provocaría, con el paso del tiempo, inestabilidad en el precio del dólar estadounidense 
en la mayoría de países representados en la muestra, especialmente en el Reino Unido 
y en los países que conforman la Zona Euro.

El método presentado permite evaluar el impacto que tendría la imposición de san-
ciones económicas a una o más de las regiones de la muestra y el efecto que tendría en 
sus socios comerciales, pues modificar las relaciones existentes cambiaría el equilibrio 
inicial y llevaría al mundo a un nuevo equilibrio a través de la modificación del precio 
interno del dólar estadounidense en cada región.

Cuadro 5. Errores estimados para cada región

Fuente: Cálculos propios.
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Gráfica 1. Simulación del precio de la divisa estadounidense (base 1.000)
en términos de la moneda local

Fuente: Cálculos propios a partir de información de Forex Capital Markets.
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Gráfica 2. Simulación del precio de la divisa estadounidense (base 1.000) 
en términos de la moneda local ante el cierre de la economía húngara

Fuente: Cálculos propios a partir de información de Forex Capital Markets.
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4. Conclusiones

Se consideró una divisa negociada en n mercados, cuyo precio en cada uno de ellos es 
modelado por medio de un proceso de Itô que incluye la posible interrelación entre los 
precios, modelada mediante econometría espacial, donde la distancia entre las regiones 
se mide en términos económicos y financieros y no geográficos. Al poder analizar de 
forma integrada la dinámica del precio del activo en cada región, es posible simular el 
comportamiento del activo en cada región y los efectos que un cambio en los precios 
o en las relaciones económicas de una región en particular tendría sobre las demás.

La muestra de regiones que se utiliza para modelar el precio relativo del dólar con 
respecto de monedas locales son: Australia, Canadá, República Checa, Dinamarca, 
China (Hong Kong), Hungría, Japón, México, Nueva Zelanda, Noruega, Polonia, Rusia, 
Singapur, Sudáfrica, Suecia, Suiza, Turquía, Reino Unido y la Zona Euro. Es importante 
destacar que los hallazgos empíricos muestran que un eventual bloqueo comercial a la 
economía húngara conduciría a la inestabilidad en el precio del dólar estadounidense 
en la mayoría de las regiones de la muestra, particularmente en el Reino Unido y en 
los países que conforman la Zona Euro.

Investigaciones futuras sobre el tema pueden tratar sobre la distancia óptima que 
debe existir entre un país o región y sus vecinos de tal forma que se minimice el efecto 
sobre el precio de un activo en particular ante un choque externo, tal como se supuso 
en la Sección 3. Estas investigaciones pueden ayudar a calcular los efectos colaterales 
de imponer sanciones económicas a un país, y ayudar a los gobiernos a disminuir el 
riesgo de contagio financiero, entre otras aplicaciones.

Anexo 1

En la siguiente tabla se relaciona el valor de los intercambios comerciales que 
tuvieron los siguientes países en el año 2012: Australia, Canadá, República Checa, 
Dinamarca, China (Hong Kong), Hungría, Japón, México, Nueva Zelanda, Noruega, 
Polonia, Rusia, Singapur, Sudáfrica, Suecia, Suiza, Turquía, Reino Unido y los países 
correspondientes a la zona euro considerados como un único país. Los valores se en-
cuentran expresados en millones de dólares estadounidenses y corresponden a la suma 
de las importaciones y exportaciones desde y hacia cada país de la muestra.
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Cuadro 6. Flujo comercial entre las regiones
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