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Resumen

Tras la publicacién de la Geometria de Descartes (1637), se produjo un gran inte-
rés en la creacion de instrumentos que dibujasen conicas mediante movimientos mecani-
cos. Tomando como base histérica este tipo de mecanismos, se propone una secuencia
didactica para Secundaria y Bachillerato mediante el uso de las TIC.
Palabras clave: Mecanismos articulados, Conicas, Geometria dinamica, Aprendizaje Ba-

sado en Problemas, Didactica

Abstract

Following the publication of Geometry by Descartes (1637), there was a great inter-
est in creating tools able to draw conic sections through mechanical movements. Bearing
in mind this type of mechanisms on such historical basis, as follows is shown a didactic
sequence for K12 students by using ICT tools.

Keywords: Linkages, conic, Dinamic Geometry, PBL, Didactic.

Educacién matematica para el siglo XXI
Tomando las palabras de Conrad Wolfram en la charla TED "Stop teaching calcula-
ting, start teaching Math" [15]:
“Hoy en dia tenemos un problema con la formacion en Matematicas, especialmente en las
escuelas. Basicamente, nadie estd muy contento. Los que la aprenden creen que son algo
aislado, dificil y sin interés. Los que tratan de aplicarla, creen que no saben lo suficiente.

Los gobiernos se dan cuenta que es algo bueno para la Economia pero no saben cémo
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adecuarla. Y los profesores también estan frustrados. Sin embargo, las Matematicas son

ahora aun mas importantes para el mundo que en cualquier otro momento de la historia”.

Por otro lado, la metodologia tradicional de trabajo en el aula basada en un método
expositivo por parte del docente y pasivo por parte del discente, ha demostrado que ya no
funciona en la escuela del siglo XXI. Ante una generacion de nativos digitales con acceso
inmediato a una ingente cantidad de informacion gracias a sus teléfonos moviles con co-
nexion a Internet, el enfoque metodoldgico que se debe dar en el aula, debe propiciar la
participacion del alumnado en su propio proceso de aprendizaje creando escenarios de
aprendizaje enriquecedores y estableciendo dinamicas y flujos de conexion entre los
aprendices capaces de promover el intercambio de informacion y el trabajo cooperativo.
Ademas, estos escenarios de aprendizaje deben estar caracterizados por su flexibilidad,
es decir, por la capacidad de poderse adaptar a las necesidades especificas de cada
alumno, a la tan famosa atencion a la diversidad.

Como metodologia de trabajo con el alumnado, el Aprendizaje por Proyectos (PBL
de sus siglas en inglés Project Based Learning) o el proceso de Aprendizaje Basado en
Problemas (ABP) en particular, van a ser la base metodologica de aplicacion al aula. En
ambos casos, constituyen un método de trabajo en el que los alumnos participan activa-
mente en la adquisicion de su conocimiento. EI método se orienta a la resolucion de ta-
reas o problemas que son seleccionados de la realidad o bien disefiados para lograr el
aprendizaje de ciertos objetivos de conocimiento.

El origen de esta forma de trabajo surge en los afnos 60 en la Universidad de Mc-
Master (Canada) cuando un grupo de educadores médicos se replante6 la forma de en-
sefar Medicina tratando de conseguir una mejor preparacién de sus profesionales plan-
teando que, ademas de adquirir conocimientos, tenian que adquirir también una serie de
competencias y habilidades basicas para su trabajo [14]. De este modo, la Facultad de
Ciencias de la Salud de la Universidad de McMaster establecié una propuesta metodol6-
gica que fue implementada a lo largo de los tres afos de su plan de estudios y que es co-
nocida actualmente como Aprendizaje Basado en Problemas. Esta mentalidad, dada su
validez académica, comienza a expandirse muy pronto a otros campos profesionales tales
como la ingenieria, la gestion empresarial o las ciencias juridicas. A Europa llega a través
de la Universidad de Maastricht (Holanda) que se crea en 1974 y organiza todos sus es-

tudios con esta metodologia [11]. Por ultimo, la Universidad de Aalborg (Dinamarca) crea
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una variante, el Aprendizaje Basado en Proyectos, con la cual organizan una gran parte
de sus ensenanzas.

En pleno siglo XXI, no podemos obviar la importancia del uso racional de las TIC
(Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion) en el aula. En el caso que nos ocupa,
se propone la utilizacion de un Sistema de Geometria Dinamica (SGD en adelante), es
decir, un programa informatico que permite la creacién y manipulacion de construcciones
geomeétricas [3].

Una caracteristica muy importante de este tipo de programas es que son capaces
de construir modelos geométricos a partir de objetos tales como puntos, rectas,
circulos, ... asi como de las dependencias que pueden relacionar unos objetos con otros.
El usuario puede manipular el modelo geométrico moviendo algunos elementos y el SGD
automaticamente realizara los computos para mover los elementos dependientes mante-
niendo la construccion. Esto es lo que se conoce como Geometria Dindmica. A diferencia
de otros programas de creacion de imagenes, un dibujo en un SGD es una visualizacion
de un modelo geométrico y viene provisto de una interfaz visual para su manipulacion.

El SGD propuesto para la realizacion de las actividades es Cinderella.2. Dos carac-
teristicas principales le diferencian de otros SGD y nos han llevado a su eleccion para el
desarrollo del presente trabajo. El primero es que las construcciones en Cinderella.2 estan
realizadas en un espacio proyectivo de nimeros complejos lo que garantiza la consisten-
cia de las construcciones incluso en posiciones degeneradas. La segunda es que Cinde-
rella.2 desarrolla un movimiento continuo de los puntos evitando saltos en las construc-

ciones [13].

Introduccién histérica

Durante el siglo XVII se produjo un cambio de rumbo desde la orientacibn geomé-
trica clasica griega vigente en el Renacimiento hacia una vision filoséfica mucho mas
pragmatica. En esta época, una clase de Geometria trataria sobre fortificaciones, maqui-
nas de asedio, canales, sistemas de riego 0 mecanismos elevadores. A principios de este
siglo era posible representar una gran variedad de conceptos aritméticos y relaciones gra-
cias al recién nacido lenguaje algebraico. Cuestiones acerca de formas apropiadas de re-
presentacion dominaron la actividad intelectual de este siglo, no solo en Ciencia y Mate-

maticas sino también en religion, politica, leyes y discusiones filosoéficas.
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Al respecto, una figura prevalece sobre las demas: René Descartes (1596 - 1650).
La Géométrie fue originalmente publicado como uno de los tres apéndices a su obra filo-
soéfica Le Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la vérité dans
les sciences (El discurso del método para dirigir bien la razon y buscar la verdad en las
ciencias). Los otros dos apéndices eran La Dioptrique'y Les météores.

Hoy en dia, geometria cartesiana es sinbnimo de geometria analitica pero la finali-
dad principal que perseguia Descartes estaba muy lejos de la que persiguen los libros de
texto modernos [5]. La primera frase de la Geometria asi lo indica:

Cualquier problema de Geometria puede reducirse facilmente a términos tales que el co-

nocimiento de las longitudes de determinados segmentos es suficiente para su construc-

cion [8].

Asi, a pesar de que Descartes es senalado como el padre de la geometria analiti-
ca, no hay en la Geometria gréfica de ecuacidn alguna. Las curvas eran construidas por
acciones geométricas la mayor parte de las cuales eran representadas mediante instru-
mentos mecanicos. Una vez dibujadas las curvas, Descartes introducia el sistema de
coordenadas para analizar el proceso de construccidn de la curva y obtener una ecuacion
que representara dicha curva. Asi, las ecuaciones no creaban las curvas: éstas genera-
ban ecuaciones [9].

La Geometria no habla de construcciones estaticas ni de pruebas axiomaticas sino
de movimientos mecanicos y su posible representaciéon mediante ecuaciones algebraicas.
Se citan muchos problemas clasicos transformados en problemas de locus (trayectorias
producidas por movimientos continuos) gracias al uso de una gran variedad de movimien-
tos y mecanismos que iban mas alla de las construcciones clasicas con regla y compas.

Descartes, tras leer a Pappus, aprendié que los antiguos gebmetras griegos consi-
deraron tres clases de problemas en funcion de la construccion usada para su resolucion:
las construcciones con regla y compas se llamaron planas mientras que las que incluian
secciones cdnicas o construccidon de dos medias proporcionales se llamaron sdlidas. Las
construcciones incluidas en estas dos clases fueron consideradas puramentes geométri-
cas mientras que las de la tercera, que incluia curvas que solo se podian construir con al-
gun ingenio mecanico, fueron excluidas de la Geometria. Descartes pens6 en construir
una Geometria que incluyera todas esas curvas construidas mediante mecanismos articu-

lados, es decir, instrumentos hechos con barras articuladas [8]. Estas barras se articulan
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unas con otras mediante pivotes que pueden ser fijos o deslizantes. Incluso, Descartes
supuso que esta clase de curvas constituia la de las curvas algebraicas pero no lo demos-
trd.

Asi, llegamos a lo que, al contrario de los gebmetras griegos, nos interesa en este
articulo: los mecanismos articulados capaces de trazar curvas. En la Geometria, Descar-
tes presenta dos mecanismos: el mesolabio y un hiperbolografo.

El mesolabio (figura 1, izquierda) consta de dos barras YZ e YX que se articulan en
Y. El punto B esté fijo pero todos los demas son mdéviles manteniéndose Unicamente la
perpendicularidad de las barras transversales bien a YZ bien a YX. Este mecanismo per-
mite calcular raices cubicas por lo que se puede usar para resolver los problemas clasicos
de la duplicacién del cubo y la triseccion del angulo [1]. Ademas, dibuja curvas algebrai-
cas de distinto grado: el punto B traza una circunferencia, el punto D una cuértica, el pun-
to F traza una curva de grado 8 y el punto H una curva de grado 12 [7].

El segundo de los mecanismos que aparece en la Geometria es un hiperboldgrafo
(figura 1, derecha) descrito por el propio Descartes:

“Sea la curva EC descrita por la interseccion de la barra GL con la figura rectilinea NKL

cuyo lado KN es generado indefinidamente en direccion a C y que, movido en el mismo

plano de manera que su diametro KL coincide siempre con parte de la linea AB, proporcio-
na a la barra GL un movimiento giratorio alrededor de G (la barra esta unida a la figura

NKL en L). Si quiero encontrar a que clase pertenece esta curva, elijo una linea recta,

como AB, y en ella elijo un punto A por el que empezar la investigacion. Digo ’escojo esto y

esto’ porque somos libres de elegir los que queramos para hacer la ecuaciéon los mas corta

y simple posible y no importa qué recta escoja en vez de la AB ya que la curva sera siem-

pre de la misma clase como es facilmente demostrable”.

Figura 1. Mesolabio e hiperbolégrafo de Descartes
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Asi, Descartes asegura que el grado de la ecuacién que describe la curva es inde-
pendiente del sistema de coordenadas elegido concluyendo que era una hipérbola: com-
me en effect elle n’est autre qu’une Hyperbole.

Vemos entonces que la curvas se generan a partir de las trayectorias (/oci) de me-
canismos articulados mediante movimientos mecanicos continuos. Este método es cono-

cido como generacion organica de curvas [10].

Conicégrafos del siglo XVII

Destaca en este aspecto la figura del holandés Franz van Schooten el joven (1615
- 1668) el cual en su tratado De organica conicarum sectionum in plano descriptione trac-
tatus publicado en 1675, presenta seis mecanismos articulados (figura 2) para dibujar c6-
nicas, es decir, conicografos: mecanismos con unos ajustes apropiados capaz de trazar
secciones conicas [2]. Cabe destacar que Van Schooten tradujo al latin y comenté la
Geometria de Descartes (publicada inicialmente en francés) dandola a conocer a toda la

comunidad matematica.

Figura 2. Conicografos de Franz van Schooten
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El primer mecanismo (figura 2, 1) es un elipsografo. Si tomamos dos barras de la
misma longitud AB y BD articuladas en B y sujetas por A a una barra fija por la que se
desliza D, cualquier punto E de la barra BD, diferente de sus extremos, describe una elip-
se.

El segundo mecanismo (figura 2, 2) es otro elipségrafo compuesto por un contrapa-
ralelogramo articulado formado por tres barras HG, IF y FG cumpliéndose que las barras
HG y IF son de igual longitud y la distancia entre los vértices H e | es igual a la medida de
la barra F G. Los vértices H e | son fijos. Asi, el punto de interseccion E de las barras HG
e IF traza una elipse de focos H e | cuando la barra HG gira con centro H.

El tercer mecanismo (figura 2, 3) es un hiperbolégrafo basado en la definicion habi-
tual de hipérbola como lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a dos
puntos fijos es constante. Los puntos C y F son fijos. La distancia CF coincide con DG y
CD = FG. Si X es el punto de interseccidn de las barras CD y GF, tenemos que XP = XB
por lo que XA - XB = XA- XP = CD y el punto X traza una hipérbola.

Los otros tres mecanismos que trazan conicas descritos por Van Schooten son un
elipsografo, un hiperboldgrafo y un parabolégrafo (figura 2: 4, 5 y 6 respectivamente). A
simple vista, se observa que los tres mecanismos constan de un elemento comun, un
rombo articulado. Esto es debido a que el funcionamiento de los tres mecanismos se basa

en el siguiente resultado teorico [12] (ver figura 3):

Si un vértice B de un rombo articulado se mueve en una circunferencia de centro F’ mien-

tras que el vértice opuesto esta fijo, la trayectoria del punto de interseccion entre la diago-

nal de los otros dos vértices D e | del rombo y la recta F’'B es una cénica.

Figura 3. Rombo articulado para trazar secciones conicas mediante
un movimiento continuo
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Basandose en este resultado, Van Schooten dispone las posiciones y longitudes de

las barras de forma que cada mecanismo traza una de las tres secciones conicas.

Secuencia didactica
La presente secuencia didactica esta dirigida a alumnado de Secundaria o Bachi-
llerato de cara al estudio de las cénicas con los siguientes objetivos:
- Conocer las conicas y los elementos de las conicas
- Consultar documentacién original del siglo XVII e interpretar la informacion con-
tenida en ella
- Construir digitalmente los conicdgrafos de Van Schooten
- Conocer las ecuaciones algebraicas de las conicas

- Relacionar estas ecuaciones con los conicdgrafos que las generan

Actividad 1: las cénicas

Cinderella.2 tiene cuatro herramientas (Figura 4) mediante las cuales es posible
generar conicas dados algunos de sus elementos: traza la conica que pasa por cinco pun-
tos, traza una elipse dados sus focos y un punto, traza una hipérbola dados sus focos y

un punto y, por ultimo, traza una parabola dado el foco y la directriz.
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Figura 4. Herramientas de Cinderella.2 para trazar conicas.

La actividad va a consistir en utilizar esas herramientas para:

- Trazar una elipse dados sus focos y un punto. Después, generar los ejes de la elip-
se. Con la herramienta medir distancia, hallar las distancias del punto de la elipse a
los focos. Definir otro punto en la elipse, hallar las distancias de este punto a los
focos y comprobar que la suma de distancias de un punto de la elipse a los focos
es constante.

- Trazar una hipérbola dados sus focos y un punto. Después, generar los ejes de la

hipérbola y las asintotas. Con la herramienta medir distancia, hallar las distancias
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del punto de la hipérbola a los focos. Definir otro punto en la hipérbola, hallar las
distancias de este punto a los focos y comprobar que la diferencia de distancias de
un punto de la hipérbola a los focos es constante.

- Traza una parabola dado el foco y la directriz. Después, generar el eje de la para-
bola. Definir un punto en la parabola y con la herramienta medir distancia, compro-

bar que coinciden las distancias al foco y a la directriz.

Actividad 2: generacion digital de conicégrafos
En la documentaciéon de la web de Cinderella.2, se muestra como construir un me-

canismo articulado de tres barras y el locus generado por la trayectoria de un punto: http://

Se propone a los alumnos que, siguiendo esas instrucciones y tomando como base
el libro original de Franz von Schooten De organica conicarum sectionum in plano descrip-
tione tractatus —disponible en formato digital en Google libros o en http://echo.mpiwg-ber-
lin.mpg.de/ECHOdocuView?url=/mpiwg/online/permanent/library/EWN480XH- construyan
en Cinderella.2 los seis conicografos de Van Schooten. En la figura 5 se puede ver el hi-
perbolégrafo 3 de la Figura 2 generado en Cinderella.2 en el que se ha modificado el color
y grosor de los segmentos que son azules por defecto. Ademas, se ha anadido un boton
de animacién a partir del movimiento circular del punto D con centro C y trazado el locus o

trayectoria del punto X que es el que traza la hipérbola.

Figura 5. Hiperbol6grafo de Van Schooten generado en Cinderella.2
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Actividad 3: relacionando curvas y ecuaciones

Para relacionar las curvas generadas mediante los mecanismos articulados con

sus ecuaciones algebraicas, el desarrollo de esta actividad sera el siguiente:

Con una calculadora gréafica como Desmos (desmos.com), al alumno debe generar
mediante expresiones algebraicas dos elipses, dos parabolas y dos hipérbolas y
representar sus elementos: focos y, en su caso, directriz. De cada una de estas

seis conicas, se debe generar una imagen. En la figura 6 se puede ver un ejemplo.

+ o #
Q 3
° |~4.0) / o R
/ \
Q 0 [ —] .
\ /

Figura 6. Elipse con sus focos generada algebraicamente con Desmos

Con Cinderella.2, los alumnos deben generar los conicdgrafos con barras basados
en rombos articulados como en la actividad anterior pero esta vez de forma que se
pueda cambiar la medida de los elementos. En la figura 7 puede verse el hiperbo-
lbgrafo de Van Schooten en el que la hipérbola se genera con el trazo del punto O
al mover cuando el punto D gira con centro C. En esta construccion, se pueden
mover los puntos C y F. Se pueden ver unos segmentos AB, GE y HK a la izquier-
da. La medida del segmento Ab coincide con la del segmento CF. La del segmento
GE coincide con la del segmento CD y la medida de HK coincide con las medidas
de los segmentos MF, MD, LF y LD. Asi variando estas medidas y la posicion de los
puntos C y F, se puede trazar cualquier hipérbola.

Ahora, en Cinderella.2 se puede seleccionar una imagen como fondo de la cons-

truccion. De este modo, para la construccion del elipsoégrafo, el alumno debe afiadir
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la imagen de una de las dos elipses generada en Desmos. Por ultimo, se debe
ajustar la disposicion y medidas del elipsdgrafo para que la curva que genere coin-
cida con la grafica relacionando los elementos del mecanismo con los elementos

de la coOnica.

Figura 7. Hiperbol6grafo de Van Schooten generado con Cinderella. Al cambiar
las medidas de los segmentos AB, GE y HK, varian las medidas de las barras del
hiperbolografo.

- En la figura 8 puede verse el elipsografo con la imagen de una elipse y en la figura

9 el mismo mecanismo ya ajustado a la elipse.

be
~
o

~| 1]

Figura 8. Elipsografo de Van Schooten basado en un rombo articulado en el que
se pueden cambiar las medidas y posicion y gréfica de una elipse generada alge-
braicamente.
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Figura 9. Elipségrafo de Van Schooten ajustado para trazar una elipse de ecua-
cion determinada.

Conclusiones

Los conicografos como mecanismos articulados pueden ser un elemento muy efec-
tivo a la hora de implementar escenarios para la experimentacién activa en el aula de Ma-
tematicas con alumnos de Secundaria y Bachillerato. Mediante la investigacion con activi-
dades y materiales como los aqui presentados y con la guia del profesor, los alumnos
pueden generar nuevos conocimientos matematicos siendo protagonistas en la obtencion
de resultados y en la construccién de pruebas ademas de poder asimilar distintas estrate-
gias para la resolucion de tareas propuestas fomentando la creatividad en la busqueda de
soluciones o demostraciones.

Gracias a los ordenadores y a los Sistemas de Geometria Dinamica, se pueden
realizar de una forma muy sencilla y econ6mica construcciones interactivas de distintos
sistemas articulados asi como de las curvas generadas ademas de estudiar variaciones a
una misma construccién con un coste minimo, algo impensable no mucho tiempo atras.

Entender el funcionamiento de este tipo de mecanismos con la ayuda de la Geo-
metria Dinamica en un entorno de aprendizaje por descubrimiento, supone una motiva-
cidén para el alumnado con el objetivo de llegar a demostraciones matematicas rigurosas a
la vez que muestra las relaciones entre el Algebra y la Geometria.

Incidiendo en este sentido, me permito citar de la introduccion del libro Matemaqui-
nas. La matematica que hay en la tecnologia, de Brian Bolt [4], la frase siguiente:

“La LOGSE, en Espafia, que aspira a introducir en los curricula enfoques mas inspirados y

a establecer criterios de evaluacion menos rutinarios, propicia la ocasién de revisar nues-
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tros cursos y establecer mas amplias conexiones interdisciplinares, y en particular, para

tender puentes entre las matematicas y la tecnologia”.

Aportamos esto como opinién autorizada sobre la necesidad de introducir enfoques
interdisciplinares, como el que nos ocupa en el presente articulo.

Resulta, asimismo, ilustrador del punto de vista manifestado anteriormente las si-
guientes frases extraidas del libro How round is your circle? Where Engineering and Mat-
hematics Meet [6]:

“The research mathematician, concerned with purely abstract realms, and the mechanical

engineer, who grapples with the practical difficulties of the physical world, are unlikely com-

panions [...] We encourage them [mathematicians] to leave their confortable world of ficti-
tious thin lines, perfect circles and exact numbers, at least occasionally. [...] Furthermore, in

order to even perform apparently “trivial” tasks, the engineer owes a lot to mathematics”.

Las propuestas aqui presentadas estan orientadas en este sentido.

Y, para terminar, unas palabras de lvan lvanovich Artobolevski, (1905-1977), inge-
niero mecanico y cientifico ruso y primer presidente de la Federacion Internacional de
Teoria de Maquinas y Mecanismos, relacionadas con la Educacion:

“Most important in the education of scientific youth is the development of independence

and creative idea. To learn and learn creativity it is possible. Most important for a creative

person is his skill to observe a natural phenomenon, to know the mechanism of processes,

occurring in it and to transfer this knowledge to the world of techniques”.

Referencias

[1] Aroca, J. M. Sistemas articulados: teorema de Kempe. Revista del Seminario Iberoa-
mericano de Matematicas, 4 Fasciculo Il, 2013.

[2] Artobolevskii, I.I. Mechanisms for the generation of plane curves. Pergamon. 1964.

[3] Bantchev, B. A brief tour to dynamic geometry software. 2010.

[4] Bolt, B. Mathematics meets Technology. Cambridge University Press. 1991. Edicién en
castellano de titulo “Matemaquinas. La matematica que hay en la tecnologia”, de Ed. La-
bor. 1992. Pag. VIII.

[5] Boyer, C.B. y Pérez, M.M. Historia de la matematica. Alianza Editorial. 1999.

[6] Bryant, J. y Sangwin, C. “How round is your circle? Where Engineering and Mathema-

tics Meet”. Princeton University Press. 2008. Pag. Xiii.

TRIM, 10 (2016), pp. 47-60



60 Francisco Javier Manzano Mozo

[7] Dennis, D. Historical perspectives for the reform of Mathematics curriculum: geometric
curve drawing devices and their role in the transition to an algebraic description of fun-
ctions. Cornell University, May, 1995.

[8] Descartes, R. Geometry. Dover Publications, 1954.

[9] Lenoir, T.. Descartes and the geometrization of thought: The methodological back-
ground of Descartes “Géomeétrie”. Historia Mathematica, 6(4):355 — 379, 1979.

[10] Maclaurin, C. Geometria organica, sive descriptio linearum curvarum universalis.
1720.

[11] Moust, J. The Problem-Based Education Approach at the Maastricht Law School. The
Law Teacher. The International Journal of Legal Education, 1998: 32 (1), 5-37.

[12] Quinn, J. J. A linkage for describing the conic sections by continuous motion. The
American Mathematical Monthly: Devoted to the Interests of Collegiate Mathematics,
11-12, 1904.

[13] Richter-Gebert J. y Kortenkamp, U.H. The Cinderella.2 Manual: Working with The In-
teractive Geometry Software. Springer, 2012.

[14] Spaulding. W. B. Reuvitalizing medical education. McMaster Medical School. The early
years 1965-1974. Hamilton: B. C. Decker Inc. 1991: 1-235.

[15] Wolfram, C. Stop teaching calculating, start teaching math. http://www.computerba-

sedmath.org/resources/ reforming-math-curriculum-with-computers.html, 2010.

TRIM, 10 (2016), pp. 47-60



