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Resumen. Se desarrollan los resultados algebraicos concernientes a los fi-
brados vectoriales equivariantes sobre algunos espacios compactos, usando
construcciones y argumentos globales. El enfoque que se le da es un tanto
algebraico.
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Equivariant vector bundles on compact
homogeneous spaces

Abstract.  Algebraic results are developed concerning to the equivariant
vector bundles on some compact spaces, using global constructions and ar-
guments. In a sense the approach is algebraic.
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1. Introduccién

En la geometria no conmutativa (GNC) los espacios topologicos son reemplaza-
dos por sus algebras de coordenadas, y los fibrados vectoriales por sus médulos de
secciones. De la misma forma, las extensiones principales de élgebras asumen el
papel de fibrados principales cuénticos. Al nivel topologico, una accién principal
de grupo quiere decir una accién libre y propia; a nivel algebraico, un fibrado prin-
cipal se traduce en un funtor monoidal, desde la categoria de las representaciones
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finitodimensionales de grupos a la categoria de modulos proyectivos finitamente
generados sobre algebras.

El funtor se define al asociar al fibrado principal un fibrado vectorial, mediante
una representacion de grupo, y al tomar el médulo de secciones globales de dicho
fibrado vectorial. Se puede entonces construir un diccionario que lleva la geometria
diferencial de las acciones de grupos al mundo de las dlgebras y bidlgebras, en una
forma que permite estudiar fen6menos de simetria cuantica.

El proposito del articulo es dar un enfoque flexible para el caso de los fibrados
vectoriales equivariantes sobre espacios compactos conexos. El articulo se puede
ver como una exposicion extensa, cuya novedad principal esta en la presentacion
de los resultados conocidos y la simplicidad relativa que el enfoque aporta a este
tema. Los temas son autocontenidos desde el punto de vista algebraico.

En la seccién 2 se introducen los fibrados vectoriales equivariantes sobre un espa-
cio, y los A-mo6dulos proyectivos. En la seccion 3 se mencionan las conclusiones.

2. Fibrados vectoriales inducidos

Asumiremos que G es un grupo compacto y que K es un subgrupo cerrado de G.
Entonces G acttia sobre el espacio cociente G/ K, el cual tiene de forma natural la
topologia cociente compacta del grupo G. Definimos A := C(G/K) la C*-algebra
de funciones continuas sobre el cociente G/ K, con las operaciones puntuales y la
norma supremo || - ||so. Consideraremos a A como la subalgebra de C(G), donde
C(G) es el algebra de funciones f que satisfacen la propiedad de que f(xs) = f(z)
paraz € G,s € K.

Denotaremos por A la accion de G sobre A que se obtiene por la accién en el
cociente G/K, dada por (\, f)(z) = f(y~'x) para f € A,y,z € G.

Sea (m, H) una representacion de dimension finita de K. Como K es un grupo
compacto, podemos equipar el espacio vectorial H con un producto punto -
invariante; por lo tanto, asumiremos que la representacion (m,H) es ortogonal
o unitaria. Definamos 2, = {{ € C(G,H) : £(ws) = n;1(E(x))} para z € G y
s € K. Aqui C(G,H) denota el espacio vectorial de funciones continuas de G a
‘H. Se puede ver que =, es un A-moédulo derecho por operaciones puntuales. Por
consistencia en la escritura, escribimos los escalares a la derecha de los elementos
de H, obteniendo (£f)(z) = &(z)f(z) para{ € Z,, f € A,z € G.

La accion izquierda de G en si mismo induce una accion de G en C(G,H), y es
facil verificar que esta accién manda Z; en si mismo. Denotamos esta accion otra
vez por A, asf que (A,€)(x) = £(y~'z). Entonces tenemos la relacion de covarianza
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Ay (&F) = (Ay€)(Ayf). Con abuso de la terminologia podemos hacer la siguiente
definicion:

Definicién 2.1. El A-moédulo derecho =, con su G-accion lo llamamos el fibrado
vectorial equivariante sobre G/K inducido por (m,%).

Observemos que para £ € =, v s € K tenemos (\:&)(e) = &(s71) = ms(&(e)),
donde e es el elemento identidad de G. Por lo tanto, recordando que Z; es un
espacio de funciones sobre GG, podemos de esta manera recobrar la representacion
original (7,H) a partir de Z; con su G-accion.

El producto punto sobre H determina un fibrado métrico canonico sobre =, esto
es, un producto punto A-valuado [2, p. 1], definido por (£, n)a(x) = (£(z),n(x))x-

El producto punto sobre H es lineal en la segunda variable. Se puede ver que el
producto punto A-valuado sobre =, es G-invariante en el sentido de que

)‘y(<€> 77>A) = </\y€7 )\y77>A~

Sobre Z; se puede definir un producto punto ordinario (-, -), dado por

) = /G (e

La accion A de G sobre = preserva este producto punto. La completez de =,
para este producto punto es el espacio de Hilbert de la representacion inducida de
Mackey de G de la representacion (m, H) de K; con la representacién de G solo
llega ser la extension de A para la completez.

Teorema 2.2. Para G, K y (m,H) como antes, el mddulo inducido Z, es un
A-mddulo proyectivo.

Demostracion. Hay que encontrar una representaciéon unitaria u ortogonal de di-
mension finita (%’,ﬁ) de G, tal que H sea un subespacio de 7?[, y tal que la
restricciéon de 7 en K actuando sobre H sea m sea posible. Las representaciones
(7, ’i’-£) existen, por el teorema de reciprocidad de Frobenius [1, p. 144]. Observe-
mos que C(G/K, 7-7) es un A-mddulo libre cuya base se obtiene de cualquier base

de H.

Definimos ® : E, — C(G/K,H) por la regla (9¢)(z) = 7,(£(z)) para z € G.
Obsérvese que ® es un homomorfismo de A-moédulos inyectivo. Sea P la proyeccion
ortogonal de HaH, y definase la funciéon p de G a LZ(?-[N)7 el algebra de operadores
lineales sobre H, por: p(z) = 7, P:.
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Se puede ver que p es una proyeccion en el algebra C(G/K, E(?Nl)) Mas atn, esta
algebra actiia como endomorfismo sobre el A-médulo libre C(G/K,H), evidente-
mente de manera puntual, y se puede demostrar que p es la proyeccién sobre el
recorrido de @ (ver una demostracion en [3, p. 25]). Por lo tanto, el recorrido de
®, v as{ =, es proyectivo. 4

Hagamos hincapié en que el fibrado vectorial correspondiente a =, puede ser visto
como la asignacion de cada punto & de G/K al recorrido del subespacio de p(x).
Notese que para una representacion (m, H) dada, puede haber muchas elecciones
para la representacion (%,ﬁ), y como consecuencia, muchas elecciones para la
proyeccion p.

En el caso de que G sea un grupo de Lie, se sabe que las representaciones de
dimension finita (como los homomorfismos entre grupos de Lie) son suaves; conse-
cuentemente, la proyeccion p de la demostracion anterior es suave, y esto muestra
que el subespacio Z° de funciones suaves de Z; es un modulo proyectivo sobre

C®(G/K) |4, p. 4].

3. Conclusiones
1. Para G, K y (m,H), el modulo inducido Z; es un A-modulo proyectivo.

2. Si F es un K-moédulo y V un G-moédulo sobre F', existe un isomorfismo
canénico Homg (V,i%E) &2 Hom (res%V, E), donde i% E es el espacio de
funciones continuas f : G — E, tales que f(xs) = s ! f(x) paras € K,z €
Gy resIG{V es el conjunto de las restricciones de V' a K.

3. Para un grupo de Lie G, el subespacio Z5° es un moédulo proyectivo sobre

C®(G/K).
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