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Cota superior para el primer valor propio del
problema de Steklov
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Resumen. Sea B, una bola n-dimensional dotada con una métrica rotacional-
mente invariante y con curvaturas seccionales radiales no positivas. Si v es el
primer valor propio de Steklov y h es la curvatura media sobre el borde de la
bola, nosotros demostramos que v < h con igualdad si y solo si B, es la bola
con la métrica usual de R™.
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Upper bound for the first eigenvalue of the Steklov
problem

Abstract. Let B, be an n-dimensional ball endowed with a rotationally in-
variant metric and with non-positive radial sectional curvatures. If v is the
first Steklov eigenvalue and h is the mean curvature on the boundary of the
ball, we prove that v < h. Equality holds only when B, is the ball endowed
with the standard metric of R".
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1. Introduccién

Sea (M™, g) una variedad riemanniana con frontera M. El problema de Steklov consiste
en encontrar soluciones de la ecuacién

Ap =0en M,
g—(:; = vy sobre OM, (1)

donde v es un nimero real. Este problema fue introducido por Steklov [5] en 1902, para
dominios acotados en el plano. El conjunto de valores propios para el problema de Steklov
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es el mismo que el conjunto de valores propios para la funcién Dirichlet-Neumann. Esta
funcién asocia a cada funciéon u definida sobre M, la derivada normal de su extension
armoénica ¢ sobre M. El conjunto de valores propios del problema de Steklov consiste de
una sucesién creciente 0 = vy < v; < vp < --- T 4o00. El primer valor propio no cero
es conocido como el primer valor propio del problema de Steklov; este valor propio esta
caracterizado variacionalmente por

J \Vul® dv
iy M 2
v fi%cr:O f |u|2 do_v ( )
oM OM

donde u € C*°(M). Para dominios acotados y simplemente conexos en el plano xy, en
1954 Weinstock [7] demostro que v < 2777, donde L representa el perimetro de la curva
frontera. En 1970, para dominios convexos en el plano Payne [4] demostré que v > k,,
donde k, es el valor minimo de la curvatura sobre el borde del dominio. En el ano 1997,
Escobar [1] generalizo el resultado de Payne a variedades Riemannianas 2-dimensionales
con curvatura Gaussiana no-negativa y con borde tal que la curvatura geodésica kg, estu-
viera acotada inferiormente por una constante positiva k,. Con estas hipétesis, Escobar
demuestra que k4 > k,. Para dimensiones altas, Escobar considera variedades compactas
de curvatura de Ricci no negativa y, otra vez en el espiritu del teorema de Payne, demues-
tra el siguiente teorema: Si M es una variedad Riemanniana compacta n-dimensional
(n > 3) con curvatura de Ricci no negativa, frontera no vacia OM y cuya sequnda forma
fundamental © sobre OM satisface ™ > kI para alguna constante positiva k, entonces

k
v > 5
Para métricas rotacionalmente invariantes con curvatura de Ricci no-negativa en la bola
n-dimensional B, nosotros [3] demostramos que v > h, donde h es la curvatura media
sobre 0B,. En este articulo nosotros demostramos la desigualdad contraria si las curva-
turas seccionales radiales son no positivas, con igualdad si y solo si B, es la bola con la
métrica usual de R™.

2. Preliminares

Si Y(w) =Y (ws,...,w,_1) es una parametrizacion estandar de S»~ C R™, entonces
X(s,w)=sY(w), 0<s<r (3)

es una parametrizacion estandar de la bola n-dimensional B, (r > 0). En esta
parametrizacién la métrica usual sobre B, tiene la forma ds? + s2dw?, donde dw? re-
presenta la métrica usual sobre S"~1, la esfera (n — 1)-dimensional. Reemplazando la
funcion s? por f2(s), imponiendo condiciones a f, obtenemos una familia de métricas
llamadas métricas rotacionalmente invariantes. Dentro de estas métricas estan incluidas

las de curvatura seccional constante. Cuando k < 0y f(s) = ﬁ senh(v/—ks), se tiene

curvatura seccional constante negativa igual a k. Cuando k > 0y f(s) = ﬁ sen(v'ks),
se tiene curvatura seccional constante positiva igual a k.
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Sea (B, g) una bola n-dimensional dotada con una métrica rotacionalmente invariante,
ds? + f?(s)dw?, donde dw? representa la métrica usual sobre S"71, la esfera (n — 1)-
dimensional, y f es una funcién suave con f(0) =0, f/(0) =1y f(s) >0 para0 < s < r.
Si V es la conexion de Levi-Civita asociada con la métrica g, es facil verificar que

Vas 65 = 67 (4)
V.0, = f?ai. (5)

La curvatura media h sobre 0B, y las curvaturas seccionales radiales sobre B, vienen
dadas por

o _ 1)
h(r) = n_ 1;9(81781) lg(vaiasvai) = f(r) ) (6)
K(0,0) =~ (9(V0 90,000 ~ 0(V0, 900,00} = 100 (1)

El siguiente teorema es conocido como el teorema de comparacion del hessiano, y aparece
en [6].

Teorema 2.1. Sean M; y Ms dos wariedades riemannianas completas
n-dimensionales. Supongamos que v; : [0,a] — M; (i=1,2) son dos geodésicas
parametrizadas por longitud de arco , y y; no interseca el lugar de corte (“cut locus”) de
vi(0). Sea p; la funcion distancia de 7;(0) sobre M;, y sea K; la curvatura seccional de
M;. Supongamos que para v;(t), 0 <t < a, se tiene

0 0
K (X, 8—71) > K> (Xo, 8_~y2)’

donde X; es cualquier vector unitario en T, ) M; perpendicular a %. Entonces

H(p1)(X1, X1) < H(p2)(X2, X2).

El siguiente teorema de comparacion es debido a Escobar [2].
Teorema 2.2. Sea (B, g) una bola n-dimensional (n = 2,3) dotada con una métrica
ds® + f2(s,w)dw?.

Supongamos que la curvatura radial satisface K(0s,X) < K,, donde X es un vector
unitario perpendicular a 0s. Sea (By,go) una bola n-dimensional (n = 2,3) dotada con
una métrica

ds® + f2(s)dw?,

de curvatura seccional constante K,. Entonces

V(BT7g) S V(Brago)'

La igualdad se cumple si y solo si f(s,w) = fo(s).
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Enunciamos y demostramos un lema que sera de utilidad al final.

Lema 2.3. Sea (B, g) una bola n-dimensional dotada con una métrica
ds* + £ (s, w)dw?.

Supongamos que la curvatura radial satisface K(9s,X) < K,, donde X es un vector
unitario perpendicular a Os.

Sea (B, go) una bola n-dimensional dotada con una métrica
ds® + ff(s)duﬂ,
de curvatura seccional constante K,. Entonces

fols) _ BL(s,w)

<8S

fo(s) = fls,w)

Demostracion. Sean 0s y Ok, k= 1,...,n — 1 los campos coordenados correspondientes
a la parametrizacion (3). Sea 9; uno de estos campos perpendiculares al campo unitario
ds y tal que tal que g(9;, ;) = f?(s,w). Para este campo coordenado particular tenemos:

0
9(V0,0102) = ~505(095) = — o (5,) (5,0,

9o(Vo,00,05) = ~5.050(05,00) = = 1(5)fo(5)

Puesto que V. 05 = 0, las geodésicas en la direccion 9, son rectas que pasan por el
origen, y por lo tanto la funcion distancia viene dada por p(s) = s; en consecuencia,

(Hyp) 01, 05) = 001(5) — d(3)(V, 1) = ~d(5)(~ 02 (5,) £ 5, 0)05) = 9 (5, ) 5. w),
(Hyu) (05,00 = 0:04(5) — d(5)(V,00) = ~d(5) (~(5)l)02) = F4(5)1o(5).

De las dos tltimas ecuaciones y del teorema de comparacion 2.1 se sigue el resultado. M

3. Cotas superiores

Teorema 3.1. Sea B, una bola n-dimensional dotada con una métrica rotacionalmente
movariante

ds® + f2(s)dw?,

donde dw? representa la métrica usual sobre S"~, la esfera unitaria (n—1)-dimensional.
Supongamos que las curvaturas radiales sasisfacen K(9s,X) < 0, donde X es cualquier
vector unitario y perpendicular al vector radial %. Entonces el primer valor propio del
problema de Steklov satisface

v < h,

donde h es la curvatura media sobre OB,.. La igualdad se tiene si y solo si B, estd dotada
con la métrica usual de R™.
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Demostracion. Puesto que K (0s,0;) = —f];/((;)) < 0, entonces f”’(s) > 0. Se deduce que

f' es creciente, y por lo tanto,

L= f'(0) < f'(s) < f'(r).

Consideremos ahora la funcion test u(s,w) = f(s)e(w), donde e(w) satisface la ecuacion
Ae + (n —1)e = 0 sobre S"~1. Tenemos:
[ |Vul? dv
v < &72
J |ul” do
9B,

J {(f’)262 + }66}2} [ tdsdw

s

[ frt(r)e2dw
0B,

{2+ (n =1 ds
fri(r)
JAF@OF )+ (=11 f'(s)} ds
<0

70
S5+ 22 ()
)
e ML)
- fri(r)
_ )
f(r)
Si se da la igualdad, entonces f’(s) = f’(r), y por lo tanto f/(s) = 1. En consecuencia
B, esti dotada con la métrica usual de R". v

o~—=

Teorema 3.2. Sea B, una bola n-dimensional (n = 2,3) dotada con una métrica g de la

forma
ds® + f2(s,w)dw?,

donde dw? representa la métrica usual sobre S"~1, la esfera unitaria (n — 1)-dimensional.
Supongamos que las curvaturas radiales satisfacen K(0s,X) < K, <0, donde X es
cualquier vector unitario y perpendicular al vector radial %. Entonces el primer valor
propio del problema de Steklov satisface

v < h,

donde h es la funcion curvatura media sobre (0B, g). La igualdad se tiene si y solo si
B, esta dotada con la métrica usual de R™.

Demostracion. Del Teorema 2.2 tenemos

V(Brvg) < V(Brago)'
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Del teorema anterior y el Lema 2.3,

far) _ B w)

<50 S few)

v(By, go)

Es facil verificar que la igualdad se da si y solo si f(s,w) = s. ]
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