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Zusammenfasung

Der vierteilige Aufsatz behandelt folgende Fragen:
7. Uber die Aufgaben der Leibnizforschung angesichts des gewaltigen unbekann-
ten mathematischen Nachlasses;
2. Sechs charakteristische Ztge der mathematischen Manuskripte;
3. Die algebraischen sStudien zur Determinanten- und Eliminations-theorie,
von denen seine sogenannte Explikationstheorie genauer analysiert wird;
4. Die zahlentheoretischen Studien, vor allem die Partitionen, die Verteilung
der Primzahlen und die Diophantische Analysis. Besonders wird Leibnizens Me-
thode analysiert, geometrische Betrachtungen zur L8sung zahlentheoretischer

Fragen anzustellen.

1. Uber die Aufgaben der Leibnizforschung

"Schon das bisher im Druck Zugidngliche ist nicht leicht zu tberblicken;

Uber das, was noch in den Handschriften vergraben ist, wissen wir nur unzu-
ldnglich Bescheid.”1 Diese Worte schrieb 1966 der vorzilgliche Leibnizkenner
J.E.Hofmann. Er meinte die mathematischen Studien des Universalgeleherten G.
W.Leibniz. Hofmanns Satz ist noch heute richtig, trotz der Fortschritte, die
die Untersuchung der Leibnizschen Manuskripte inzwischen gemacht hat.

Leibniz ver8ffentlichte mehr als 60 Aufsdtze zu den mathematischen Wissen-—
schaften, keine gr¥ssere Monographie. Bis heute sind nur rund 10 Prozent der
etwa 7300 Bldtter seines mathematischen Nachlasses verdffentlicht, abgesehen
ven dem Reichtum an mathematischen Ideen und Ergebnissen, die seine gewalti-
ge Korrespondenz enthilt. Auch seine Korrespondenz ist bis heute nur zu einem
geringen Teil publiziert. Leibniz korrespondierte mit mehr als 1000 Briefpart-
ner, von denen 120 Mathematiker oder Naturforscher waren.2

Noch heute gibt es keine Gesamtplanung fiir die Binde der im Akademie-Verlag
erscheinenden Ausgabe seiner sdmtlichen Schriften und Briefe, die 1923 begonnen
wurde und heute von der Akademie der Wissenschaften der DDR herausgegeben wird.

Der tlberhaupt erste Band der 7. Reihe "Mathematische, naturwissenschaftliche
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un technische Schriften” ist erst seit 1981 im Druck. Er wurde von meinem
Mitarbeiter W.S.Contro und mir bearbeitet und wird voraussichtlich 1986 er-
scheinen. Zweifellos wird die 7. Reihe einmal mindenstens 30 Bdnde umfassen.
Diese Zahlen belegen die Berechtigung von Leibniz' brieflicher Bemerkung vom
21.2.1696 gegenilber Vincentius Placcius: "Wer mich nur aus meinen Verdffent-
lichungen kennt, der kennt mich nicht“.3

Es soll daher in den folgenden Ausfdthrungen nicht um Leibniz als einen Be-
grtinder des Infinitesimalkalkils gehen, sondern um seine ziemlich unbekannten,
hinterlassenen Studien, um die Schwierigkeiten, diese zu publizieren und zu
interpretieren, und um die Grtinde, warum es notwendig ist, diese zu berdck-
sichtigen. Einen weiteren wichtigen Schritt in dieser Richtung tat vor kur-
zem J. Echeverria durch seine (vorl#ufig maschinenschriftliche) "Edition cri-
tique des manuscrits concernant la caractéristique gfométrique de Leibniz en
1679".4

Ich m8chte diesen Punkt unterstreichen: Wir bendtigen die Publikation, die
Edition der unver8ffentlichten Handschriften, wenn wir nicht inadfquate oder
unzutreffende Charakterisierungen des Leibnizschen Werkes wiederholen wollen.s
Im Falle Newtons kdnnen wir die philoscphischen Ansichten des Englénders seit
kurzen wessentlich besser durch die Verdffentlichung des "Trinity notebook”
verstehen6.

Allerdings ist die Aufgabe schwierig und kann nur geldst werden, wenn man
die Mahnung von Ernst Robert Curtius berﬂcksichtig7: "Die Philologie ist die
Magd der historischen Wissenschaften®. Ein sehr negatives Beispiel fiir die
Ausserachtlassung dieser Mahnung ist die dusserst fehlerhafte und zuverlédssi-
ge, jlingst erschiene Ausgabe des "Specimen dynamicum"a. Die Herausgeber haben
die Schwierigkeiten erheblich unterschdtzt, die das Studium der Leibnizhand-
schriften bietet. Diese spiegeln Leibnizens unglaubliche Kreativit#t seines
rastlosen Geistes wider, der stdndig nach ILdsungen von Prcoblemen suchte und
neue Ideen entwarf. Eine Bemerkung aus einem um 1683/84 entstandenen, alge-
braischen Manuskript zur Eliminationstheorie m&ge diese Geisteshaltung veran-—
schaulichengz "Da ich auf Reisen bin und nichts habe, was ich heute Abend im
Gasthof tun kann, und da niemand zur Hand ist, mit dem man sich unterhalten
méchte, werde ich wieder aufgreifen, was ich bereits zu Hause (das heisst in

Hannover) erreicht habe".

2. Sechs charakteristische Ztlge von Leibnizens mathematischen Studien
Zundchst seien sechs charakteristische Zifge von Leibniz' mathematischen
Schriften herausgestellt, die insbesondere fir die zu besprechenden Hanschrif-

ten von Bedeutung sind.
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2.1. Notation

Leibniz glaubte aus guten Grinden, dass seine gr8sste mathematische Errun-
genschaft die Algebraisierung der mathematischen Analysis war. Nur einige Mo-
nate nach seinen entscheidenden Entdeckungen auf diesem Gebiet bemerkte er
im Frt#hjahr 1676 im Rahmen einer Untersuchung zur Verteilung der Primzahlen1

"Ich Renne tglich dunch ausgezeichnete Beispiele, dass die gesamte
Kunst, Probleme zu L8sen und SHtze zu finden, darauf hinausffuft, den
Gegenstand durch Charaktere oden Abkllnzungen der Imagination zu un-
terwenfen, besondens dann, wenn diesen der Imagination nicht unter-
Liegt. Das, was nicht gemalt werden kann, wie {ntelligible Dinge, wind
dennoch auf eine gewisse hienoglyphische, aben zugleich auch philoso-
phische Weise gemalt.”

Er definiert "character™ in der folgenden Weise: "Ich nenne 'character'
ein sichtbares Zeichen, das Gedanken darstellt (characterem voco notam visi-
bilem cogitationes repraesentantem)71". Ich werde algebraische und zahlentheo-
retische Beispiele geben, um zweierlei zu zeigen: 1. Leibniz verwandte dieses
Prinzip sehr erfolgreich. 2. Er hatte ein lebenslanges Interesse an der Ent-
wicklung einer geeigneten mathematischen Notation.

2.2. Philosophie

Wir kénnen dieses Beispiel verwenden, um einige andere charakteristische
Zdge, zentrale Gedanken von Leibnizens mathematischen Studien aufzuzeigen.
Fast immer gibt es eine enge Beziehung zwischen philosophischen oder logis-
chen und mathematischen Argumenten, selbst dort, wo wir sie nicht erwarten,
wie im Falle zahlentheoretischer Partitionen.

2.3. Veranschaulichung

Leibniz versucht, selbst abstrakte Theoreme, Probleme, Relatiocnen zu ver-
anschaulichen. Er ist #dberzeugt, dass Zahlen ein besonders geeignetes Hilfs-
mittel zu Erreichung dieses Ziels sind. Dennoch ist er an einer Art dialek-
tischen Prozesses interessiert. Einerseits bendtigt er Illustraticnen, um Re~
geln und Relationen zu finden. Andererseits betont er den umgekehrten Process
in seinem Aufsatz Hdber die Geschichte und den Ursprung des Differentialkal-
kﬂls12. Der Geist wird durch seinen Kalktil von der stdndigen Aufmerksamkeit
befreit, die er Figuren widmen muss.

2.4. Tafeln, Listen

Eine andere, sehr wichtige Methode von Leibniz, neue Relationen und Theo-
reme zu finden, besteht darin, dass er sehr oft umfangreiche Tabellen benutzt
und induktiv Ergebnisse ableitet. 1673 bemerkt eria: "Ich Hberlasse es ande-
ren, die Anzahl der Partitionen ohne Tafeln zu suchen" (Quaerere summam par-
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titionum sine tabula, id ego aliis relinquo). Freilich ist diese induktive
Methode ziemlich gefdhrlich. Denn Leibniz diskutiert sehx oft nur ein einzi-
ges Beispiel, bevor er glaubt, allgemeine, universelle Theoreme ohne Bewels
aufstellen zu kBnnen. Wir stossen immer wieder auf Busdriicke wie “universelle
Regeln”, "universelle Methode", allgemeines Theorem”, "um etwas Allgemeines
zu formulieren®. Unglficklicherweise kommt dadurch Leibniz oft zu falschen
Feststellungen, obwohl der spezielle Fall richtig behandelt sein kann, oder
obwohl er richtige Prinzipien verwendet. Meiner Ansicht nach kénnen wir min-
destens die folgenden drei Griinde fir dieses Verhalten anfilhren:

1. Leibniz hdngt dem wohlbekannten Ideal der *mathesis universalis" an.

2. Er ist mehr an methodologischen Fragen als an speziellen L¥sungen spe-
zieller Probleme interessiert.

3. Als Konstrukteur einer Rechenmaschine ist er stets daran interessiert,
wissenschaftliche Arbeit durch mechanische oder technische Instrumente und
Vorrichtungen zu erleichtern. So denkt er 1674 iber die M8glichkeit nach,
zahlentheoretische Probleme mit Hilfe bestimmter Maschinen zu 1ﬁseﬁ14, wie
das sogennante Sechsquadrateproblem. In einer allgebraischen Studie schreibt

er: "Es wdre ntitzlich, eine Liste der feineren Probleme und Theoreme anzule-
5

gen"” (Utile foret problemata ac theoremata elegantiora in indicem referri)1

2.5. Harmonie

Wenn Leibniz Relationen und Theoreme entdeckt, bewundert er deren Schén-
heit und Harmonie. Er verwendet Busdrticke wie "Wunder", "Geheimnis". Es ist
deutlich, dass hier der Philosoph der prédstabilierte Harmonie spricht16

2.6. #hnlichkeit mit Eulers Arbeitsweise

Es gibt viele Ahnlichkeiten zwischen Leibnizens methematischen Problemen
un zugeh8rigen L¥sungsmethoden und Eulers algebraischen und zahlentheoretis-
chen Studien. Eine 1984 durchgeftihrte Durchsicht der 12 fast durchwegs unver-
Sffentlichten Eulerschen Notizbidcher in Leningrad hat mich daven dberzeugt,
dass diese Ahnlichkeiten noch gr8sser sind, als bisher aus den ver8ffentlich-
ten 3chriften der beiden Mathematiker geschlossen werden kann17-

1. Beide Autoren verwenden umfangreiche Tabellen und schlussfolgern auf-
grund unvollstidndiger Induktion.

2. Beide Autoren behandeln dieselben algebraischen, zahlentheoretischen
oder geometrischen Probleme: Eliminationstheorie, Partitionen, Flidchenzerle-
qungen. Im Falle der Geometrie betrachtet Leibniz zum Beispiel das Problem,
ein Dreieck mittels zweier senkrecht aufeinander stehenden geraden Linien in
vier gleich grosse Teilflichen zu serleqen18. Euler w&hlt anstelle des Drei-

ecks einen Kx\esic;v.ladram:en.19
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3. Algebraische Studien

3.1. Uberblick

Es ist verstdndlich, dass die historische Forschung lange Zeit vor allem
die Schriften zum Infinitesimalkalk#ll untersuchte und die algebraischen Ar-
beiten beiseite liess. Dennoch war es sehr wahrscheinlich, dass man auch auf
dem Gebiet der Algebra erstaunliche Ergebnisse finden konnte. Denn Leibniz
betrachtete den algebraischen Kalkfll als ein Modell, als er erfolgreich einen
Infinitesimalkalk#il suchte. Er miisste um so mehr an dessen Verwollkommnung
interesiert sein, als die Algebra fflr ihn ein Teil der umfassenderen “ars
combinatoria" war, deren Ausarbeitung er zeit seines Lebens proklamierte.

Leibniz hat in der Tat seine Ergebnisse zum Infinitesimalkalkdl viele Jah-
re zurlckgehalten. Aber schliesslich verdffentlichte er doch die wichtigsten
Resultate. Dagegen publizierte er von seinen Entdeckungen auf dem Gebiet der
Eliminations- und Determinanten-theorie nichts. Es ist nicht wahr, dass exr
dem Marquis de l'Hospital oder Fatio de Duillier seine Determinantentheorie
erklérte.zo Er teilte 1l'Hospital 1693 nur ein einziges spezielles Ergebnis
mit21. Sowelt er anderen Korrespondenten etwas von seinen algebraischen In-
dexschreibweisen andeutete, wurde er nicht verstanden. Daher verzichtete er
im allgemeinen darauf, in dem betreffenden Briefwechsel auf dieses Thema wei-
ter einzugehen. Nur zweimal - 1700 und 1710 - ver8ffentlichte er Beispiele
seiner Methode, algebraische Indizes zu verwenden. Diese Beispiele vermitteln
keinen Eindruck von der unglaublichen Vielfalt von mehr als 50 Bezeichnungs-
weisen, die er erfand. Diese Echreibweisen hdngen entscheidend von der Art
der Gleichungen ab, d.h. davon, ob es sich um 1. lineare Gleichungen, 2. al-
gebraische Gleichungen h8heren Grades, 3. Differentialgleichungen oder 4. un-
endliche Reihen handelt.

Allen gemeinsam ist die Tatsache, dass sie unmittelbar Zahlen als Koeffi-
zienten, nicht Buchstaben mit Zahlen als Indizes verwenden, zum Beispiel

0 aequ. 5111 x3 + 5112 xxy + 5122 xyy + 5222 y3 + 522 xx + 512 xy + 522 yy

Die Zahlenindizes lassen die Beziehung der Koeffizienten zu den Unbekann-
ten, zu deren Potenz und Reihenfolge erkennen. Die Erfindung solcher Indizes
geht auf die Jahre 1674/75 in Paris zurlck. Soweit ich den Nachlass tbersehe,
treten jedoch solche voll entwickelten Doppel~ odexr Mehrfachindizes nicht vor
1678 auf, trotz gegenteiliger Behauptungen in der Literatur.22

Leibniz erzielte mit Hilfe dieser Indexschreibweise bemerkenswerte Ergeb-
nisse in der folgenden drei Gebieten:

1. Theorie der inhomogenen, linearen Gleichungssysteme.

2. Berechning der Resultante zweier Polynome, die zum Ring R [x] gehdren,
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3. Elimination einer gemeinsamen Variablen aus zwei algebraischen Gleichun-
gen mit zwei oder mehr Variablen.
Euler behandelte intensiv das zweite und dritte Problem. Es waren diejeni-
gen Probleme. die die japanischen Mathematiker im 17. und 18. Jahrhundert,
die Wasankas, erSrterten. Eine vergleichende Analyse del Leibnizschen und der
japanischen Methoden wdre sehr winschenswert, wie sie Annick Horiuchi 1984
anregte:
“Une Etude comparative avec Les ifravaux de Leibniz relatifs d £'in-
dexation et aux déterwminants apporterait un €clatirage Lntéressant aux
travaux des JaJom'La,{A."z3
Ich m8chte hier nur die folgenden sieben Resultate von Leibniz anfﬂhren:z4
1. Er bezeichnet 1684 eine n-rehige Determinate (n = 2,3,4,5) durch 1.2-3---1
2. Er leitet die sogenannte Cramersche Regel ab.
3. Er formuliert den Laplaceschen Determinantenentwicklungssatz.
4. Er findet das kombinatorische Gesetz, nach dem der Wert einer Determi-
nante unmittelbar berechnet werden kann.
S. Er antizipiert um 1679/81 Sylvesters dialytische Methode, um die Resul-
tante zweiter Polynome zu berechnen.
6. Er 18st in diesem Zeitraum das Eliminationsproblem in derselben Weise
wie Etienne B&zout durch die Multiplikation mit Hilfspolynomen.
7. Er entdeckt zwischen 1683 und 1693 die wichtigsten, d.h. die Dimensions-

und Homegenit#tseigenschaften del Resultante.

3.2. Leibnizens Explikations-Theorie
1693/94 entwickelte Leibniz eine eigenartige, sehr originelle Eliminations-
methode, die als Beispiel ftir seine derartigen Studien dienen 5011.25 Wir be~
trachten das folgende Problem:
Geben seien die beiden algebraischen Gleichungen
10 x3 + 11 x2 + 12 x + 13 =20
20 x3 + 21 x2 +22 x +23 =0
Die Unbekante x soll eliminiert werden. Wir verwenden zwei Multiplikationsme-
thoden, um jeweils neue Gleichungen von niedrigerem Grad zu erhalten.
1. Wir multiplizieren die zweite Gleichung mit den ersten Koeffizienten
der ersten Gleichung und substrahieren die erste Gleichung die mit dem ersten
Koeffizienten der zweiten Gleichung zuvor multipliziert wurde:

1¢- 21 x2 + 10- 22 x + 10- 23

- 11- 20 x% - 12. 20 % - 13- 20

=0

oder (10) x* + (11) x + (12) = 0
2. Wir multipliziert die erste Gleichung mit dem letzten Koeffizienten der

zweiten Gleichung und substrahieren die zweite Gleichung, die mit dem letzten
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Koeffizienten der zweiten Gleichung zuvor multipliziert wurde:
10. 23 xz + 11 23 x + 12- 23
- 13- 20 x° - 13- 21 x - 13- 22

oder (20) %% + (21) x + (22) = 0

=0

Leibniz nennt beide Verfahren "Interpretation" oder "Explikation® der al-
ten Koeffizienten. Wir kdnnen diese Verfahren fortsetzen, bis wir zwei linea-
re Gleichungen erhalten. In diesem Fall fihrt eine weitere Explikation auf
die gesuchte Resultante. Allerdings ist diese Resultante von unndtig hoher
Dimension. Wenn wir mit zwei Gleichungen n-ten Grades begonnen haben, s$o wird
jeder Term der Resultante 2n—1 + 1 Faktoren haben, obwohl es nur 2 n zu sein
brauchten. Diese Dimensionsregel hatte Leibniz selbst gefunden.

Die beiden Ausgangsgleichungen k8nnen von verschiedenen Grad sein. Wenn
wir die Koeffizienten erkldren, deren erste Ziffer 2 ist, so erhalten wir in

Leibnizscher Terminologie die folgende "dichotomiste" Tafel oder “"Stammbaum’:

20
A
/10, 21 - 114 20\
/ 10-22, - 12;20 / 1020 - 10520 "
10.23  -13-20 V/10-20 -11-20 V7 10-22  -12-20 V/10°21  -11-20 \

Wir k8nnen die einzelnen Terme schrittweise durch die Substitution der
neuen Werte berechnen, wie es auch Leibniz tatsdchlich tut. Es ist erwdhnens-
wert, dass er einen “Stambaum" bereits 1666 in der “"Dissertatio de arte com-
binatoria" verwandt hatte, um bestimmte Partitionen zu er8rten. Wegen der Zhn-
lichkeit mit einen Stammbaum bezeichnet er die Zweierprodukte als VAter, On-
kel, Brtider, Erstgeborene {(linker Term), Zweitgeborene (rechter Term). Leib-
niz ziehr aus seiner Tabelle 34 Folgerungen, die man in finf Gruppen eintei-
len kann:

1. Die beiden ersten SHtze betreffen die Brider.

2. Die s&tze drei bis ftinfzehn betreffen den Zusammenhang zwischen den
Termen einer Spalte, zum Beispiel der Spalte der Erst-~ oder der Zweltgeborenen.

3. Die S3tze 16 bis 20 diskutieren bie Dimensionen und Vorzeichen.

4. Die Sltze 21 bis 27 erdrtern die Zusammenhdnge zwischen den entsprechen~
den Gliedern verschiedener Zeilen.

5. Die letzen sieben S#tze diskutieren den Aufbau einer beliebigen Zeile.

Leibniz entwickelt ein Bezeichnungssystem, um eine beliebige Zeile darzus-
tellen. Er verwendet dazu das Prinzip der Zweiteilung (bisectio). Er erwdhnt
nicht, dass wir jedesmal den ersten Term der folgenden Bereiche zu nehmen

haben:
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1. Die grossen Buchstaben A, B, C, D usf. bezeichnen jeweils die zweite
Hdlfte, das zweite Viertel, das zweite Achtel, das zweite Sechzehntel usf.
aller Terme einer Zeile.

2. Wenn die Buchstaben geklammért werden, so wird eine erneute Zweierunter-
teilung (subbisectio) der betreffenden Bereiche vorgenommen. (C) bedeutet:
man nehme das zweite Achtel einer Zeile. Dort nehme man den ersten Term der
zweite H4lfte, des zweiten Viertels, des zweiten Achtels usf.

3. Wir k&nnen einen geklammerten Buchstaben mit anderen oder mit demsel-
ben Buchstaben kombinieren. Wir k¥nnen auf diese Weise eine Reihe von Buchs-
taben konstruieren, indem neue Buchstaben auf der rechten Seite.der voraus-
gehenden Buchstaben angehdngt werden:

(A) A, (C) B, () BB, (B) BA usf.

Ein neuer Buchstabe bezeichnet die nidchste Zweierunterteilung des Berei-
ches, der durch den geklammerten Buchstaben bezeichnet ist. Daher haben wir
eine Folge von Buchstaben von rechts nach links aufzuschlilsseln. Als Beispiel
diene (C) B:

Wir haben das zweite Viertel des zweiten Achtels zu nehmen.

In diesem Bereich ist der Reihe nach der erste Term der zweiten Hilfte,
des zweiten Viertels, des zweiten Achtels usf. zu wihlen.

Fdhrt man die Explikation sechsmal durch, so liefert (C)}) B den einzigen
Term: - 103 - 11 - 12 < 13 - 20,

Wir k&nnen derartige Buchstabenfolgen beliebig lange fortsetzen. Leibniz
erwdhnt nicht ein Korollar, das wahr und zugleich interessant zu sein scheint:

Korollar: Wir erhalten stets dieselben Terme, wenn wir die Reihenfolge der

Buchstaben, einschliesslich dem geklammerten Buchstaben, vertaus-
chen.

Zum Beispiel gilt: (A) BB = {B) AB = (B) BA

Bisher konnte ich jedoch keinen einwandfreien Beweis fHr dieses Korollar
£inden.

4. Zahlentheoretische Studien

4.1. Geometrische Modelle und Veranschaulichungen

Leibniz sah eine enge Verbindung zwischen Geometrie und Zahlentheorie, als
er zahlentheoretische Fragen zu 18sen versuchte. So stellte er 1674 fest:26

"Gegeben sel eine Figun. Man finde die nationale Ondinate zu einer
Abszisse. In diesem Problem (st die gesamte Kunst enthalten, Proble-
me in nationalen Zahlen zu L8sen, die mit Potenzen zu Zun haben."

Natirlich war dies nicht Leibniz' einzige Methode, solche Probleme zu 18-
sen. Aber die Beziehung zwischen den heiden Disziplinen Geometrie und Zahlen-—
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theorie. Wir finden mittels geometrischer Modelle die erforderlichen Verans-
chaulichungen, um zahlentheoretische Fragen zu l8sen.

Als Beispiel diene eine Handschrift, die sich mit Zweiérzerlegungen von
natirlichen Zahlen und deren geometrischen Interpretationen befasst27. Die
titellose Studie ist in der 1. HHlfte des Jahres 1673 verfasst. Denn wir fin-
den meherere Ahnlichkeiten mit und Anspielungen auf die fdr Gallois bestimm~
te "Accessio ad arithmeticam infinitorurn“28 vom Ende des Jahres 1672.

Leibniz betrachtet die Zerlegungen der natfirlichen Zahlen 7,8,9,10 in zwel
Summanden und die Produkte aus diesen zwei Summanden. Schon nach zwei Beis-
pielen stellt er einige bemerkenswerte allgemeine Regeln und Sitze auf. Ins-
besondere bemerkt er, dass die Partitionen in drei Summanden von den Parti-
tionen in zwei Summenden abhingen. Er untersucht aber diese Abhingigkeit in
diesem Falle nicht genauer. Wir werden jedoch etwas spiter sehen, dass er
auch an dieser Frage interessiert war.

Im vorliegenden Fall untersucht er das folgende Problem:

"Man teile die Strecke AB (oder die HAlLfte den natinfichen Zahf n)
in unendlich viele gleiche Teile. In jedem Tellungspunkt honstruiere
man die Ebene (n-x)x, zum Belspiel in B ’j'gl’ - %- , AnAn . 0. Was (8%
die Summe afl dieser Ebenen?"

Leibniz vermutet, dass die so konstruierte "Figur" cquadrierbar ist wie
die Parabel oder der parabolische Huf, und dass sie vielleicht zu den Figu-
ren gehdrt, welche schon von anderen Autoren berechnet wurde. Er prift zwei
andere Anordnungen der Ebenen, bevor er feststellt: Die gesuchte FPigur ist
geradlining, es ist ein Prismenstumpf.

a

Man nehme das Prisma A,B,C,D,E;F und ziehe die Pyramide C,D,G,H,B ab. Die

moderne Rechnung lautet:

n 371"
f X (2n - x)} dx = {;x2 X = n3 _ 1 n3 = 2.n3
0 3 o 3 3

£y : : R .
in zahlentheoretisches Problem ftlhrte ihn auf die "arithmetica infinitorum".
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Br schliesst, dass uns jede Regel der Arithmetik der unendlich kleinen Grds-
sen die Quadratur einer bestimmten oder besser gesagt von vielen Figuren lie-
fert. Aber seine Untersuchung der Zahlensegmente ist noch nicht abgeschlossen.
Leibniz berechnet die Surme der Quadrate der beiden Summanden einer Partition,
z.B. von n = 9z

49 + 1, 36 + 4, 25 + 9, 16 + 16

Er berechnet die Folge des Differenzen und die Differenzen der. Differen=
zen: Wir erkennen seine wohlbekannte Methode, die Summen von unendlich Reihen
zu berechnen. Auf diese Weise findet er zwei bemerkenswerte Sdtse, freilich
ohne diese zu beweisen:

Satz 1: Die 2. Folge der Differenzen ist konstant und besteht aus 4,4,4,..
Die Polge der ersten Differenzen beginnt mit 2, falls n gerade ist, mit 4,
falls n ungerade ist.

Satz 2: Wenn wir die Differenz zwischen den Quadraten der Segmente anste-
1lle der Summe der Quadrate bilden, so ist die Differenz zwischen zwei derar-
tigen aufeinenderfolgenden Differenzen das Doppelte der gegebenen Zahl n.

Die moderne Begriindung kann wie folgt gegeben werden:

Beweis zu Satz 1: Die Differenz zwischen zwei beliebigen, aufeinanderfol-
genden Quadratsummen ist 2n - 4x - 2, Die Differenz zwischen den zwei ndchs-
ten, aufeinanderfolgenden Quadratsummen ist 2n - 4x - 6. Also ist dis Diffe-
renz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Differenzen konstant 4.

Beweis zu SAtz 2: Dn - x)2 - x2 ] - En - (x+1))2 - (x+1)%j = 2n

4.2. Primzahlverteilung
Vom Januar bis zum April 1676 atudierte Leibniz intensiv die Verteilung
der Primzahlen und Fragen der Teilbarkeitzg. Im Anschluss an die Folge der

natirlichen Zahlen konstruierte er mehrere Male die folgende Figur:
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1. In der ersten Zeile werden die Vielfachen von 2 gekennzeichnet, in der
zweiten Zeile die vielfachen von 3, in der dritten Zeile die Vielfachen von
4 usf.

2. Leibniz verbindet durch schrédge Linien die Vielfachen von 1,2,3,4 usf.
der horizontalen Linien miteinander, wobei er von einer Linie zur nichsten
jeweils 1,2,3,4 usf. Einheiten dberspringt.

Leibniz ztellt fest, dass die Neigungswinkel wie die arithmetische Folge
der Sinues variiert. Dieser Satz ist offensichtlich falsch. Die Folge der
Sinus der Neigungswinkel ist:

1
/7

1
— , usf.
Y10 1

r ’

-

-
’s

Er ftigt hinzu: "Eine bemerkenswerte Figur, in der die Geheimnisse der Prim-
zahlen und vVielfachen verborgen sind... Es bleibt das Problem, die Eigenschaf-
ten der Linien auf den Senkrechten zu entdecken.™
Erst im April 1676 lidsst er die Zahlenfolge mit 0 beginnen und fligt die
senkrecht untereinander liegenden Punkte unter der Null hinzu. Hberraschen-
derweise tritt genau die gleiche FPigur in Eulers erstem Notizbuch auf, das
er etwa um 1726 verfasste. Euler z&hlt scgar beinahe dieselben Zahlen auf,
ndmlich die ganzen Zahlen von Null bis 25.31
Nunmehr macht Leibniz neue Entdeckungen allein auf Grund dieser Ergénzung.
Er gesteht, dass er zuvor nicht etwas Wunderbares gesehen hatte, was sofort
beim Anblick der Figur ins Auge f4llt:
"Die ZwischenrBume zwischen den von gleich Langen punktienten Linien
vollen Senknechten sind auf befden Seiten Bhnlich. (Vides interiecta
dirnectis plenis aequalibus Lineis punctatis utrningue simifia esse)™.
Er glaubt, dass auch die unterbrochenen Senkrechten eine bemerkenswerte
Ordnung befolgen, ohne irgendwelche weiteren, genaueren Aussagen zu machen.
Aber exr figt dusserst interessante, allgemeine Schlussfolgerungen #dber die
Xunst hinzu, intelligible Theoreme zu entdecken. Offensichtlich besteht die-
se Xunst darin, die Darstellungen (repr®sentationes) der Theoreme zu malen
oder zu h&ren, da die Sitze selbst nicht gemalt oder gehdrt werden k&nnen und
in diesen Darstellungen bestimmte wahrnehmbare Sch¥nheiten zu beobachten. Die
Darstellungen werden uns den Satz oder die Eigentfimlichkeit, dass die Natur
der Sache es mit sich bringt, sozusagen diese Sichtbarwerdungen (apparitiones)
hervorzubringen, wenn die Sache durch diese Charaktere ausgedrfickt ist.
Leibniz fiigt hinzu: "Ich glaubem hier endlich den Schlissel zu den meis-
ten, bisher unbekannten Geheimnissen der Zahlen gefunden zu haben". Einige

Tage spdter ist er noch zuversichtlicher.32 Dort behauptet er, das Schloss
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ge8ffnet zu haben, das bis dahin die Geheimnisse der Zahlen und die Natur der
Primzahlen verborgen habe. Er habe dies erreicht, indem er Punkte verwendet
habe, die einige wunderxvolle, weissagende (gecmanticae) Figuren zustande ge-
bracht hitten.

4.3. Partitionen

Im August 1673 sucht Leibniz die Zahl der Partitionen einer gegebenen Zahl
n und einer gegebenen Klasse k, d.h. p:. 33

Er schliesst aus einigen Beispielen, dass man die Anzahl aller Partitio-
nen der Klasse k-1 aller vorausgehenden Zahlen zu suchen hat, d.h. pk:; ,
i=1,...,n-1. Aber man muss jedes Mal die Anzahl der Zahlen von pizi sus-—
trahieren, die 2zwischen n und n-i liegen, d.h. (i-1). Er folgert allgemein:

ko_ k-1 _ .
P, =%, (. - (1)

und fdgt hinzu:
"Dies ist die univernsale LBsung, denen zpezielle Abkllnzungen dwrich
besondene Methoden entsprechend dem VerhMlitndis dern Zahlen. und Klas-
sen gefunden werden kbnnen'.
Wir haben solange zu summieren, wie die Summanden gréssér als Null sind.

Aber es ist keine Universalregel. Zum Beispiel gilt:
4 ; 3 3 _
Pg = 5, jedoch Py + (p6 1) = & + (3-1) = &

Dagegen ist die Regel im Fall k = 3 richtig, fir den Fall also, den Leib-
niz seiner Verallgemeinerung zugrunde gelegt hatte.

Im Zeitraum 1678 bis 1684 versucht er, Pi mit Hilfe von pi und pi zu fin-
den“. Sei n = 10. Leibniz betrachtet die ersten Summanden 7,6,5,4, und sucht
alle Partitionen in drei Summanden der Differenz zwischen 10 und diesen Zah-
len, also von x = 3,4,5,6, er erhdlt:

3 3 3 3
= 1 = = =
Py =1, p, =1, pg=2, pg =3

Grdssere x, wie x = 7, fihren auf unbrauchtbare Partitionen, weil einige
nur Wiederholungen friherer Partitionen sind. Dies geschieht, weil die Summe
der letsten beiden Summanden zu klein ist, d.h. die Summe von 1 + 1, 1 + 2.
Leibniz erhiilt die Regel:

Es sind alle diejenigen Partitionen in 2 Summanden unbrauchbar, de-
ren Summe kleiner als x - (n-x), d.h. als 2x - n ist.

Aber es gibt eine Einschréinkung. Wir kénnen nur solche Partitionen in 2 Sum-
manden subtrahieren, deren gr¥stes "segmentum" nicht die zuldssige Grésse n-x
tbersteigt. Andernfalls ist sie keine der in Frage kommenden Partitionen.

Im Falle x = 7 treten derartige Partitionen nicht auf, weil der grésste
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Summand der Partitionen in 2 Summanden nicht grésser als [55—1] = 3 ist.
Die Situation #ndert sich jedoch im Falle x = 8. Wenn wir die Regel von
Leibniz anwenden, so mtissen alle Partitionen in zwei Summanden subtrshiert
werden, deren Summe kleiner als 2.8 - 10 = 6, also deren Summe 5,4,3,2,1,
ist, und deren grd¥sstes Segment nicht grésser als 2 ist. Tatsfchlich zieht
Leibniz von den Partitionen
611, 521, 431, 422, 332
diejenigen ab, die die Partitionen in zwei Summanden 1.1, 2-1, 2.2 enthalten.
Leibniz bedenkt, dass jede Zahl (x), die kleiner als die gegebene Zahl v
ist, durch v ~ x dargestellt werden kann, jede Zahl ((x)), die kleiner als
2{x)~x ist, durch v - 2x -~ y. Ohne an die erforderliche Einschrinkung zu den-
ken, leitet er daher die Rekursionsregel ab:

e _ e-1 e~2
Pv =z p-vTx x pv—2x--y

Diese Regel liefert falsche Resultate, da wir im allgemeinen zu viele Par-
titionen in e-2 Summanden abziehen. Als Beispiel diene p?o = 9.

Ist v - x = 8, so ergibt pi + p§ + pi + p: = 6. Aber es treten nuxr finf
Partitionen in zwei Summanden auf, da die Partition 5 = 4+1 als Rest zu 3 ent-
fdllt. 3 4 1 ist nicht m8glich. Leibniz wurde ein Opfer seiner Suche nach Uni-
formitdt. Aber er bemerkt enthusiastisch:

"Diese Ant des Rechnens zeligt die einzigantige Natur der Universali-
e oder Totalitht, die von den Logikern als einfach betrachtet wind.
Uie Hathematiker finden sie auf verschiedene Weise varilert. Hien ha-
ben die Dimensionen ihien Unsprung.”

Ich m¥chte an Leibnizens Definition der Dimension erinnern:

"Dimensionen treten bel efnen beliehigen Darstellung in der WinkE&ich-
keit den im Geist stattiindenden Multipbikation statt.">®

Eine richtige Rekursionsformel, n&mlich

k _k . k-1
pn pn—k pn—‘l

leitete Leibniz erst um 1712 bis 1715 ab.36

4.4. Diophantische Analysis

Euler erw#hnt in seinem Notizbuch aus den Jahren 1740-174437 "das von Leib-

niz aufgeworfene Problem", das er auch in seiner "Algebra" behandelt38:
"Man {inde zwel Zahlen x und y, deren Summe eln Quadrat .ist. Die Sum-
me der Quadnate s0L8 edine vierte Potenz sein.”
Euler gibt im Notizbuch das L3sungspaar x = 120, y = -119 und das auch in
die "Algebra" aufgenommene Ldsungspaar in nattirlichen Zahlen x = 4565 486 027 761

y = 1061 652 293 520.
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Dieses Problem wurde nicht von Leibniz aufgeworfen, sondern bereits von
Fermat gel8st, der auch Eulers Ldsungszahlen ez-nu’.ttelte.39 Wir haben hier
mit diesem Problem zu tun, sondern mit einer Verallgemeinerung von Fermats
Problem auf 3 Zahlen. Leibniz wurde mit diesem allgemeineren Problem im Fe-
bruar oder Mirz 1674 durch Jacques Ozanan bekarmt.4o Es lautet demnach:

"Man §inde dred Iahlen x,y,z, deren Swme ein Quadrat (5L, Die Summe
den Quadnate s0ll eine viente Potenz sein.”

Leibniz schrieb seine L&sungen zu diesem Problem innerhalb weniger Tage
nieder. Wir haben sieben unabhdngige L8sungen und acht Fortsetzungen von
zZwischenergebnissen gefunden. Leibniz glaubte zundchst, es gdbe keine L3sung
in positiven Zahlen, und ermittelte das LYsungstripel 42, 21, -14. Etwas spd~
ter fand er eine wahre L8sung, die ausschliesslich aus natitirlichen Zahlen
besteht: 64, 152, 409. Bezéeichnenderweise versucht er unmittelbar nach die-
ser L8sung das Problem zu verallgemeinern:

"5t es mbelich, beliebige Potenzen §lin die Summe den Zahlen wie flln
die Summe der Quadrate zu wihlen?”

Ohne weiteren Kommentar fdgt er hinzu: "Diese Frage muss freilich unter-
sucht werden". Soweit ich weiss, ist dieses Problem bis heute nicht geldst.

Dreissig L¥sungsversuche allein aus den Jahren 1672-1676 zeugen von Leib-
nizens erfolglosem Bemﬂhenm, ein anderes, von QOzanam aufgeworfenes Problem
der diophantischen Analysis zu l8sen, das sogenannte Sechsquadrateproblem:

"Man ginde drel dernantige Iahfen, dass die Summe und die Difgerenz
von zwed betficbigen von {hnen Quadrate sind."

Pietro Mengoli glaubte 1674, zeigen zu k&nnen, dass es keine Ldsung hat.
Aber Ozanan widerlegte ihn sofort durch ein L¥sungstripel, das Leibniz veri-
fizierte. Ozanan ver8ffentlichte 1687 und 1691 noch einmal L3sungen des Pro-
blems. Euler l8ste es im erwdhnten Notizbuch aus den Jahren 1740-1744.42

Er setz vorais:

2. 2, 2
x=({p+q, - (r'+s7), y=2(pr +gs) - (ps - qr), z = 2(ps + qr)-{pr - gs)
Daher sind x t vy, x *+ z, vy * z Quadrate. Er leitet ab, dass
2 2,2 N 2 2.
s=(p+qg)7, xr=4pg -(p" - g

und setzt p = ntz, q = nuz.

Daher ist s = n4- (t4+ u4)2, r = 4}14 2 u2 (t4— u4).
Setzman p = 4, g =1, SO erhdlt man s = 289, r = 240 bzw.
X = 23% 9057, y = 228 8168, =z = 187 3432.

Dies ist genau Ozanams lLdsufig aus dem Jahre 1674, ohne dass Euler in die-
sem Zusammenhang Ozanam erwdhnt. Er zitiert ihn bei der Erdrterung eines an-
deren zahlentheoretischen Problems. Im Notizbuch f#ihrt Euler die weiteren L&~
sungen 733 025, 488 CQ00, 416 304, bzw. 434 657, 420 968, 150 568 an, von de-
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nen er die letzte in die "Algebra" aufgenommen hat.43 Ich bezweifle daher,
dass Euler wirklich nichts #her die 4ltere, diesbezﬂgiiche Literatur wusste.44
Hofmann Eulers Notizbiicher nicht kannte.

In seinem ersten L8sungsversuch leitet Leibniz schliesslich folgende Glei~
chung ab45: 2a6 + a5 = T%

Bezeichnenderweise bemerkt er, man solle die Folge der Zahlen untersuchen,
die die Summe der sechsten und flUnften Potenz derselben Zahl sind. Wenn die
Gleichung tlberhaupt in ganzen Zahlen 1l8sbar ist, so mfisse man auf diese Wei~
se eine L&sung finden. Er verfidllt sofort auf den Gedanken, eine Maschine zu
verwenden: Man bendtigt Zahlen, die leicht in einer bestimmten bewsglichen
Maschine transponiert werden k&nnen, so dass man leicht jede Folge betrachten
kann.

18 mal versucht er den folgenden Ansatz {1 ist eine Homogenitdtsgrdsse):

al, al - xZ, al - x2 - z2

oder al, x2 -al, z= - x2 + al,

Dadurch mtlssen zwei Summen und zwei Differenzen Quadrate sein. Aber Leib-
niz kommt nie aus Ziel, wegen Rchenfehler, oder wegen der zu grossen Zahl von
Hilfsgr¥ssen oder Variablen, die spezielle Teilbarkeitseigemschaften haben
sollten. Keiner der anderen Mathematiker freilich aus dem 18. Jahrhundert,
wie Gregory, Landen, Bumpkin, Wildbore, Hutton, Leybourn, Euler, die das Pro-
blem erfolgreich l8sten, begannen mit einen solchen Ansatz.

Im April 1676 beginnt Leibniz fénfmal mit den folgenden sechs Bedingungen:

2 2
x+y=a, x+t+z=c, y+z= ez,

X -y = bz, X -2z = d2, y -z = fz.

Wir sehen sofort die Bhnlichkeit mit Eulers Ansatz. In einem Fall46 fihrt
Leibniz nicht weniger als 41 Hilfsgrdssen ein und leitet 161 Gleichungen ab,
bevor er den Versuch abbricht. 1678 fligte er eine irrtidmliche Randbemerkung
zu dieser Handschrift hinzu: Er glaubt, einen Ausweqg gefunden und das Problem
in der universalsten Weise gel®st zu haben.

Dennoch formulierte er einige allgemeine, richtige Richtlinien fdr die
Ldsung solcher Probleme. Ich m8chte abschliessend die folgenden zwel zitieren:47
1. Die gesamte Xunst, Probleme dieser Schwierigkeit zu l¥sen, besteht da-

rin, eine Methode zu entdecken, zu einer "Destruktion" zu kommen, notfalls
mit Hilfe von Explikationen (d.h. Substitutionen), die so oft wie erforderlich
wiederholt werden.

2. Nach hinreichender Prtifung des Problems habe ich erkannt, dass sie ge-
samte Kunst, Probleme in rationalen Zahlen zu 1l8sen, auf Vergleiche #hnlicher
Gr8ssen hinauslduft, oder auf die Ableitung anderer aus ihnen, die mit den

gegebenen Quadraten verglichen werden k¥nnen.
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