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A pesar de la importante edicidn de Gerhardt (1858-1863) de

siete vollimenes de escritos y correspondencia cientifica de Leibniz, asi
como de un volumen adicional (1899) de su correspondencia con matem&ti-
ccs, puede afirmarse sin riesgo de error que la matém@tica leibniciana
continfia en su mayor parte in&dita. Y, ademis, por la importancia de los
trabajos que Leibniz dejd sin publicar, que dard lugar a un nuevo capi-
tulo de la historia de las matemiticas. La edicidn critica de la Acade-
mia de Berlin no ha producido por el momento m&s que dos vollimenes de
correspondencia cientifica y t&cnica. Desde el ano 1981 estd preparado
el primer volumen de escritos matemdticos y cientificos, pero aln no ha
visto la luz. Los profesores Knobloch y Contro, encargados de dicha edi-
cidn, se han visto obligados a preveer hasta ocho vollmenes para tan s&-
lo los cuatro afios que durd la estancia de Leibniz en Paris (1672~76).
Por mi parte, puedo pronosticar que con la etapa inmediatamente ulte-
rior (1676-79, hasta la muerte del duque Johan Friedrich) sucedexrd otro
tanto. Lo cual significa que la comunidad cientifica tardard mds de txes
siglos en conocer a fondo a Leibniz como matemitico y cientifico. El pro-
pio Leibniz afirmé que quien le conocia por sus publicaciones no le co-
nocia en absoluto. Asi como en el campo de su filosofia las ediciones
de textos, sin ser exhaustivas ni muche menos, permiten en general cono-
cer su pensamiento, la frase sigue siendo vdlida en lo que respecta a la
ciencia. Knobloch seflala ! que s8lo un diez por ciento de sus escritos
cientificos han sido publicados. Al ser la Akademie-Ausgabe cronoldgi-
ca, este retraso es explicable: muchos borradores y escritos no ofrecen
la menor pista sobre la fecha en que fueron escritos, con lo cual la pre-

paracidén de cada nuevo volumen de las Obras y Correspondencia Completas

resulta enormemente trabajosa.

Entretanto, resulta urgente y necesario, por la actualidad que
sigue teniendo la inventiva de Leibniz, que los historiadores de la cien-
cia vayan familiariz@ndose con algunos aspectos parciales de la labor
matemitica de Leibniz; en tal sentido se orientan lastres ediciones re-
cientes de Knobloch 2 sobre el Algebra, la combinatoria y los determi~

nantes, la de Zacher sobre el Calculo Binario 3 y la mfa propia sobre
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la Caracteristica Geomdtrica’

En la presente comunicacidn aludiré brevemente, y por supues-~
to con cardcter parcial y provisional, en tanto no se complete la edi-
cidn critica, a algunos trabajos de Leibniz sobre los fundamentos de
la Geometria, y en concreto sobre el axioma euclidiano de las parale-—
las. Puede afirmarse que se trata de una cuestidn pricticamente in&dita,

pues s8lo en la tesis de Josef Lauter, Die Prinzipien und Methoden der

Geometrie bel Leibniz5 , que nunca fue publicada, se estudian algunas

de las tentativas de Leibniz para dar una nueva fundamentacidn axiomdti-
ca a la Geometrfa, compardndolas por su importancia a la obra clésica
de Hilbert6 .

Sin embargo, Lauter basd su estudio en 1los escasos ensayos
sobre axiomatizacidn y fundamentacidn de la Geometria publicados por
Gerhardt y Couturat7 , lo cual proporciona un carficter bastante incom-
pleto a su investigacidn, pese al rigor de su andlisis de dichos textos.
Por esa misma causa, la cuestidn de las paralelas apenas tiene cabida
en su tesis, a pesar de que Leibniz dedicd no pocos esfuerzos” a refle-
xionar sobre la nocidn de paralela, e incluso sobre la demostracién

del axioma XIII de Euclides.

Es sabido que Leibniz lee los Elementos por primera vez de
manera sistemdtica durante su estancia en Paris, a partir de 1673. Des-
de el principio manifiesta criticas respecto a la estructura deducti-
va de dicha obra, y en particular a las definiciones (que considera inid-
tiles o confusas en la formulacidn euclidiana) y a los axiomas (gque con-

sidera demostrables). En el Projet d'un art d'inventer, editado por Cou-

turat, puede leerse:
"Le defaut Le plus genenal, et dont Euclide meme
n'est pas exemt, c'est qu'on suppose des axiomes
qu'on pourrodt demonsiren® .

En 1679 Leibniz trabajé intensamente en el andlisis de las
nociones geométricas y de los axiomas, intentando construir una nueva
Geometria: las criticas se repiten en distintos fragmentos, siempre en
el mismoc sentido. Leibniz acusa a los gedmetras, incluido Euclides, de
que sus demostraciones no son suficientemente rigurosas. Asi, en el frag-

mento 4 de febrero de 1679 se afirma:°

254



El postulado de las paralelas

"Euclides quiso atenerse a un rigor mdximo al
demostran: asl, prueba que en un tridngulo dos
Lados son mayores que el tercero, Lo que, come
decfan riendo Los epicdneos, hasta un asno cono-
ce. EBntretanto no puueba otrhas codas que se pue-
de ven precisan mds de demostraciln, como por
efemplo en el Libro 1, proposicidn Ia, donde en-
sefia @ comstruin un tridngulo equilfiterc sobre una
base dada, asumiendo que dos cirnculos descrnilos a
partin de una necta que se foma como
base tomando sus exiremes {por cen-
o) y La propia reeta {como radio)
se han de contar entre sL. Lo cual
no es Ligualmente manifiesto. En efec-
fto, hay que proban que se contan fue-
na de La propdla recta de partida *.
El fragmento 361?de septiembre de 1679, retoma esta cuestidn
en forma mids sistemitica, lo cual le lleva a interesantes investigacio-
nes sobre las nociones de interior, exterior y frontera {(ambitus). E1
fragmento 37 " resulta la primera tentativa amplia de demostrar los
axiomas de Fuclides, y su titulo explicita el proyecto general de la
ulterior investigaci®n leibniciana: Demonstrationes Geomelrnarwum Ln Pri-
mis Elementis non saflis sevena esse. En dicho fragmento se analizan
las definiciones XV, XVI y XVII de los Elementos, inicifndose con ello
la. larga serie de intentos leibnicianos por analizar una por una las
definiciones, proposiciones y axiomas de Euclides, como medio para cons-—
truir una Geometria mds general y mds clara. Como botdn de muestra del

extremo rigorfieibniciano en el estudio de los fundamentos de la Geometria

*: Euclides summun nigorem observare voluit in demonstrando: Ldeo probat

quod in triangulo duo Latera sint tentio mafora, quod, ut Eplcured riden-
Zes ajebant, etiam asinus novit. Interea non probat alia quae magis pro-

batione indigerne videntur, exempli causa in prop. 1 Lib. T ubd trniangulum
aequilaterum supen data basi constituene docet, assumdit ducs cireulos ex

nectae {quae pro basd sumitun] extremis et intervallo L{psius rectae des-

criplos, sese secare. Quod non equédem Lta mandfesium esZ. Imo probandum

est s secare extra ipsam nectam productam. (L.Hd. XXXV, I, Nx. 2, BL. &
de La catalogaci6n Bodemann, Fragmento 4, p. 44 de La edicibn citadal.
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baste decir que en dicho fragmento, y en su critica de las definicio—
nes XV y XVI, Leibniz critica a Euclides el hecho de haber asumido sin
demostracifn que el centro de un circulo estd en el interior del mismo,
pese a que en las definiciones de centro y de circulo nada se dice al
respecto.

Resumiendo sucintamente el espiritu general de estas investi-

gaciones de Leibniz sobre los fundamentos de la Geometria, se trataria de:
1.~ No suponer nada que no haya sidc explicitado como tal pre-
supuesto.

2.~ Ne presuponer nada que pueda ser demostrado.

3.- Analizar las definiciones geom@tricas hasta ofrecer nuevas
formulaciones que sean las mis simples posibles, que luego
sean efectivamente utilizadas en las demostraciones y que,
a poder ser, se autosustenten como definiciones por sex

constructivas, como dirfamos hoy, o definitiones realia,

como decia Leibniz.

4.- Intentar demostrar unc por uno les axiomas de Euclides, y
no sdlo el de las paralelas. Asi, Leibniz insiste varias
veces a 1o large de su vida en su demostracidn, propuesta
desde 1672 a Galloys, del axioma seglin el cual "El todo es
mayor que la parte".

5.- Intentar buscar un nuevo elenco de nociones simples y de
axiomas indemostrables que permitan, por un lado, englo—
bar la Geometria de los Elementos, y por otro, inventar
nuevos problemas, objetos y demostraciones matemdticas.

En este contexto general, y con matices peculiares a lo largo
de las distintas investigaciones que llevd a cabc a lo largo de su vida,
se inscriben sus trabajos sobre el quinto postulado de Euclides. Obtene-
mos con ello una primera diferencia, fundamental, entre las investiga-
ciones de Leibniz y las de otros matemlticos que se han ocupade del tema
a lo largo de la historia: a Leibniz no le preocupa tanto que el axioma
XIII (¢ el V Postulado) sea oscuro en su formulacién, relativamente a

los restantes, y que en base a ello tenga sentido intentar su demostra-

cidn a partir de los demds. Para Leibniz, efectivamente, el axioma XIII
tiene defectos especificos, sobre todo por la defectuosa definicidn de
paralelas que Euclides introduce, pero tambifn los restantes axiomas ade-
lecen de defectos similares, y por consiguiente son demostrables. Leibniz
tratd, ciertamente, de demostrar el axioma de las paralelas, pero no con

mids empefic gue los restantes axiomas y presuposiciones de Euclides.
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Para ver la cuestidn mis en concreto, en la presente comuni-
cacidn elegir& un manuscrito in&dito, fechado provisionalmente en 1683
por el Kronoloaisches Katalog de Hannover, en el cual se encuentra una
investigacidn sistem8tica de Leibniz sobre las definiciones y axiomas
de los Elementos de Euclides. Pero es importante sefialar que en la in-
vestigacidn leibniciana pueden obtenerse resultados importantes
para la cuestidn de las paralelas cuando se estin analizando otras no-
ciones y axiomas. AsI ocurrid en 1679, come ya subray@ en mi comunica-
cién al II Congresoc de la SEHC’12. Alli, intentando analizar las nocio-
nes euclideas de plano y de recta, que a Leibniz siempre le parecieron
insatisfactorias, propone nuevas definiciones de dichas figuras geomé&-
tricas, come conjuntos de puntos determinados por dos (el plano) y tres
(la recta) puntos dados, mids la relacidn de congruencia, gue en 1679
era la relacifn geométrica clave. Tal y como mostrd Lechalas en 1912 13,
se anticipaban asi las definiciones de Lobatchevsky, perc sin conectar
esas nuevas nocicnes de recta y plano con el problema de las paralelas,
por lo cual su propuesta se diluyd entre la multitud de propuestas de
gran interés geom@trico y topoldgico que abundan en sus manuscritos geo—
métricos.

Si pasamos ya al manuscrito inédito antes aludido14 , que no
tiene titulo, conviene subrayar que Leibniz recorre el libro de Eucli-
des definicidn tras definicidn y axioma tras axioma, seflalando los de-
fectos especificos de cada uno, asi como los inconvenientes generales
del sistema axiom@tico de Buclides. Al llegar a los axiomas Leibniz
afirma tajantemente:

"Plenso que todos Los axiomas pueden ser demostra~
dos, y que de hacerlo asi La contribucidn al per-
5eccéonam£en,to de fa ciencia seria mayor de L0 que
se cree” .

Esta es una convicidn firme en Leibniz. Es sabido que siempre
elogid a Roberval por dicha tentativa, ridiculizada por sus contempord-
neos, y que tratd incluso de leer los manuscritos indditos de Roberval

relativos a la demostracidn de los axiomas de Euclides, sin é&xito. Pero,

*: Puto omnia axiomata posse-demonsthari, Ldque majoris esse ad perfectio-
nem Sedlentiae, quam quis credat (L. Hd. XXXV, I, Nn. 5, Be. 19Y).
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en cualquier caso, el interés de Leibniz por los intentos de demostra-

cién de Proclo, Pappo, Clavic. e incluso del propic Apolonio, asi como

de otros matemiticos, se mantuvo constante a lo largo de toda su vida.

Leibniz criticd en detalles concretos a esos predecesores suyos, pero

siempre los elogid por la pretensidn misma de demostrar los axiomas de

Euclides.

Todo esto vale para los axiomas, pero conviene hacer notar
que para Leibniz los postulados tienen una funcidn 1légica muy diferente:

"Los postulados no son ctha cosa que posibifidades
asumidas, ¢ generaciones, Zan 5&0(,@% que no sea
necesania La Labon de demostranlas"

Es decir que, a diferencia de los axiomas, gue son todos de-
mostrables, los postulados enuncian la existencia de entes geométricos
posibles, y ello por medio de la construccidn ¢ generacién de las figu-
ras correspondientes.

Pero el punto bisico de la critica son las definiciones de Eu-
clides, que le parecen inservibles en su gran mayoria. Para Leibniz, el
defecto fundamental de la Geom@ria de Euclides estriba en su definicidn
de recta. Repetidas veces tratd de mejorar dicha definicién y, aunque
tambi&n se ocupd especificamente de la nocibn de paralela, cabe afirmar
que las grandes novedades sobre el V Postulado (o axioma XIII) provendrin
més bien de su andlisis del género (recta) que de la especie (paralela).
En el fragmento agui comentado dicha critica resulta muy clara. Los Ele-
mentos de Euclides:

"no proporclonan m’hguna definicién de necta. En
efecto, La que cgrece Euclides '® no es L‘n;uf@u_qi-
ble, ni se emplea en Las demostraciones"

Tal y como el propio Leibniz afirma al analizar la cuarta defi-
nicifn de Euclides:

*: Postulata: Hee nihil atiud sunt quam assumiae possibilitates, aut gene-
rationes, {ta faciles ut non censeatun opus eas demonstrare (L. Hd.
XXV, I, Nxo 5, BL. 19Y).

**: nuwllam adhibent definitionem nectae. Nam ea quam Euclides cffert,
quod eX aequo suae internfaceat puncta, non est intelliglibilis, nec

adhibetur in demonstrande (L. Hd. XXXV, T, Na. 5, BE. 20Y)
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"Mucho he meditado sobre La definicién de Linea
recka y pdenso que puede sen defdnida como La via
sdmplicisima de un punio a otro punto. De donde se
sigue Zambién que es La via mindima entre dos pun-
20, AsL pues a La distancia entre Los puntes A y
B La designamos mediante La necta AB. Asimismo de-
signamos el sLtic de un punto a otro por medio de
La magnitud de Za /Lac,ta*/;ntucapmda {por ambos),
es decin La distancia

Leibniz demuestra a continuacién que esa definicidn es clara y distinta,
en el sentido de que define un objeto geométrico Onico y determinado. Sub-
rayo el hecho de que la recta es simplemente un modo de designar la dis-
tancia (de medirla, diriamos hoy en dia), pero no el Unico. Leibniz consi-
derd numerosas veces la posibilidad de otras vias o lineas entre dos pun-
tos. Siempre que esas lineas sean rigidas, aunque no sean rectas, permiten
definir el situm entre dos puntos, pero conforme a geometrias que hoy lla-
mariamos curvas. Leibniz poseyd plenamente la nocidn gaussiana de geodé-

sica.
Si pasamos a parrafos ulteriores del manuscrito:

"Hago neiar que en La definicién 29 " se puede du-
dan de que se d€ un cuadriilfdterc equildtere que sea

a La vez hectlngulo, pero 54 se plensa que una nee-
Za Lguad a oXrna recta y apoyada sobre ella conforme

a dngulos rectos se mueve en el plano, Lo cual efec-
ivamente es posible, resulia mandgiesto que también
La anterion {figuna) nesulta posible. EL misme defec-
Lo se encuentra en La defindicifn de paralelas 17, pero
S4 se plensa que una recta finita se mueve s0bre una
neeta indefinida permaneciendo fnvariante ef mismo &n-
gulo, y 54 el otno extremo describe una £inea, es ma~
nifiesto que dicha recta es equidistante a £a primera’

*%

¥ Mulzum meditatus sum de definitione Lineae rectae et puto ita definini
posse quod s4L via simplicdssima & puncto ad punctum. Unde sequitur et
minimam esse inten duo puncita. Hine distantiam inter puncta A et B de-
signamus pen rectam AB. Situm quoque puncti ad punctum per magnitudinem
nectae interceptae designamus sive per distantiam (Ibid., BL. 18%),

**: Noto ad definitionem 29. dubitari posse an detun quadnilaterum aequi-
Laterwn quod simul s4% nectangulum, sed s{ cogifetun rectam hectae ae-
quald ad nectos angulos insistentem in plano moverd quod utique possi-
bife est, manifestum est tale quogque esse possibile. Idem uitium est
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Podemos ver, aungue sdlo sea en un ejemplo, algiin aspecto del
método leibnicianc de andlisis de las definiciones. No basta con nombrar
al cuadrildtero equildtero rectingulo. Hay que demostrar su existencia,
su posibilidad. Las definiciones han de ser reales, y las de
Euclides no lo son. En el caso de las paralelas, Euclides propoxcicona
una definicidn intuitiva mientras que, para Leibniz, si se definen las
paralelas comc lineas rectas equidistantes, entonces su existencia puede
ser demostrada por medio del movimiento de un segmento sobre una recta
indefinida. Se dird quizd que, entonces, en ese movimiento se presupcne
la nocidén de paralelismo, puesto que el segmento de mueve paralelamente
a si mismo. En la concepcidn leibniciana la afirmacidn m8s precisa no es

ésta: lo esencial es que el movimiento tiene lugar "servato ecdem angulo",

por lo cual la dificultad 1l8gica se remite a la definicién de igualdad de
dngulos, pero no a la de paralelas. Por supuesto, también es imprescin-
dible la nocidn de movimiento, pero esto es una caracteristica esencial
en la geometria leibniciana; al menos entre 1679 y 1685, la nocidn de
movimiento siempre es previa, e incluso la de movimiento continuo gue
conserva la rigidez de los objetos que se mueven.

Todo ello nos llevaria muy lejos, y sblo se trata aqui de pro-
porcionar un botdn de muestra. Pasemos pues al anilisis que Leibniz lle-
va a cabo en este manuscrito del axioma XIII de Euclides:

"EL axioma 11 de Euclides, que para CLavic es el 13,
fue intentado demostrarn por Proclo, pero de manera
impengecta, a fuicio de CLlavio, y por mi parnte a su
vez La demostracibn de CLavio no me satisface. Es-
ta tiene Lugan asi:
£ S{ sobre dos Lineas rectas AB, CD incide otra
nrecta EF de manera que Los dngulos infternod
BEF, DFE de una misma parle sean mencies que
dos hectos, esas dos rectas, producida. hesia
el ingindito, se corntan enire s en aquella par-
C F D te en que esos dngulos son menones que dos hec-
tos. Este enunciado Lo utiliza Euclides al de-
definitiones parallelarum, sed &4 cogiteturn finitam rectam super recka Ln-
definita eodem servato angulo moverd, et altens extremo deseribi Lineam
manifestum est, eam rectam esse ef prioni aequidéstanten (Ibid., BL. 19™).
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mostran que 44 una hecta cornta a dos parale-
Las produce dngulos Lguales con ambas, a sa-
E ber el dngulo AGH {es fgual] al dngulo CHF.

\ Sunge esta perplefidad de La nocidn de para-
& B petas. En efecto, 84 Euckides dediniese Las

M
>\ N paralelas como Las que son equidistantes, es

Q P decin como aquellas cuyas distancios minimas
\ son {guales por doquier (corolario de esta

definicidn es que no pueden ser concwuientes,
ya que en el punto de concwiso ne hay distan-
cia en el plano) desaparece La diflculiad.
Veamos La cuestifn pon Zanto a partir
de esta definicibn:
Como GL y MH son Lguales, muévase La
< al B neeta LH (perpendicular a La otra, o mindima)

permaneciendo el dngulo recto, de manera que
L se traslade por LG y H porn HM. Puesio que LG
y HM son reconddas en el mismo Liempo, enton-

P T ces LH y GM son L{guales. Puesto que Lo4 nidn-
gulos GMH y HLG son de Zados iguafes, Zambién
sendn de dngulos iguales, es dec,(/k que el dn-
gulo GHL es 4igual al dngulfo HGM"

Esta es la demostracidn del axioma de las paralelas propuesta
por Leibniz en el manuscrito in&3ito que estamos comentando. Por supues-—
to, no es la Unica que investigd, aunque si cabe verla repetida en otros

8 Independientemente de la valoracidn gue se pueda

fragmentos inéditos
hacer de ella, lo cual podria dar lugar a un prolengado debate, gue en mi
opinién sdlo tiene sentido emprender cuando se conozcan todos los inéditos
de Leibniz relativos a este tema, lo cierto es que algunas conclusiones

provisionales pueden ser extraidas:

*: XI. Axioma Euclidis quo Clavio esz XIT1. demonstrare conatus esi Proclus,
sed Clavio judicd Limperfecte, et mihi vicissim demonstratio non satisgacif.
Ita autem habet: S& in duas nectas Lineas AB, CD alterna necta EF incidens
internos, ad easdemgque partes angulos BEF, DFE duobus rectis minones faciat,
duae {Llae rectae in infinitum productae sibs mutuc <incident ad eas paries,
ubl sunt anguli duobus rectis minores. Hoe pronuntiatio utitur Euclides ad
demonstrnandum quod 84 recta ineldat in duas parallelas angulos ad eas facdii
aequales. Nempe angulum AGH angulo CHF onta ista perplexitas ex definitione
parallelarum, nam 54 Parallelas definisset Euclides, quae sunt aequidistan-
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1.- Leibniz adopta decididamente la definicidn de lineas para-
lelas (y por ende de rectas paralelas) como equidistantes.

2.~ La nocidn de distancia se remite en Leibniz a la nocidn
de situs, m8s general. Lo esencial es que dos lineas son equidistantes
si sus puntos respectivos, tomados dos a dos, tienen el mismo sitio
entre si.

3.- La demostracién del axioma de las paralelas se funda en
esta nueva nocidn (equidistancia), la cual se fundamenta a su vez en las
nociones de distancia, sitio e igualdad, perc también en la nocidn de mo-
vimiento; y aqui Leibniz piensa en movimientos netamente fisicos.

4.- Los movimientos geométricos son caracterizades por los in-

variantes que dejan: servato situ, servata distantia, servato angulo recto,

servato angulo, etc., son expresiones que continuamente resurgen en sus
investigaciones. Provisionalmente, pero con cierto grado de verosimilitud,
cabe correlacicnar la geometria leibniciana con la concepcidn de Félix Klein.

5.- La demostracidn del axioma de las paralelas no es un tema ais-
lado, sino que involucra todas las nociones basicas de la Geometria, asi co-
mo la demostracién de los restantes axiomas.

6.~ En cualquier caso, las investigaciones de Leibniz sobre el
tema son muy numerosas, y plenamente originales, por lo cual, comeo se dijo
al principio, estas conclusiones han de ser consideradas como provisionales,
pese a que abran ya por si mismas un nuevo capitulo de la historia de las
matemdticas, hasta ahora desconocido, y que habrd de ser elaborado en los

préximos afos.

Javier Echeverria

Zfes seu minimas distantias ublque habent aequales {cuius corollarium esx
non posse concunrere, nam in concwidu nulla plane distantia esi) cessabat
difioultas. Ex hac engo deginitione nem ostendam:

Cum GL et MH &4t aequalis moveatur recta IH utrique perpendicula-
nis Seu mindma, manente angulo hecto, Lita ut L incedat per LG et H pen HM.
Utique eodem tempore pereuwtrentun LG et HM ergo LH et GM sunt aequales. Cum
ergo trlangula GMH et HLG sint aequalium Laterwum, erunt et aequalium angulo-
num, sew angulus GHL aequalis angulo HGM {L.Hd. XXXV, 1, Nx. 5, BL. 70M).
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