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Creemos que se imponen dos constataciones :

Los hitos del proceso de transformacién de la geometrfa, en el
siglo XIX no han sido esclarecidos suficientemente todav{a. Por mis
que el Hilbert de 1899 sea paradigm&tico (se trata de una hipétesis
apoyada por elementos de prueba indudables), la concepcién de la geo-
metrfa correspondiente no estaba todavia impuesta en ese momento o
por lo menos no lo estaba en el pensamiento de destacados filésofos
de la geometrfa (y destacadf{simos cientiricos).'como lo fueron,Frege
y Russell. Pues el Kantismo sobrevivia a sus mismas cenizas. Es cier-
to que podrfa pensarse al respecto en un decalage entre peometr{a y
filosoffa de la geometr{a, y afirmar un retraso de la segunda respec-
to al desarrollo de la primera. Nos inclinaremos en ese sentido.Pero
de todos modos es necesario tener clara la diferencia entre esos dos
Lipos de dominancia, para con pleno sentido poder {ndicar cufndo en
uno y otro aspecto se produce un giro fundamental o giros significa-
tivos. En geometr{a, munque no necesariamente en la filosoffa que de
ella se difunde, estaria pues ya en Hilbert-99 "sancionada oficial-
mentet{Lolli) la transformacién de la geometrfa, y esta es nuestra

primera hip6tesis.

2.3.Una segunda hipétesis sobre el proceso que se cumple a8 lo largo

del siglo XIX, la de que se dan una serie de hitos muy significa-

tivos que es necesario elucidar, ~!rfa parecer trivial. Sin embir~

o ella se opone a la idea de ur: svwolucidn m&s o menos continua

y también a la de un dnico momer o crucial en que se cumplirfia,

= refiriendo.

v

de polpe, el proceso a que esire
Vamos a proponer un esquem: txlremadamente general que nos
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La geometr{a proyectiv. en el XIX

sirva de base para concretar esuz segunda hipétesis, aunque toda-
via sin referencias temporales ai nominales. El cambio de una geo-
metrfa fisica, de contenido, que presupone al espacio o la exten-
sién como objeto de la disciplina, hacia otra o la extensién como
objeto de la disciplina, hacia otra en la cual las estructuras
adquieren calidad tem&tica, cambio en el cual los pasos deductivos
en la construccién de la geometria logran preponderdncia sobre los

momentos intuitivos, serfa la iinea bisica del esquema.

Esc proceso que podria liamarse abstraccién creciente (a sal-
tos) “lleva m&s tarde hacia" Hilbert-939, a través de una especial
claboracifén en tres aspectos: a) el rigor (bien claro en el desa-
rrollo del anilisis y del &Algebra pero también seflalable en geome-
tria), b) la fundamentacién intertebrica (entre ramas "distintas"
de las matemiticas), y c¢) la aziomatizacién, con sus correlatos,
comienzo de formacilzacién por un lado, y aparicibén de elementos
de andlisis matemitico, por otro. C6mo se dieron histéricamente es
otra historia. Si bien esta visibén es esquemdtica, y algo ingenua,
sobre todo visto el desarrollo reciente de la historiograffa, de
todos modos nos puede servir de base como esquema plausible para
considerar el tema especifico del aporte de la geometrfa proyecti-
va de comicnzoa del siglo XIX al proceso total de desarrollo de la

matemética.

El perfodo principal que nos interesa se extiende deade 1822, fecha
de publicacién del Tratado de foncelet {es decir la fecha del aca-

bamiento de la primer fasc de ia geometria proyectiva) hasta 1847,

que marca el momen;o en que von Staud produce una geometria no-mé-

trica cual era la vocaci6n de .os desarrollos anteriores. Pero nos

interesan también los periodos comprendidos entre esa fecha y 1867,
el de 1867-1872, y en menor mecida el subsiguiente hasta Hilbert,

a efectos comparativos.

Y dentro de ellos se dan {endmenos que podriamos llamar de

produccién inicial, de difusiér, de trabajo elaborative y de inte-
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Lu geometria proyectiva en cl XiX

proci6n, a los que subyace la aludida transformacibn en el objeto

de lua geometrfa, que en definitiva querem ver en qué consiste.

Durante el perf{odo que va desde 1829 hasta 1867 (la obra de
Lobatchevski es de 1829 y la de Bolyai de 1832) las peometlrias no
cuclidianas han sido constituidas inicialmente pero no han produ-

cido efectos significativos. Fs bien sabido que la sifusién de

as geometrfas comienza alrededor de 1867 y difusiédn quiere decir
consitucién de una tradicién sostenida de irabajo en las mismas.
Las traducciones alemana, francesa (Houe!l,itauliana ¢ inglesa, y

¢l trabajo capital en ese sentido de Beltrami, se sildan recién en
ese momento, es decir casi cuarenta afios después de la produccidn
original, por causas que son hoy bastante sien conoucidas y que re—
sulta innecesario repetir. Si bien es cierio que posteriovrmente
aparecen los trabajos fundamentales de Ticmann s6lo la obra de di-
fusién y elaboracién de lielmholtz y los textos anteriores sefjala—
dos inician la tradicién indicada. El trabajo propiamente dicho
comienza rocién entonces {1867). Pero, apenas unos cinco afos
después, Klein en su programa de Erlanger {sobre 1a base del tra-
biajo de 1859 de Cayley) produce ya la integracion de las geometrfas
no-eucifdeas con la geometria proyectivi, e modo que ambog tipos
de peometria ya no poscerdn desde ese momeato desarral los Lebrica-
mente independientes (por més que esto posnd limiLtaciones en sus
cfectos). De modo que, como base plausib’. de comparacidén entre el
trabajo independiente de la geometrfa projectiva y el de lus no
cuclidianas, deberfan tomarse, con exclus 6n del Lrabajo de Riemann
{que posece Lambién efectos diferidos), ‘o nroducidg en casi cuaren-
ta anos por un lado frente a apenas unos cinca por el otro. Esto
que podria aparecer grueso se da sin embarpo en sus grandes lineas
asi, por efecto de los fenbmenos de ditfus:dn cientffica y de las
condiciones de ésta. Entonces, con el fir <n ver en qué medida la
peometria proyectiva de la priemra mitac o' siglo contribuyd a

14 transtormacidn de la matemdtica y «n . medidia lo hicieron las
peometrins no euclidianas, serfa valido o srineipio considecar

cual fue el resultado de la produccién = nétrica en la primera du-
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La peomelr{a proye~tiva en el XiX

rante justamente el cast medio siglo que va de 1822 a 18A7; es
decir qué resultados logré, qué métodos utilizd, y cbmo varid, en

las proplas obras cientfficas, la concepcidn de la peometria.

Si se pudiera constatar que en ese perfodo se produce un
cambio{o cambios) muy significativos (s), habrfa que explicar,
entre otrus cosas, por qué la geometr{a proyectiva no tuvo, sus
beocios como los anuncié Causs, con visién predictiva adecuadapa-
ra las geometrf{as no-cuclideas. l.os beocios no sélo acluiaron como
elemento de resistencia —extra-cient{fica, filos6lica, fundamen-
talmente-,sino quc contribuyeron en no poca medida a poner a las
geometrias no cuclidcas en el centro de la consideracién episte-
molégica. Por otra parte Lotze y olros beocios sélo comenzaron o
protestar tardfamentic, Pero habria que ver ademds por qué enton-
ces la geometrfia proycctiva no aparecié como revolucionaria. Ver
en especial si los elemcnius que ya habrin estallado en Hilbert-
99 aparecen de un modo u oiro en aquella geometria proyectiva. ¥
sl esto parece exagerado, scrfa cuestién de ver cudles de los
elementos, aungue necesariamente no todos , de los que constituyen
la gran transformaci6n referida, sc cncuentran en forma implfcita
o patente en la geometria proycctiva del segundo cuarto del siglo
enire Poncelet y Staudt. Pues resulta por demfs curioso que la tra-
dicidn espistemolésica hayn privilegiado retrospectivamente un mo-
mento del desarrollo de la geometria en detrimento de otro cuya

significaci6n se nos apurece hoy bajo nueva luz.

No voy a trazaraqui la historia de la geometrfa proyectiva en al-
gunas lincas ni en muchas. Ello ests bien hecho ya en sus aspectos
fundamentales, aunque falta una puesta al dfa reciente: Desargues
y Pascal, Monpe y Brianchon, entre algunos atros han aportado de-
cisivamente, los elementos de base en dos perfodos distintos. Voy
a dar por supuesto también jue Pancelet, con su Tratado, que march
al principio del perfodo que nos interesa (sobre Lodo 1IR2P-1847),
ha presentado magnificamente Ja disciplinag en su conjunto. Yoy en

cambio a referirme puntualmente a algunos aspectos  gque resultan

384



Lia peometrfa proyectiva en el XIX

pertinentes para el tema del tftulo. Lds principales a mi entender
son: el gradual surgimiento de métodos, en geometria, ¢l uso de un
nuevo lenguaje con su creatividad propia, la introduccién del prin-
cipio de dualidad y el carfdcter basicamente no-métrico de la geo-

metria proyectiva. Vayamos por partes.

1.1.Como es blen sabido, el perfodo inicial, con Desarpues como figu-
ra central, es sucedido por un siglo vacio. El dominio de la geo-
metrfa analftica durante ese siglo es praicticamente total. Cuando
1a peometrfa proyectiva se constituye en disciplina, e¢ la gecome-
trfa sintética que renace, pero los procedimientos utilizados pa-
ra »1lo son a veces anallticos, a veces sintéticos, a menudo mix-
tog, como los llamara luego Chasles . Adn la presentacién fundamen-
talmente sintética de las meditaciones de Saratov recubren un con-
junto de bisquedas analiticas, lo que no se revelaba en el Tratado,
como bien surge de los Cuadernos de Poncelet, publicados con mu-
cho retraso. Pero sea una u otra la via de construccién lo que
predomina, lo que sucede es la bisqueda de métodos para la geome-
trfia sintética gue suparen el camino azaroso de descubrimicntos
tipico de la geometrfa griega y tradicional, y quc produzcan resul-
tadas de la manera en que justamente son producidos cn geometria

anatitica.

Los métodos que van a utilizarse son varioados, a veces muy
discutidos como el principio de continuidad, o usados generaliza-
damente como ¢l de polos y polares. De ese modo se trata mds que
de enunciar teoremas aislados de generar demostraciones de los
mizmos ¢ de los que la tradicién transmite; se trata de ancontrar
vius pura hacerlo de una manera menos fortuita dentro de una dis-
ciplina que en principio posefa otros paradigmas. Y no sélo se da
en ol caso de la racionalidad euclidea, de los métodos que hoy sn-
bemos que tuvieron sus frutos y su trasmisidn en el trabaju con-
tinuado, sino atdn en otros que quedaron de lado por diferentes mo-
tivos; es el caso de los de la escuela napolitana de peometria y

en especial de los métodos de Férgola.
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En la geometria zintética, o de vocacion sintdtica {(recorde-
mos o Lteiner torzando la recontruccidn sintética pural, esta bids-
queda de métodos de trabajo no es independiente de otras carae-
teristicas determinantes. Es de por sf{, como vemos, un sintoma de
la influencia del modelo de construccidn de la peometria analftica

sobre una geometria que avanzaba de modo totalmente distinto.

El segundo aspecto a sefialar posee una mAs larga historia. Fl uso
de puntos impropios y de otros elementos impropios, historia (cuyas
vicisitudes han sido estudiadas en su detalle), implica 1lamar
“punto" a algo diferente a lo que designaba con anterioridad csa
palabra. La creacién d¢ lenguaje que ello importa, la gencralidad
que introduce y las consecuencias a que da lugar son facetasn de la
revolucidén incruenta, tranquila, poco espectacular, que toda ta

geometria proyectiva e su conjunto conlleva.

Ya la geometrfa analitica, geometrfa ffsica si las hay, lla-
maba punto a un par ordenado de mimeros, algo poco tradicional, y
al bhacerlo tenfa consecucencias inesperadas. La ecuacidn de la recta
permit{a encarar intersecciones de rectas {mediante la solucidn de
un sistema de ecuaciones), pero a la vez considerar otras cosas:
rectus paralelas {por la solucidn imposible del sistema dv ecuacio-
nes correspondiente) y rectas  coincidentes. El lenguaje ast creado
respondfa por un lado a los nuevos conceptos introducidos pero, por
atro, did lugur a consecuencias no tradicionales, con sun efoectos

correspondientes.

De mismo modo, los elementos impropios dun lupar, en la geome-

trfa proyectiva, 4 un lenguuje nueve con un rendimiento tedrico dis-
r

tinto 8l del lenguaje y al de los conceptos unteriores. Esto, que
podria parecer trivial, constituye una caracteristica determinante
de las nuevas geometrfas. En la geometria proyectiva Lodai las rec-
tas se cortan en el pluno, todos los planos se cortan en ¢l espa-
cio. Se trata de una prometrfa distinta, radicalmente distanta a 1a

anterior. Por qué no aparecid como revolucionaria, es un hecho o
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L peometria proyectiva en el XI1X

explicar. Sin embargo no todas las consecuencias de 1a nueva con-
ceptuacidn y del nuevo lenguaje aparecen explfcitas desde el co-
wienzn. Avancemos desde ya la afirmacidén de que se trata en princi-
pio de una geometria no ffsica (que ella tenga que ver con la
perooectiva y sus leyes es otra historia): tanto la geometrfa de
los tlementos euclideos como la cartesiana eran f{sicas, y toda

i grometrfa -salvo justamente la proyectiva~ lo va a ser por un

buen perfodo.

El aspecto central que queremos nuevamente aqul es el de la duali-
did y sus consecuencias. Hay por lo menos tres temas de interés

A su respecto que se podrfa encarar : 1) el del descubrimiento |,

?Y ¢l de 1a demostracién de un enunciado de la “ley" de «dualidad,

3} el de su sentido. Me limitaré al tercero. Si bien por un lado la
polémica entre Poncelet, Gergonne y Pllicker es todo un tema {de
precedencia en el descubrimiento), no lo voy a enfrentar aquf
(Nuvoli}. Si bien el tema de la demostracién ha dado lugar a un con-
Junto de desarrollos bien interesantes, tampoco es ese nuestro ob-

Jjeto.

Vamos a dar por supuesto que Poncelet hace uso de 1a dualidad
a propdsito de un conjunto de propiedades, en base a la relacién
entre polos y polares (es decir en una forma particular de relacio-
n»s); que Gergonne enuncia un principio de dualidad de modo peneral
(introduciendo la escritura de columnas paralelas), atribuyéndole
al principio un status n priori, y sin preocuparse por la demostra-

cién de sus propuestas penerales.

La gradual introduccién de elementos impropios, el uso de la
polaridad, la relativa prescindencia de aspectos métricos y el es-
tudio de los poliedros {(la discusiédn de la propiedad de Fuler) dan
lupar a la aparicidn entre 1810 y 1830 del concepto de dualidad en
la peometria proyectiva moderna. Me parcce determinante de esta in-
troduccién lo que hemos 1lamado nueva conceptuacidn y por consipuien—

tre, la crescidn de un nuevo lenpuaje. El rendimiento tedrico de am-
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La geumetr{y proyectiva en el XIX

bos se expresa entonces cn lu dualidad de la geometria proyectiva

¥y en sus consecuencias.

El principio de dualidad, como “verdad absoluta", encierra dos pro-

posiciones.

"En géometrie plane, lorsqu’un theoréme independant de toutes
relations métriques d angles et de longueurs se trouve demontré,
on peut conclure inmediatement, et sans qu'il soit besoin de <oemons-
tration, un autre thcoréme, dans lequel les points du premict seront
remplacés par des droites et les droites par des points. En géome-
trie a trois dimensions, lorsqu’un theoréme independant de toutes
relations metriques d angles et de longueurs se trouve demontré,
on peut en conclure inmediatement, et sans qu’il soit besoin de
dcmonstration, un autre theoréme, dans lequel les points du premier
seront remplacés para des plans et les plans par de points, les

droites restant en meme nombre dans les deux theorémes™.

En Gergonne es bien claro que el principio estd determinado
por lu independencia de propiecdades wélricas e implicitamenle por

la introduccién de elementos impropios.

Debemos con todo seflalar otros dos aspectos que ya estén en
Gergonne. En primer lugar la creciente importancia de la deduccién
en el uso del principio, por ma&s que sea remota ain una presenta-
cién axiomdtica que permita dar a la dualidad su lugar sistomitico.
Si bien en sus escritos metodolégicos (1809) ya dabu una ideu cla-
ra de la construccién de los sistemas deductivos, Gergonne no se
molesta en disponer sus proposiciones en geometrfa proycectiva, de
una manera sistemética estricta de acuerdo con ellos. Con todo, en
sus Considerations... Gergonne procede a partir de "Nociones pri-
mitivas™ hacia teoremas de cierto grado de complicacién . Gergonne
ve bien claro -cosa acorde con el ideal metédico de Poncelet-,que
no se trata de lograr una cosecha de teoremus aislados; el princi-

pio de dualidad da entonces una herramienta metddica.
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ko sepundo lugar, y esto es ya claro desde Gergonne, pero
se van a acentuar en las sucesivas versiones de la dualidad que
fucron apareciendo por lo menos hasta el fin del siglo, los enun-
ciados gue se dan del principio incluyen, nada veladamente, consi-
deraciones matemAticas, u otras que adquieren, en algunos casos,

un caricter metamatemdtico indudable.

Sabemos bien que sSlo s partir de clerto momento y especial-
mente a partir de sistemas axiomidticos de tendencia formalizante
se plantean problemas melamatemiticos en forma rigurosa y gene-
ralivzada, en especial los de consistencia y completitud. Pero ya
alpunas formas de enunciar el principio de duallidad se refieren a

conjuntos de teoremas como tema : "si es demostirable el conjunto

¢ Ade teoremas, es demostrable el conjunto C'de duales de los de O
si A es un axioma, su dual también lo es; si se pone una demostr.a-
cién de un teorema T, conformada por un conjunto de pasos, la de-

mositracién del dual T estard formado por pasos que son respectiva-

mente los duales de aguellos™.

Todo esto estd dicho ya en Gergonne y si su “metamatemilica™
es apenas un esbozo respecto a las quc conocemos hoy, de todas ma-
neras no se limita a la utilizacién de términos en ¢l metalenpuaje
sino que procede a considerar la deduccién en su conjunto, y en
sus pasos, de ese modo. El carfdcter metamatemitico pre-axiomitico

estd bien definido y da todo lo que puede dar en esa ctapa.

Pero es necesario ver ademds en qué sentido ~1 principio de
dualidad marca el abandono de una geometria ffsica, dentro de un
proceso complejo pero indudable hacia la contrucaidn o iy geone—

tria abastracta.

t.a tendencia a buscar métodos adn en geometria sintdtica, ia crea-
cion de conceptos (elementos impropios) y de un lemnuage tamhidn
nuevo, con sus virtualidades, Ja utilizacion de an prancipio, entre

olros, de dualidad, con las caracterfstican sefinlidas, son aspeo-

389



Lia paometria proyectiva en el X1IX

tos complementarios por el desarrollo no-métrico, por parte (e
von Stuudt, de una geometrfa proyectiva que ha sido llamado puris-
ta; todo ello en el perfodo que se cierra en 1847, y contigura en

su conjunto una produccién matemdtica notable. Ademds, si como he-
mos dicho, la geometria proyectiva tenfa una vocacién no-métrica,

y de hecho recogla las propiedades no-métricas, sin embargo la
intervencién de la relacién arménica iba en contra de esa tendencia.
Por ello cuando van Staudt da un procedimiento exclusivamente sin-
tético, por medio de coordenadas homogéneas, de construir "la quar-
ta", sc valida, de hecho, hacia atras, toda la tendencia indicada.
No hay de todos modos necesidad de atribuir a la geometria proyec-—
tiva anterior a von Staudt ¢l cardcter purista que con é! adquiere,
porque los otros elementos que le pertenecen configuran ya un lo-
gro de magnitud insoslayable. Entonces , de 1822 a 1847 se aniste

a un desarrollo de la geomctria proyectiva, algunos de cuyos cle

merntos hemos apuntado, que no tiene igual.

Se ha afirmado {Lolli) que, con los Grundlagen der Geometrie,

Hilbert dis, por lo menos para la geometrf{a, la sancién oficial a
la transformacién de la matemdtica en lo que ha sido entonces. Dé-

moslo por supuesto.

Por otra parte, es un lugar comin el afirmar la centralidad
de las geometrfas no euclidianas en el proceso de esa transformi-
cion. Como consecuencia de las exageraciones en este sentido se ha
llegado a decir, con toda razén, que las geometrias no euclidianas

son la tate 3 la créme des epistemologues.

Lejos de desconocer el aporte singular que ellias presentan,

arpumentamos aquf en contra de esa centralidad.

5.Los caracteres que hemos sefinlado para la geometria proyectiva en
el perfodo considerado (preterencia por un ecntoque metddico aun en
su fav sintética, introduccién elaborada dc‘clcmuntos impropios,
estudio de propiedades no-métricas, uso amplio de to dualidad) 1

s1tian en un lugar destacado del desarrollo de la peometria que
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tos complementarios por el desarrollo no-métrico, por parte de

von Stuudt, de una geumetria proyectiva que ha sido llamado puris-
ta; todo ello en el perfodo que se cierra en 1847, y contigura en
su conjunto una produccidn matemdtica notable. Ademds, si como he-
mos dicho, la geometria proyectiva tenfa una vocacidn no-métrica,

y de hecho recogfa las propiedades no-métricas, sin embargo ia
intervencién de la relacién arménica iba en contra de esa tendencia.
Por elle cuando van Staudt da un procedimiento exclusivamente sin-
tético, por medio de coordenadas homogéneas, de construir "la quar-
ta", sc valida, de hecho, hacia atrés, toda la tendencia indicada,
No hay de todos modos necesidad de atribuir a la geometria proyec-
tiva anterior a von Staudt el carActer purista que con él adquiere,
porque los otros elementos que le pertenecen configuran ya un lo-
aro de magnitud insoslayable. Entonces , de 1822 a 1847 se asiste
a un desarrollo de la geometria proyectiva, algunos de cuyos cle-

mentos hemos apuntado, que no tiene igual.

Se ha afirmado {Lolli) que, con los Grundlagen der Geometrie,

Hilbert dié, por lo menos para la geametrfa, la sancién oficial a
la transformacidén de la matemAtica en lo que ha sido entonces. Dé-

moslo por supuesto.

Por otra parte, es un lugar comGn el afirmar la centralidad
de las geometrfas no euclidianas en el proceso de esa transformi-
cidén. Como consecuencia de las exageraciones en este sentido se ha
llegado a decir, con toda razén, que las geometr{as no euclidianas

s06 la tate 3 la créme des epistemologues.

Lejos de desconocer el aporte singular que ellas presentan,

argumentamos aqui en contra de e¢sa centralidad.

5.Los caracteres yue hemos seiialado para la geometria proyectiva en
el perfodo considerado {preterencia por un entoque metddico aiun en
su fax sintética, introduccibn claborada de clementos impropios,
estudio de propicdades no-métricas, uso amplio de 1a dualidad) ia

sitdan en un lupar destacado del desarrollo de la reometria que
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enlminaria con Hilbert~99. Si bien la geometria proyectiva perte-
nece al perfodo pre-axiomdtico {(por mds que M.Pasch haya formula-
do para e¢lla, luego, una de las primeras axiomfiticas modernas),se
esbozan en su elaboracién formas de producir geometrf{a totalmente
originales. Esto se produce de manera temprana y con una continmi-

dad que no se da en otros casos.

Como hemos apuntado se trata de una geometria no f{sica en
el sentido en que eran fisica tanto la clésica euclf{dea como la
peometria analitica; ademéds el principio de dualidad hace que su
desarrnllo estructural sea tan significativo como el de su conte-
nido ya de por si diferentes del de aquéllas.

lle un modo peculiar, es cierto, podemos decir de la peometrfa
proyectiva que es una geometrfa no ecuclidea. Y que, antes que las
de Lobatchevsky, Bolyal y Riemann, rompe (e modo incruento) con
una tradicién milenaria. Por mis que el estudio de las cénicas
haya cstiado en sus orfgenes mis remotos, la geometria proyectiva

alcanza luego una generalidad inusual.

l.a propia presentacién de Lobatchevxky y su conceptualizacidn,
sin contar con la filosoffa empirista que 61 detendia, tenfan en
principioc un corrclato fisico; y su claboracién posterior sc hizo
en el marco de la relacién entrc geometria y espacio tisico. La
peometria proyectiva mucho antes, ya no cra una teoria de la exten-
si6n ni del espacio. Aunque esto no sca explicito; debemos recordar
que 5610 miy tardiamente se reconoce una separacién entre geometria
y teoria del espacio y muchas de las discusiones de fin de siglo
se producen porque muy trabajosamente 3¢ llega a este reconocimien-

t.o.

Una pgeomeiria en la que punto y recta son sustituibles por
recta y punlto, respectivamente, pone de hecho, aunque no explicita-
mente, su mirada hacia las relaciones entre entes no fijos (mis aan
51 pensasos que en la geometrfa proyectiva de Lres dimensiones 1a

intercambiabilidad es otea). oDebemos pentnr como secundaria esa
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intercambiabilidad?, ;o mas bien pensar que (atn con las excepeio-
nes que seralamos) no hay sl comienzo una conciencia totalmente
clara de ¢lla? (Por qué no aparece como revolucionaria una geome-
tria de este Lipo mientras que inmediatamente aparecen como ta-

les las geometrf{as no cuclideas? i Por qué hay una resislencia

-bien documentadu- contra éstas y escasa contra la geometria pro-
yectiva (el caso de Descartes es de tomarse en cuenta)?. La re
puesta no es facil y no haremos mds que sugerir, de modo nada nove-
doso, alpunas circunstancias, vinculadas a las caracteristicos res-

pectivas ya senaladas.

Fu primer lugsr las geometrfas no-euclfdeas rompen radical-
mente con una tradicién geométrica {en geometrfa plana), conuoli-
dada y vinculada a creencias cientificas, y no clentificas, inser-
tas en li concepcidn del mundo dominante y en filosoffas tambiién
dominantes. Y rompe en forma bien localizada, respecto al postula-
do quinto, facilmeste focalizable adn con consecuencias maAs cupling.
En segunda lugar esto mismo; esa focalizacién es tactible y pari
nada exftica porque se trata de un tema (el del postulado V), enue-
fiado min «n el nivel elemental, y accesible por tanto a estudiosos
con relativamenle escasa formacién geométrica. Mis atn, la ruptura
@S notoria porque se tralua de un tema con claras Implicaciones 1i-
sicas. Que los beocios fucran sobre todo filésofos poco atentos al
desarrollo cientffico real tiene algo que ver con estas caracteris-

ticas del punto de ruptura.

Por el contrario, la revolucidn tranquila, enmascarada, que
aporta la peometr{a proyectiva, y cuyas caracteristicas hemos tri-
tado de eshozar, tiene que ver con un complejo cuerpo de doctrinag,
accesible, no sélo pero particularmente a especialistas. El corte
con la geometria tradicional no es puntual ni siquicra localirado,
como el del caso comparado, sino que involucra la construccidn to-
tal de la prometrfa, o de smpling de sus partes; involucra tambicn
iz tteva concepcidn de los entes guoﬁétrxcos a la luz de sus re-

laciones. Kl choyue no es aparente, no se hace aparente, y por cllo
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msmo el enmascaramiento de la ruptura se hace factible. Por otra
parte s6lo la integracién, debida fundamentalmente a Klein, per-
mite, yi en otro momento, ver con claridad relaciones intertedri-
cas que tluminan a su vez a cada una de las geometr{as puestas en
relocidn y en particular el caso de la geometrin proyectiva, de mo-

do desfasado en el tiempo.

Hemos querido apenas esbozar alpunas propuestas de explica-
c16n sin elaborarlas mds . Hemos querido seflalar como sintom&tico
el hecho de que de 1822 a 1847 {y aln hasta 1867, fecha clave), la
geometria proycctiva adquirid un prade de madurez y de claboracién
significativos, acentud gradualmente, de I'oncelet a von Staudt,el
cardcter abstracto que va a dominar de modo crecicnte a la geome-

tria, culminando con Hilbert.
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