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Resulta necesario delimitar con suficiente precisién lo que en-
tendemos por Leoria general de modelos. Habitualmente la teoria de mo-
delos se define, en términos generales, como la teorfa 16gico-matemati-
ca que trata de la relacién de interpretacidn de lenguajes formales
por estructuras (relacionales) matemdticas. Si particularizamos esta
definicidén al caso de los lenguajes formales construidos en los i{mites
de la 18gica de predicados de primer orden con identidad, podemos en-

Lonces hublar de la teoria general de modelos.

Si 1lu caracterizacidn que hacen Chang y Keisler de la teorfa de
modelos, como “suma® del dlgebra universal mis la 16gica, restringe
excesivamente la teoria, por lo que a la utilizacidén de los medios ma-
temiticos ge refiere, un acertado modo pragmitico de fijar suficiente-
mente los limites de la teor{a puede consistir en aceptar en su inte-
rior, pongamos por cuaso, los campos temdticos especificados bajo el
apigrate C de la Seccién 03 de la clasificacién temdtica de Matemdti-
cu (19805 de la American Mathematical Society (o los campos temdticos
especificados en cualquier sistema equivalente a éste). Conviene afla-
dir, en todo caso, que un trabajo,para que sea counsiderudo como rela-
tivo o lu teoria de modelos, debe hacer un uso "esencial” {en el sen-
trdo de ADDISON{1965) tanto de los lenguajes formales como de las es-
tructura:s matemdticas que los interpretan, de manera que el cardcter
semintico-matemdtico de la teorfa lo distinga claramente de las teo-

rius matemiticas especificas.

La interpretacién de un lenpuaje tformal légico-predicativo por
et ructuras relacionales de determinade tipolde similaridad) tiene
ot objetivo o} establecimiento del concepto de satistaccion de una

tormula cuatquicers del lenguaje por una sucestdn de clementon del do-
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minio de una estructura fijada y., de ahf, del concepto de enunciado
{férmula cerrada) verdadero en determinada estructura, este cs, del
conceplo de modelo de un enunciado arbitrariamente dado del lenjpuaje
formal en cuestién (y, por simple extensién, del concepto de modelo
de un conjunto cualquiera de enunciados del lenguaje formal congide-

rado}.

El texto quc desde su publicacidn viene siendo considerado como
el manual basico dc teoria de modelos (CHANGKEISLER (1973) ilustra
el cardcter de los teorcmas de la tecorla, seflalando tres cjemplos
el teorema de Ldwenheim 1915, el teorema de compacidad de Gddel 1930
y Mal’cev 1936 y, finalmente, el teorema de categoricidad de Morley
1965. Los tres tecorcmas establecen (dicho en los tdrminos de Chang y
Keisler) algo negativo por lo que concierne al “poder de expresién®
de la légica de predicados de primer orden. Es decir, los tres teore-
mas mencionados vienen a marcar limites a la semdntica del lenpuaje
formal 18gico-predicativo, al tiempo que en la demostracidn de losn
mismos nos vemos obligados a elaborar métodos de construccion de los
modclos adecuados a cada caso. No es, pues, otro el cometido de la
teorfa de modelos : determinacién de técnicas de construccién (en el
sentido amplio del término) de modelos y seflalamiento de limites a la

potencia expresiva dc los lenpuajes formales.

Los origenen de la teorfa de modelos se sitian en las investipa-
ciones de metalégica del segundo decenlo del presente siglo (el teore~
ma de Liwenheim 1915 y la extensidn correspondiente de Skolem 1920),
siendo obligado reconocer el momento fundacional de la teoria en el
célebre articulo de Tarski 1933 {presentado por Lukasiewicz a la So-
ciedad de Letras y Ciencias de Varsovia en 1931; traducido al aleman
en 1936), continuacidn de sus trabajos de Seminario durante 192A-1978
en la Universidad de Varsovia, aunque la manifestacidn teorétics plena
no tenga lugar hasta las contribuciones de Tarski 199%4-~19%% a la Gece
c¢ién de Ciencias de la Akademie van Wetenschappen de Amsterdam (donde
s¢ emplea por vez primera el térming "tearia de modelos” ¥ enosu mavor

parte se recogen los resultados obtenidos por el anlor en 194921950 y
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discutidos e¢n el seminario de otofio de 1Y% cn la Universidad de Ber-
keley). Ahora bien, no cabe duda de que "avant la lettre” (esto es,
"avant le sujet™) hay que considerar a toda una tradicidn légica~
algebraico-semantica iniciada por Boole y De Morgan y desarrollada por
Peirce y Schrioder, tradicidén que tiene lugar en paralelo a las inves-
tigaciones primariamente légico-sintécticas de Frege, Peano y Hussell
{van HEIJENOQORT (1967},

Lowenheim reconoce en sus notas autobiograficas que su inicio en
la 10gica fue a través de los escritos de Schrider {VAUGHT (1974)),
principalmente de “Vorlesungen Uber die Algebra der Logik (1890-1905}.
También es sabio que Schrider conocid y aprecibé la "Wiassenschaftslehre®
(1837) de Bolzano, siendo precisamente en esta obra donde encontramos
por ver primera un conceplto riguroso de “interpretacién' aplicado a
ta idea de "conscuencia 10gica", si bien no para un lenguaje formal,
comu ¢s ¢l caso de Tarski 193G, Conviene, por tanto, comenzar la "pre-
historia” de la teoria de modelos haciendo referencia a Bolzano y Sch-

rider.

BERKA und KREISER (1963), al destacar el caricter de Bolzano co-
mo precursor de log trabajos que independientemente llevaron adelante
Gentren y Tarski, afirman que la aportacién mis importante de Bolzano
radica en sus investigaciones sobre la derivabilidad y la consecuen-
cia. Veumos, pues, cémo define la relacidn de *“derivabilidad". Bolza-
no, segurdor de Leibniz y critico de la analitica kantiana, define la
18gica como teoria de la ciencia, esto es, como "La ciencia que se
ocupa de lir "representacidon” de las ciencias en tratados adecuados“l.
No sGlo es lo que se entiende por 16gica formal, sino que su campo se
extiende al “conjunto de todas las reglas que deben segulrse para la
divisidn del dominio de las verdades en ciencias especificas y para su
representuc16n en sus respectivos tratados"l. Fste objetivo de clasi-
ficaci16n y orpanizucidn de las ciencias anima la obra de Boluzano, quien
considera n la ciencia como un conjunto de verdades objetivas, es de-
e, como un conjunto de proposiclones-en-si verdaderas, haciendo que

ta 1ogica se separe de todo interds retdrico o psicolégico. {(Digamos
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de paso que este aspecto es importante por la influencia gie cjercid
mas tarde. Asi, llusserl, que conocid la obra de Bolzano a través de
Franz Brentano, sefiala la influencia de aquél en la perspectiva antip-
sicologista del primer volumen de las Investipaciones Lépicas, llepan-
do a afirmar que Bolzano “debe ser considerado como uno de los mas
grandes 1égicos de todos los tiempos”" y asimismo que “la 1&pica como
ciencia ha de edificarse sobre la cbra de Bolzano; en ella ha de apren-
der lo que necesita : rigor matematico en las distinciones, exactitud
matemdtica en las teorias".)} La utllizacidn de los términos SAtze
(Sdtze-an-sich} y Satzformen, en vez de Urtnile y Urteilsformen, in-
dica claramente la pretensidén de objetividad y el rechazo del psicolo-
gismo en Dolzano. Por otro lado, Bolzano confiesa que nunca ha llegado
a descubrir sentido alguno en la definicién de la légica por parte dn»

Hegel y que lo mismo le sucede con Schelling y, en parte, con Fichie.

Cifiiéndose a su teorfa de la deducibilidad, Bolzano define 1a
relacion de consecuencia entre proposiciones{"derivabilidad” en su Ler-
minoclogf{a) del modo siguiente : “Digo que las proposiciones M,N,0, ...
son  de rivables de las proposiciones A,B,C,D,..., coun respoclo d las
purtes variables i,],...,sl todo conjunto de ideas cuya sustitucion en
lugar de i,j,...,hace de A,B,C,D,..., verdaderas, tambidn hace de M N,
0,...,verdaderas. Para variar, a veces, sigulendo lo usual, dird que
lus proposiciones M,N,0,...,se siguen, pueden ser inferidas o derjva-~
das, del conjunto de las proposiciones A,B,C,D,...: a las proposicio-
nes A,B,C,D,..., las llamaré premisas; a las M,N,0,... conclusiones®
{155.a.2) .No entraremos aquf en el an&lisis de esta definicion ni on
la comparacién con olra relacién entre proposiciones definida por Bal-
zano, precisamente la relacién de fundamento u origen {Abfolpe), gqne
s6lo se da entre proposiones verdaderas. Unicamente compararemos la de-
finicion de consecuencia (derivabilidad) de Bolzano con la que propor-
ciona Tarski en 1936 : "Fl enunciado X se sigue logicamente de los emu~
ciados de la clage K si y sélo si todo modelo de la clase K es también

ut modela del enunciado XU,

La definicidn de Bolzano es, por un lado, mas amplia que la de
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Tarski, por cuanto que no hay una clary distincidn entre los compo~
nentes loglcos y los extraldgicos de las proposiciones vy, adem3s, por
csa referencio en el concepto de derivabilidad a algin conjunto varia-
ble de ideas, lo que mmposibilita, a falta de una neta diferencia en-
tre lo formal y lo material, unu clagsificacién de los esquemas vilidos
de inferencia, de modo que su propuesta de los diversos tipos de ar-
gumentos vilidos no tiene relevancia. Ahora bien, la diferenclia mis im-
portante entre umbas definiciones radica en que en la definicidn de
Tarski si no existe modelo ninguno de la clase K, el definiens resulta
verdadero y, por tanto, X se sipue légicamente de K (es decir, de un
conjunto contradictoric de premisas se sigue una proposicidn cualquie~
ra), mientras que en el caso de Bolzano, debido a su concepcidn de las
proposiciones universales afirmativas (a las que considera falsas -no
simplemente indeterminadas-, si los términos que las componen no tienen
referenciu), si no existe conjunto ninguno de ideas cuya sustitucién
¢n lugar de i,},...,haga verdaderas a A,B,C,D,..., entonces el defi-
niens resulta talso. Dicho de otra munera, para Bolzano nada se sigue
de un conjunto contradictorio de premisas. Mas aln, puede afirmarse

que una proposicién es consecuencia de unas premisas en el caso de que
entre aquella y éstas no haya componentes {de ideas) comunes y simple-

mente aguellu scea verdadera, independicentemente de que 1o sean éstas.

Aunque la definicién de Bolzano prefigure la de Tarski, es esta
dltima la que sirve de base al e¢studio de la deducibilidad en teoria
de modelos, debido a las ventajas arriba seflaladas para el lenguaje ma-
tematico. (Hay quien defiende que la definicién de Bolzano presenta

ciertas ventajas para una semantica tormal del lenguaje naturall.

Sehiroder hace de puente bocia Lowenheim. La sistematizacidén de
1a logica que, en la linea de Jevons y Peirce, lleva a cabo en las
"Worlesungen®, tiene gran importancia para 1a 16gica algebraica poste-
rior y, on particular, para 1a teoria de modelos. Schréder, al igual
que Peirce, considera conjuntos de individuos donde guedan definidas
{intery retadas) las propledades y reluciones {predicados) de las fér-

wulis del lenguaje de la Jogica, dejondo de lado el interés por las
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demostraciones en sistemas formales. En lo que concierne a la ldgica
proposicional, Schrider establece, via teorema de dualidad, su estruc-
tura algebraico-booleana, proporcionando los axiomas de la teoria de
reticulos y de la de &lgebras booleanas. Asimismo, en la 16gica de
predicados, el tratamiento que da a los cuantificadores existencial

y universal, interpretindolos respectivamente como disyunciones y con-
junciones en el dominio de los individuos (siguiendo en ello a Peirce),
permitira distinguir netamente la diferencia de complejidad entre 1a
légica de orden superior y la de primer orden, concentrando sus es-
fucrzos cn csta Gltima, lo cual a su vez serd cesencial para el origen
y el desarrollo inicial de la teoria de modelos. Debemos también ci-
tar la prefiguracién de las "funciones de Skolem" por parte de Schri-
der, a quien expresamente citan Lowenheim 1915 (usando ademis notacién
y terminclogia schroderianas) y Skolem 1920. Hay que buscar la razén
dc cstas aportaciones de Schrdder en su marcado interés por el alpebra

de la légica dec relaciones.

Lowenheim 1915 constituye el inicio de la terorfa de modelos. To-
mando como objeto de estudio la légica de primer orden con identidad,
en la seccién primera de su papel utiliza {sin previa definicidn, din-
dolos por sabidos) los conceptos seménticos bisicos de interprelacion,
satisfaclibilidad y validez, clasificando las férmulas en vilidag
("ecuaciones idénticas"),n-validas para n finito y no-validas para al-
gin n finito. E1 teorema ? de la seccién segunda es el que a nosobros
nos interesa. Dice as{ : “Si el dominio es al menos infinito enumeri-
ble, entonces una formula de primer orden n-valida no es ya salisfe-
cha para valores arbitrarios de los coeficientes relacionales {on tal
dominio)". Es decir, en terminologfa actual, si una férmula de la lo-
gica clemental finitivamente valida no es valida, entonces no es -
vilida. 0, equivalentemente, si una férmula finitamente vAl ida es X -
valida, entonces es vilida. No vamos a entrar en el analisis de 1o de-

mostracidn de este teorema. Unicamente indicaremos que, & pesar de

sus omisiones y lapunas, las innovaciones introducidas por Liwenhein
van a convertirse mis tarde en instrumentos semdnticos de uno comfin.
Citaremos la reduccidn de una férmula o formas normales prenexan, la
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prefipuracidn de lus rfunciones de LHrolem y de las expansiones de Her-
brand y la utilizacidén de una torma especial del lema de infinitud de
Konig. Lowenheim aplica el teorems al cdlculo de clases de Schrdder,
Muller y Huntington(que es un pegueiio fragmento de la teoria de con-—
juntos}, cstableciendo que la cue:nitién de la "dependencia o independen-
cia" de sus axiomas, supuesta decidible, lo c¢s en un dominio enumerable.
Otras aportaciones de Lowenheim en este papel son la solucién positiva
ul problema de decisién de la légica de primer orden con identidad y
Unicamente con predicados mondadicos {seccién tercera del papel) y asi-
mismo la reduccidn del problema de decisidn de la légica elementsl con
predicados n-adicos para n¥? al cuso de la légica elemental con predi-

cados diddicos.

Skolem 1920, en su seccion primera, tras definir lo que con pos-
terioridad se denominardn las formas normales de Skolem, proparciona
una demostracién totalmente correcta del teorema de Lowenheim, hacien-
d¢ uso no obstante del axioma de eleccidn, que no serd eliminado para
12 demostracién de dicho tecorema hasta Skolem 1929, Conviene destacar
la generalizacidn que Skolem 14920 hace del tcorcma de Lowenheim a un

conjunto infinito enumerable de enunciados y asimismo el establecimien

to, utilizando el axioma de eleccidn, de una torma mds fuerte del teo-
rema de Lowenheim que, en terminolapfa actual dice que “si un conjunto
I de enunciados {de primer orden} ticene un modvlo)( ,» entonces I tiene
un modelo cnumerable 21‘ que ¢s submodclo de 2L . El teorema de Lowen-
heim es demostrado en su forma original sin recurrir al axioma de elec-
¢i6n en Skolem 1922, donde se hacen aplicaciones a la teoria axiomdti-
ca de conjuntos {llegindoa la denominada "paradoja de Skolem"}, se
propone el axioma de remplazamiento -Fraenkel 1921- y sc obren las vias
para los modelos no-standard de la aritmética (Skolem 1933 y 1834).
Skolem 1928 se acerca a la cuestién de lu completud, pero, a talta de
una concepcién explicita de la idea de sistema formal, gucda sin poder

superar este obstaculo.

Hilbert-Ackerman 1928 plantea el problema de la completud semin-

lica de la 18gica lemental como un prohlems abierto (solucionado ya
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por Post 1920 para la ldgica proposicional). Dos afios mis tarde la te-
sis doctoral de Godel 1930 ofrece la demostracidn del teorema de com-
pletud para la 16gica elemental. Desde la perspactiva que aquf nos in-
teresa, es obligado destacar el teorema de compacidad de la 1légica ele-
mental {tcorema X del papel de 1930 (que recoge la tesis doctoral) de-
bido a Gddel. Dice asi : "Para que un sistema infinito de férmulas sea
satisfactible es condicidn necesaria y suficiente que todo subsistema
finito sea satisfactible". Mal’cev 1936, sin conocer el trabajo de
Godel 1931 ni el tecorema de representacidén de Stone 1936, establecid
la compacidad para la 1l6gica proposicional con un lenguaje infinito
cualquiera y, aunque no logrdé la forma general del teorema X de Godel
1930, llegs a formular formas especiales de la compacidad para la 16-
gica elemental. Conviene subrayar Mal’cev 1941 por las aplicaciones

que de la compacidad hace el &lgebra.

El teorema de compacidad va a jugar un papel muy relevante en
la teor{a general de modelos. Recuérdese que, junto al .tecorema de
Léwenheim-Skolem, caracteriza (teorema de Lindstrém) semanticamente #
la 1&6gica de primer orden. Adem&s , la lectura topolégica del teorema
de compacidad aplicada a espacios de teorfas va a permitir, junto con
otros recursos topolégicos, la resolucién de la conjetura de 1954 por
Morley 1965 (tesis doctoral de 1962), dando un gran impulsc a la Leoria

de la categoricidad (concepto &ste introducido por Veblen en 1904).

No cabe duda de que la teorfa general de modelos emerge definiti-
vamente (ain sin el nombre) con los trabajos iniciados por Tarski al-
rededor de 1926. Durante los cursos académicos 1926-1928 en el semina-
rio de ldgica que Tarskl dirige en la Universidad de Varsovia se pone
a punto de eliminacién de los cuantificadores, consiguiendo aplicarlo
a teorias formales diversas (teorfa de los ordenes discretos, aritmé-
tica aditiva (Presburger 1930), cuerpos reales cerrados, etc,). Este
método seri aplicado con posterioridad a la teoria de las dlgebras boo-
leanas (Tarski 1849), a la teorfa de los cuerpos algebraicamente cerra-
dos (Tarski 1948), a la teorfa de los modelos bien ordenados (Mostowski

y Tarski 1949),etc.,dando paso al esludio dc cuestiones como las de la
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completud sintactica (respecto de Ta negacion) y de la decidibilidad
para algunas teorias formales, sin que resultara aplicable & un gran
nGmero de teorfas mateméticas bistcas por ser indecidibles; por ejemplo,
la teoria de nimeros, la teorfa de conjuntos, la teuf&a de grupos o la
d¢  cuerpos,etc. En todo caso, este estudio permitié llepgar a concep-
tualizar nociones como las de extcnsibn, extensidén completa de una
teoria, equivalencia y equivalencia elemental entre estructuras corres-

pondientes a un lenguaje formal 16gico~predicativo dado.

Aungué no quedS constancia escrita de ello, Tarski en su semina-
rio de 1928 llegd a establecer el teorema ascendente de Lowenheim-Sko-
lem, que es debido a Mal’cev 1936. Asimismo Tarski 1931 se adentrd en
las cuestiones de definibilidad, que tanta relevancia cobraron més tar-
de (Tarski 1952) para poder definir en términos puramente matemiticos

ciertos conceptos seminticos bésicos.

El desarrollo de estos trabajos {ademfs de otros intereses filo-
séficos) obligd a Tarski a ocuparse en 1a precisién de una nocidén in-
detinida e intuitiva como era 1a de verdad. No hace falta inaistir en
la importancia que a este respecto tiene el célebre papel de Tarski
1933{ traduccidn alemana en 1936). El concepto de verdad quedaba asf
tormulados en cl marco de la matemitica ordinaria (teorfa de conjuntos
¥) ¥ permitia asentar la teorfa dec modelos sobre una sblida base con-
juntivista. Si, junto a Tarski 1933, tenemos en cuenta 2 tarski 1936,
donde sc¢ define el concepto de consecuencia légica, tendremos que afir-
mar que cn cstas fechas quedaron fijados los cimientos de la teoria
de modelos, provocando de inmedinto un considerable caudal de lmplica-
ciones tanto cn el terreno matemitico como en el filoséfico. E jemplos
en uno y en otro pueden ser Mostowski 1937 en topologia y Carnup 1942

en semantica.

En estos comienzos de la teor{a general de modelos, precisumente
en la frontera entre el lgebra y la seméntica 1épica, conviene citar
a Birkhotf 193%, po su influencia en el desarrollo del &lgebra univer-

sal a partir de la postguerca y el efecto que los procedimientos alge-
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braico-universales tendran en la evolucién de la teoria de los modelos.
Asimismo hay que aitar a Mal’cev 1941, por su perspectiva de aplicacién

de los resultados modelisticos al #Algebra.

Siguiendo la periodizacién propuesta por MACINTYRE (14980), con
el lfmite que nos hemos impuesto en 1974 (afio de la muerte de A.Robin-
son), distinguimos tres periodos :{a) 1945-1955; {b) 1955-1968; (c}
1968-1974a (CHANG (1974)}.

(a) Sefialemos hrevemente los papeles mAs importantes en las di-
versas direcciones que toma la teorfa general de modelos. En teoria
de la definibilidad, Beth 1953 establece el teorema converso al fijado
por el método clésico de Padoa. Por otro lado, con la nueva demostracién
de la completud de la 16gica elemental en Henkin 1949 se pone en marcha
el método de construccidn de modelos mediante constantes {(método de dia-

gramas), que tiene continuacidén en Robinson 1951.

Sobre la base de los trabajos de Birkhoff aparecen los primeros
teoremas de preservacidén. Asi Tarski 1954 y 1895 (los enunciados pre-
servados por subestructura son equivalentes a enunciados universales),
Notese que en Tarski 1954 se utiliza por vez primera el término “teorfa
de modelos". Ademis Horn 1991, Mostowski 1952 y Vaught 1194 se ocupan
de la preservacién por productos directos, de modo que resulta demos-
trado que 1a teorfa de un produclo de dos estructuras depende sélo de
las teorfas respectivas de umbas estructuras. Tarski 1952 y FraTssé
1954 proporcionan las bases de la leoria de las clases elementales
("clases aritméticas") y pseudoelementales de eslructuras. 1954 y Vaught
1954 permiten llegar al test de Vaught para determinar si una teorfa

es completa.

Merece indicacidn especial Robinson 1951 por su interés en lograr
resultndos positivos para el Algebra mediante el recurso a la teoria de
modelos. Fn particular, hay que citar sus estudios de genernlizacidn
de determinados conceptos algebraicos (extensién algebraica, cicrre al-

pebraico, ete.) y socbre la completud de la teorfa de los cuerpos algpe
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braicamente cerrados de carecteristica dada.

(b} Mencionemos en primer lugar los teoremas de interpolacién
de Craip 1957 y Lyndon 1959, as{ como el teorema de conslstencia conjun-
ta de Robinson 1996, que se vinculan con los teoremas de preservacidn
correspondientes. Ademds entre €stos seflalemos el de preservacién por
uniones de cadenas, Suszko 1957 y Chang 1959, quedando establecido que
los enunciados preservados por limites directos son equivalentes a
enunciados universal-existenciales. Sefialemos también log teoremas de

definibilidad de Vaught 1964 y Wakkai 1964.

En la linea de Mostowski 1952 citemos a Fefcrman-Vaught 1959,
donde se consideran productos generalizados de estrucutras, con apli-
caciones de interés para sistemas algebraicos, as{ como Keisler 1065,
donde se consideran productos reducidos de estructuras. La cuestién de
la‘Xg—anegoricidad es estudiada por Engeler 1959, Ryll-Nardzewski 1959

y Svenonius 1999,

Entre las potentes técnicas que se desarrollan en este periodo,
merece ser citnda especialmente la de los ultraproductos. 1955 estd en
su origen y mediante los papeles de Keisler 1961,1964 y 1965,Frayne~
Morcl-Scott 1962 ¥ Chang 1967 esta técnica ha permitido grandes simpli-

ticaciones, gracias a la utilizacién de diversos tipos de ultrafiltros.

l.a conjetura de 1954 ha estado en la base de importantes resulta-
dos. Por un lado, la puesta en marcha del método de los indiscernibles
por Ehrenfeucht-Mostowski 1956 para la g;neracién de modelos, hasta
1legar al Leorema de omisidn de tipos en Vaught 1961, con aplicaciones
a los modelos saturados y especiales en Moriey-Vaupht 1962 y a los mo-
delos primos en Vaught 1961 y Morley 1965. Por otro lado, los cuatudios
sobre categoricidad que solucionan la conjctu}a de en Morley 1965,
abriendo pasc a lo que en el decenio siguiente comenzarid a conocerse

como teorf{a de la estabilidad.

¥y precise indicar también los trabajos sohre modelos ordenados

c¢n Fuhrken 1969 y Keisler 1968. Asimismo o partir de 1960 Robinson
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inicia sus trabujos en andlisis no-standard, kobinson 1866, con impli-

caciones que van mas alld del anilisis hacia otras teorias matemiticas.

{c) Puesto que sélo consideramos la teorfa clasica de modelos, de-
jamos de lado lus estudios de semdntica 16gica que se hacen sobre ex-
tensiones de 1ogica elemental clésica. Indicamos las generalizaciones
de los teoremias de interpolacién y de definibilidad en Kueker 1970 y
Chang 1971, ¢l desarrollo de la técnica de los ultrafiltros buenos en
Kunen 1972, de los ultrafiltros regulares en Chang 1972 y Prikry-Jensen
1972 y de los ultrafiltros descendientemente completos en Kunen-Prikry

1971 y Prikry 1973.

Con especial fuerza surge la técnica de construccidn de modelos
genéricos{finita o infinltamente genéricos), mediante el ftorzamicnto
de Robinson 1971, definido sobre ¢l patrén del forzamiento de Cohen pa-
ra teoria de conjuntos. El forzamiento finito y el infinito vienen a
resultar instrumentos muy podcrosos para analizar los conceptos de
modelo-completud y de compafcra-completud en el caso de las teorfas al-

gebraicas. N

Finalmente es obligado citar por un lado los trabajos de Shelah
en teoria de la clasificacién y de la estabilidad a partic de 1971,
qQue tienen un amplio exponente en Shelah 1978, y por otro lado la apa-
ricidn con BARWISE {1974) de lo que se denomina como teorfa abstracta
de modelos, que supone una generalizacién de la via abierta por Linds-

trom 1969.

NOTA FINAL.

Abraham Robinson (1918-1974) en teorfa de modelos.

Tanto MACINTYRE {1977} como KEISLER (1979) scfialan que las apor-
taciones fundamentales de Robinson en teoria de modcelos son las tres

sipuientes:

alestudio de la modelo-completud en dlgebra, con aplicacidn a una
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solucion simplificada del problema '7 de Hilbert y generacion de
un tueve concepto como es el de los cuerpos diferencialmente ce-

rrados.
blestudio del forzamiento con aplicaciones al &lgebra.

clestudio del anfilisis no-standard, con aplicuaciones a los euspaclios
de tillbert, a la teoria de nimeros, a la teoria del potencial, al

anilisis complejo, a la teorfa econdmica y a la teorfa cuantica.

Los trabajos de Robinson entre 19¢¢ y 1955 dan lugar a 1o que mas
tarde serd conocido con el nombre de tec” de Robinson. La peneralizacidn
de los teoremas de Tarski sobre cuerpos algebraicos cerrados y cuerpos
reales cerrados le llevé a estudiar las -peraciones de cierre sobre cla-
ses de estructuras y de aqui el concepte e modelo-completud, para lo
cual tuvo que basarse en el estudio de idnas tales como la de diagrama
de una estructura, extensiones simples e una estructura y cierres ope-
ricionales sobre las estructuras, que fusron inmediatamente aplicadas

al algebra. Kl concepto de modelo~-compaitzra{introducido por Bers 1964)

vino a complementar el de modelo—completz, para ser aplicado a teorias

que no disponfan de modelo—complctudl.

»s la de forzamlento finito

La siguiente aportacidn modelisti
{de cardcter sintdctico) e infinito (de carfcter semdntico), que per-
mitio construic los modelos genéricos, - modo que la teoria de estos
wodelos queda vinculada a los conceplos de modelo~compafifa y modelo-
completud y sobre esla base al estludio 2 las teorias de estructuras

existencinlmente cerradas.

En 1961 Hobinson pone en marcha el anilisis no-standard, mediante

1a consideracidén de un modelo no-standard de los nimeros rcales, que

constituye una extensién elemental de : mismos, bajo la forma de una
estructury de cucrpo n-oarquimediano ve*. Tmente ordenado, al que sc le
transtieren lus propiedades y las oper: ~ones del andlisis standard.

Esta contribucidn robinsonlana ticne, . 1o egpecial aceptacion en 1a

practica matemdtica ordinariy, sf apliec o ones matemdticas ¢ implica-
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ciones tilosético-matemAticas importantes.

NUTAS -

1.~ Remitimos a la introduccidn de Keisler a ROBINSON (1977} (se trata
de una segunda edicidn) para una descripcidn breve de la evolucidn

y aplicacién de estos conceptos desde 1956 a 1976.
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