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En este articulo se analizan la eficiencia de distintos métodos de eleccidn electoral. El objetivo se
enfoca en demostrar como minimizar la cantidad de errores en un proceso de eleccion y por medio
de esto hallar un sistema de eleccion social donde las preferencias de todos o al menos de la
mayoria de individuos de un colectivo sean tomadas en cuenta para asi llegar a la eleccién de un
gobernante idéneo. Ademas, se evaluara si un sistema electoral representa fielmente las opiniones
de la sociedad. Para este propo6sito se consideran dos sistemas politicos muy cominmente usados
en las sociedades: votacion unanime y por mayoria simple. En ambos casos se establece una
relacion directa con el Teorema de la Imposibilidad de Arrow y se demuestra las condiciones en
gue cada uno de estos sistemas puede ser aplicable.
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VOTING SYSTEMS AND THE ARROW IMPOSSIBILITY THEOREM

Abstract

This article analyzes the efficiency of different electoral election methods. The objective is to
demonstrate how to minimize the number of errors in a process of choice and through this to find
a system of social choice where the preferences of all or at least the majority of individuals in a
group are taken into account in order to Reach the election of a suitable ruler. In addition, it will
assess whether an electoral system faithfully represents the views of society. For this purpose we
consider two political systems very commonly used in societies: unanimous vote and simple
majority. In both cases a direct relationship is established with the Arrow's Impossibility Theorem
and it demonstrates the conditions under which each of these systems may be applicable.

Keywords: Social Welfare, Simple Majority, Unanimity, Bipartisan System, Collective, Social
Preference, Democracy.



1. Introduccién

La teoria economica argumenta que el fin principal del mercado es la coordinacion entre la
oferta (i.e. las firmas) y la demanda (i.e. los hogares) para obtener un equilibrio en el cual se
maximice el bienestar de estos dos grupos de agentes. El sistema de precios es el mecanismo de
comunicacion que permite a los agentes econdmicos coordinar las decisiones de consumo y
produccién para llegar al equilibrio entre oferta y demanda (Mas-Colell et. al.1995). No obstante,
Arrow (1963), afirma que este sistema de coordinacion de mercado no se encuentra exento de fallas
o distorsiones. Estas distorsiones pueden resumirse en los llamados bienes y servicios publicos, asi
como externalidades, incertidumbre y distribucion de la informacion entre agentes. Estos
problemas se agrupan en lo que se conoce como problemas de elecciones sociales y, segin Arrow
(1963), existen dos maneras esenciales en que dichas elecciones sociales pueden efectuarse; la
primera es mediante decisiones politicas (utilizando el voto) y la segunda mediante decisiones
econdmicas a través del mercado.

El bienestar social es un concepto bastante amplio, en la teoria econémica sin embargo se lo
define como el conjunto de factores que llevan a un determinado grupo de individuos con intereses
en comun a alcanzar la satisfaccion de sus necesidades y preferencias (Maskin & Sen, 2014). Estos
intereses en comun apuntan al hallazgo de una posible solucidn de estas falencias del mercado. A
diferencia de una canasta de bienes, un estado social es una expectativa de caracter enddgeno,
subjetivo y cualitativo en el cual no se puede asignar una medida (Savage 1954, Arrow 1963 y
Krepps 1994). Dichas expectativas toman en cuenta informacion que no es posible expresar dentro
de un rango medible ya que estan compuestas por datos que relacionan al individuo en especifico
con el resto de los miembros de la sociedad.

2. Teorema de la imposibilidad de Arrow

Encontrando antecedentes tan remotos como en la época de la revolucion francesa, el Marqués
de Condorcet publico uno de sus mas renombrados ensayos: “Ensayo sobre la aplicacion del
analisis a la probabilidad de las decisiones sometidas a la pluralidad de voces” (Piffano, 2009). En
esta obra se relata el reconocido "Dilema de Condorcet”, en el cual las decisiones adoptadas por
una mayoria serian incoherentes con respecto a las que adoptaria un individuo racional. Condorcet
plantea distintas soluciones y al mismo tiempo denota cuestiones que hacen que estas soluciones
sean imposibles.

Para la primera mitad del siglo XX Duncan Black hall6 un problema similar al investigar
acerca de la mayoria simple y elecciones sociales (Piffano, 2009). Mas tarde, en 1950, Arrow,
economista tedrico motivado por Abram Bergson (1938) y su teoria acerca de una funcién de
bienestar social, decidio estudiar mas a fondo este tema, llegando a establecer cinco axiomas para
la creacion de dicha funcion de bienestar social. Sin embargo, Arrow llegd a la misma conclusién
antes mencionada, soluciones sociales imposibles y circulares.

Una funcion de utilidad social no se puede calcular, es decir, no es posible que en dicha funcién
se midan, se sumen o comparen las distintas funciones de utilidad de cada individuo. Esto resume
la teoria de Bergson (1938) y Samuelson (1947) acerca de “la economia del bienestar” donde
respalda el hecho de que los individuos ven a la utilidad como algo que es posible maximizar, sin
embargo, al ser de caracteristica inconmensurable, no se las puede sumar ni comparar. Las
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preferencias de cada individuo (agentes econdmicos) deben ser racionales, es decir, al no ser de
caracter comparable ni medible, cada individuo debe ser capaz de entender, evaluar y luego
jerarquizar estas preferencias para asi poder respetar y acatar los axiomas establecidos por Arrow
(1963), es decir:

a. La primera condicién que deber ser cumplida, segin Arrow, es que la ordenacion de
preferencias debe ser lineal y no hay lugar para contradicciones o ciclos, es decir cumple con:

1. Principio de transitividad
Si una alternativa es preferida a una segunda y ésta segunda es preferida a una tercera, entonces
la primera es preferida a la tercera (Perloff, 2012).

2. Principio de reflexividad
Cualquier alternativa disponible produce el mismo nivel de utilidad que ella misma (Perloff,
2012).

3. Principio de completitud
Todos los estados sociales o alternativas deben estar disponibles para la eleccion de los
individuos (Perloff, 2012).

b. El segundo precepto arrowiano dice que, ademas de cumplir con la racionalidad requerida,
la sociedad siempre preferird x a y, si sélo si cada individuo prefiere x a y. Dicho de otra forma, la
segunda condicion es conocida como la unanimidad del colectivo o el principio débil de Pareto
(Maskin & Sen, 2014).

c. La independencia de alternativas irrelevantes, como tercera condicion, se basa en que lo
que es realmente importante en una eleccion social son las ordenaciones relativas de pares de
alternativas x y y con la imposibilidad de hacer comparaciones entre la intensidad de las
preferencias ni tampoco se puede asumir o decir que los ordenamientos de las preferencias cambian
cuando varian los estados sociales. Es decir, si acrecentamos 0 aumentamos alternativas al proceso
de eleccion (X, y y z), no debe variar la ordenacion de dichas preferencias.

d. Como cuarta condicion arrowiana tenemos el dominio irrestricto, dominio no restringido o
condicion U donde la funcion de bienestar social no debe ser impuesta (Arrow, 1963) ya que se
debe tener en consideracion todas las preferencias de cada uno de los individuos y todas sus
posibles combinaciones.

e. Finalmente, la condicion de no dictadura (D), recoge la idea de que la funcion de bienestar
social no debe ser dictatorial, es decir, dicha funcion no debe imponer las preferencias a los
individuos del colectivo ni tampoco establecer un ordenamiento social independiente del
ordenamiento individual (Maskin & Sen, 2014). Sin embargo, existe la posibilidad de cumplir con
los cuatro preceptos 0 axiomas arrowianas anteriores si y s6lo si existe un individuo i dictador.



3. Democraciay Sistemas de Partidos: un enfoque bipartidista

La teoria general de los sistemas de partidos abarca los temas sobre democracia y partidos
politicos, por lo cual es importante mencionar a qué nos referimos cuando hablamos de democracia.
Los partidos politicos tienen un rol esencial en el ejercicio de la democracia debido a sus razones
de cdmo surgieron y sus principales objetivos a alcanzar.

La democracia sintetiza tres aspectos: (i) principio de legitimidad, el cual postula que el poder
radica o se basa unicamente en los individuos del colectivo (el pueblo). (ii) Sistema politico, que
indica la relacion directa con el poder y su titularidad, es decir, cuando un colectivo es pequefio, la
interaccion es altamente posible entonces el ejercicio del poder permanecera unido (autogobierno).
Sin embargo, cuando el colectivo es muy grande es necesario separar la titularidad del poder y
aplicar la democracia representativa. (iii) La democracia, como un ideal, es la dindmica de las
sociedades que no es en realidad lo que deberia ser, de ahi radica la diferencia entre democracia
real e ideal (Sartori, Elementos de Teoria Politica, 1999).

Por otro lado, los partidos politicos son considerados la columna vertebral de cualquier
sociedad o colectivo democréatico sano ya que los individuos presentan sus preferencias donde
dichos partidos las representan. Los partidos politicos surgen gracias a las sub-agrupaciones
formadas en un determinado colectivo o sociedad. Entonces, un partido politico es: “cualquier
grupo politico que se presenta a competir en elecciones y que puede colocar mediante ellas a sus
candidatos en cargos publicos” (Sartori, 1976). Por lo tanto, los partidos politicos organizan a la
sociedad con el fin de representar intereses sociales para el ejercicio del poder.

La importancia de los partidos politicos es para apreciar y tomar en cuenta la diversidad
ideoldgica existente en un colectivo ya que es en la sociedad donde reside el poder y cualquier
individuo de dicho colectivo puede representar las preferencias. Debido al crecimiento abrupto del
namero de individuos fue importante crear un mecanismo de organizacion politica que ayude a la
representacion del poder. Segun Sartori (1976): “un sistema de partidos politicos es el sistema de
interacciones que es resultado de la competencia entre partidos’.

En la tipologia de partidos politicos encontramos el partido Unico, el bipartidismo y el
multipartidismo, que en una sub-clasificacion realizada por Sartori (Elementos de Teoria Politica,
1999). Encontramos que son sistemas competitivos, es decir, estd garantizada la competencia justa
y equitativa donde los individuos del colectivo son el arbitro decisivo. Sin embargo, centraremos
nuestra atencion en el sistema bipartidista.

El bipartidismo oficialmente surge después de la revolucion francesa entre conservadores y
liberales. Un sistema bipartidista se da cuando dos partidos politicos estan en igualdad de
condiciones y equitativamente distribuidos, es decir, predominan en todo el colectivo. Para que
uno de estos partidos alcance la victoria se aplica el método de mayoria simple, pero la rotacion o
alternancia en el poder es una expectativa latente o una posibilidad creible. Por otro lado, en un
sistema aplicado de bipartidismo también se considera la existencia de otros partidos, pero carecen
de importancia en el colectivo y no alteran la situacion que el poder esté siendo disputado entre dos
partidos. Asi el formato y la mecanica seguiran siendo las propias del bipartidismo y no las propias
del multipartidismo.
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Una determinada sociedad tiende a construir un sistema politico a traves de la polarizacion de
puntos de vista mas o menos simétricos y de intereses econdmicos contrapuestos (Sartori,
Elementos de Teoria Politica, 1999). Sin embargo, el bipartidismo no respeta las minorias.
Recalquemos que el bipartidismo también cuenta con la presencia de partidos que no influyen en
la decision de mayoria simple del colectivo.

En este articulo haremos un acercamiento a la probabilidad de encontrar una eleccion en un
sistema bipartidista. Como se habia explicado se tienen dos opciones y el mecanismo de eleccién
es el de la mayoria simple. Inmediatamente se consideran dos casos para el numero de votantes, m.

3.1.1 Cuando m es impar:

Resulta ser un caso trivial puesto que al tener solamente dos candidatos siempre va a existir
una mayoria. Esto considerando que un numero impar puede ser escrito de la forma 2n+1
imposibilitando una division entera entre dos.

3.1.2 Cuando m es par:

Cuando el valor de m es par existe la posibilidad de que la sociedad en su conjunto incline sus
preferencias en partes iguales por los dos candidatos. Dado que se puede escoger entre dos Unicos
candidatos y asumiendo la independencia de eventos, entonces la probabilidad de un evento
especifico, es decir con m votantes de los cuales a se inclinan por el primer candidato y b por el

otro candidato, viene dada por:
1 a+b 1 m
() =0

Cada evento tiene que estar dado por la cantidad de casos favorables que pudiera tener un
determinado candidato. Esto es, obteniendo una mayoria de entre el total de los votantes. Dado que
m es par, entonces el candidato resulta ganador cuando obtiene al menos la mitad méas uno del total.
El caso de victoria ocurre para cada una de las combinaciones siguientes que vienen de tomar ese
namero de electores del total existente del grupo de electores:

m\ ([ m \({ m\ [ m
m) \m—-1)"\m=2/)""" T+l

Pero al tener dos candidatos, los casos desfavorables para el primero son los casos favorables
para el segundo, por lo que se tiene que un caso de eleccion bajo las condiciones establecidas
también ocurre con las combinaciones:

( m )( m )( m ) .(m>
-1 \-2/"\-3/""" 0



La funcién de probabilidad de una eleccidn bajo las condiciones que se establecieron entonces
viene dada por la funcion dependiente de la cantidad de votantes:

Z2+1 FH

P(m) = <§> Z (m”i i> +

i=0 =0

1)
La Ecuacion 1 puede reducirse a la siguiente expresion:
| 1\" /m
Pim)=1- 5 m
= 2
)
3.1.3 Andlisis de la Ecuacion 2
Por las propiedades del triangulo de Pascal se obtiene que:
m
(m ) < 2™ Ym > 2
2
3)

A partir de la Ecuacion 3 y tomando en consideracion lo expresado por la Ecuacion 2, podemos
concluir que:

lim (P(m)) =1

I—00

Lo que nos indica que, a mayor numero de votantes, la probabilidad de obtener un candidato
ganador de un sistema con dos partidos es 1. Este sistema es claramente convergente, pero esto
contradice el teorema de la imposibilidad de Arrow, puesto que una eleccion por mayoria simple
no cumple las condiciones 4 y 5 de dicho teorema, explicadas previamente.

4  Votacion Unanime: El mecanismo efectivo en condiciones.

El sistema de votacion unanime es el tltimo mecanismo que se explicara como procedimiento
para encontrar una eleccion justa. Es evidente que al tener una eleccién en la cual todos los votantes
estan de acuerdo no puede existir la violacion de ninguna de las condiciones establecidas en el
teorema (Asheim, Claussen, & Nilssen, 2006). A partir de esto, se desarrolla la siguiente
explicacion matematica de la posible existencia de un resultado estable para la eleccion unanime.
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4.1, Probabilidad de una eleccion unanime para n opciones electorales y m electores:

Centramos nuestra atencion en la segunda condicién acerca de la unanimidad en el colectivo.
Por consiguiente, supongamos que en la sociedad la cantidad de candidatos para realizar la eleccion
es n. Asimismo, consideremos que la cantidad de electores existentes en la sociedad es m. Entonces,
la cantidad total de combinaciones entre las preferencias ordenadas de los individuos viene dada
por la expresion:

(nt)™
@

Ahora bien, los casos en los cuales la eleccion resulta unanime (casos favorables) si asumimos
independencia de eventos entre los votantes dependeria de la eleccion que realice el primero de
ellos y la cantidad de preferencias que pudieran tener el resto de votantes y que coloque como
ganador a un determinado candidato. Este valor viene dado por la expresion:

(n!) * [(n = 1) -

A partir de las Ecuaciones 4 y 5, y considerando la definicioén de probabilidad se encuentra
una expresion explicita para la probabilidad de tener una eleccion unanime dependiente de los

valores de m y n que se consideren.
1 m—1
P = —
(m,n) (n)
(6)

4.2, Simulacion computacional de una sociedad con m electores y n opciones de eleccion
Al tener individuos racionales e independencia en las preferencias de cada individuo, se puede
simular un conjunto de personas a través de un software computacional que genere vectores con

preferencias aleatorias para un determinado grupo de individuos. Suponemos el caso en el que m
=2y n =3, entonces los casos favorables vienen dados en la siguiente tabla:

Cuadro 1: Casos favorables y no favorables de una eleccion con dos votantes y tres representantes

Funciona Funciona
Funciona Funciona

Funciona Funciona

Funciona Funciona
Funciona Funciona



Aqui claramente se puede ver que la cantidad de casos favorables viene a ser 1/3. El programa
genera aleatoriamente las preferencias y selecciona los casos en los cuales se obtiene un caso
favorable para una votacién unanime.

4.3. Resultados de la votacion unanime:
4.3.1. Resultados practicos:

Un grupo cuyas preferencias se generan aleatoriamente deben aproximarse al valor de la
probabilidad obtenido en la seccién anterior, por lo que se consideran cien procesos de simulacion
para la generacion de vectores, determinamos su funcionalidad y se repite 1000 veces este proceso.
La distribucién de los graficos se muestra a continuacion:

m=2; n=3
Para esta simulacion, se consideran dos votantes y tres opciones diferentes, dada la Ecuacién

6, se busca un valor aproximado al 333, 33 como promedio de entre los 1000 procesos que se llevan
a cabo. El resultado se muestra a continuacion:

Simulacion

de casos favorables param=2yn=4
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1
I [

c.lll||‘ | |
T I

‘ |
25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 4T 49 52

Repeteciones
4 6 8 10

2

Casos Favorables

El promedio en todos los procesos es de 330,7. Lo cual se ajusta al valor de probabilidad
esperado de 1/3 en los 1000 experimentos.

m=3; n=3

Para esta simulacidn, se consideran dos votantes y tres opciones diferentes, dada la Ecuacién
6. Se busca un valor aproximado al 111,11 como promedio de entre los 1000 procesos que se llevan
a cabo, el resultado se muestra a continuacion:
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Simulacion
de casos favorables param=2yn=3
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Casos Favorables

El promedio en todos los procesos es de 110,01. Lo cual se ajusta al valor de probabilidad
esperado de 1/9 en los 1000 experimentos.

m=4; n=3
Para esta simulacién se consideran dos votantes y tres opciones diferentes, dada la Ecuacion

6. Se busca un valor aproximado al 37,03 como promedio de entre los 1000 procesos que se llevan
a cabo. El resultado se muestra a continuacion:

Simulacién
de casos favorables param=2yn=3

=5 -
o~ -
o ] |||||IIM | 11 |
(=
Ferrrrr i T T T I

IRRAARRRERRAARRARERRARE
B9 93 97 101 106 1M1 116 121 126 136

Repeteciones
K
|

Casos Favorables

El promedio en todos los procesos es de 36,54. Lo cual se ajusta al valor de probabilidad
esperado de 1/27 en los 1000 experimentos.



4.3.2. Resultados tedricos:

El teorema de Arrow establece que el Unico mecanismo posible para la obtencion de una
eleccion justa es el de la votacion unanime. Sin embargo, si consideramos una realidad social con
un namero grande de electores y opciones el mecanismo deja de tener sentido pues si se considera
la expresién (6) encontramos que:

lim (P(m,n)) =0

m—ocC

lim (P(m,n)) =0

n—oc

Esto nos indica evidentemente, que a mayores valores de m o de n en la funcion de probabilidad
obtenida, la misma tiende a O invalidando la aplicabilidad del sistema en la realidad.

5. Conclusiones

El bienestar social es inconmensurable, por lo que no es posible encontrar una funcién general
de bienestar social. Pasando por los tamices que puede necesitar una funcion de bienestar social,
esta el mecanismo de eleccion social que tenga el colectivo. El principal ponente en el tema de la
eleccion social fue Arrow, quién establecié en el afio de 1963 cinco condiciones 0 axiomas basicos
que un mecanismo de eleccidn social debe considerar para tener una eleccion justa.

Concluye que no es posible encontrar un mecanismo de eleccién perfecto y por ende una
funcién de bienestar social para una eleccién en la sociedad. A través del estudio tedrico de estas
condiciones, se concluye que el tnico mecanismo de eleccién social capaz de tomar en cuenta las
mismas, es la eleccion unanime. Sin embargo, en este articulo se muestra como a mayor cantidad
de opciones de eleccion o de electores, la probabilidad de llegar a un acuerdo disminuye de forma
dramatica, puesto que el limite de la Ecuacién 6 converge a cero, convirtiendo a este modelo de
eleccién en poco Gptimo respecto al objetivo.

Por otro lado, también se analiza el método de eleccion bipartidista que resulta ser
matematicamente favorable para la obtencion de un resultado o una eleccidn, pues si se consideran
un namero creciente de electores, la probabilidad de obtencion de un resultado se aproxima a uno.
Sin embargo, este método vulnera o viola dos de las condiciones (4ta y 5ta) establecidas por Arrow
para la realizacion de un proceso de eleccidn justa por lo que tampoco resultaria efectivo.

Con esto podemos concluir que no existe un mecanismo eficiente a través del cual se pueda
llegar a una eleccion manteniendo las condiciones establecidas en la seccion introductoria.
Resultado que esta respaldado en el escrito de imposibilidad que fue motivo de trabajo por Kenneth
J. Arrow en 1963 y que bajos las condiciones establecidas en cada uno de los supuestos presentados
se cumplen.
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