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Editorial

Segun un interesante articulo en torno a la evaluacion de las revistas cientificas en
Meéxico aparecido hace algunos meses! en el periodo 1991-1994 el Consejo Nacio-
nal de Ciencia y Tecnologia (CONACYT) publico la primera convocatoria para integrar
el [ndice de Revistas Mexicanas de Investigacion Cientifica y Tecnolégica (REMICYT).
Este indice se ha mantenido y se considera garante de la calidad de un érgano de
difusién de la investigacion. Hoy Educacién Matematica esta de nuevo en ese Indi-
ce. Los criterios de pertenencia son diversos, uno que nos parece fundamental es el
de la calidad de lo que se publica en una revista. CONACYT evallia este aspecto a
través de los arbitrajes, que deben ser rigurosos y argumentados, tomando en con-
sideracion lo siguiente: a) que el escrito constituya el reporte de una investigacion;
b) la definicion y aplicacion cuidadosa de la metodologia de indagacion; o) la ac-
tualidad de las fuentes que sustentan el trabajo; d) la originalidad del escrito. Todo
lo anterior ademas de la claridad en la exposicion. Estos criterios, se supone, permi-
ten ponderar si un articulo constituye una aportacion al campo de referencia.

Otros indicadores ponderados por el CONAOYT son la existencia y composicion
de un Comité Editorial. En este caso, el reconocimiento de la trayectoria de inves-
tigacion de sus miembros es esencial, como lo es también la internacionalidad
de este organo.

Educacion Matematica cubre plenamente los anteriores criterios: los articulos
se someten a arbitraje riguroso de especialistas en la materia que aborda el ar-
ticulo motivo de evaluacion y su Comité esta conformado por colegas de recono-
cida trayectoria que realizan su trabajo en Canadd, Colombia, Espana y México.

Estar en el actualmente llamado Padron de Revistas de Investigacion Cientifica
y Tecnoldgica de CONACYT anima a muchos colegas a enviar sus escritos a Educa-
cion Matematica puesto que esta pertenencia proporciona una evidencia de la
calidad de los trabajos y, por lo tanto, una mejor ponderacion de su quehacer
como académicos. Esto ultimo nos lleva al tema de la relevancia de la evaluacion
de las revistas de investigacion cientifica, porque esta evaluacion tiene un gran
efecto no solo sobre la investigacion en términos individuales, sino sobre el con-
junto del sistema cientifico del pais. Las acciones evaluativas se vuelven cada vez
mas obligadas y sus resultados se consideran, cada vez mas, indicadores (infali-
bles) de la calidad del trabajo que realizan los investigadores. Para resumir el

L Alejandro Canales, “Evaluacion sofisticada de las revistas cientificas?” www.campusmilenio, 24 de no-
viembre de 2014.
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espiritu de los tiempos, podriamos decir que todo lo que se haga, habra de certifi-
carse, si no, no tendra ningun valor, y el valor dependera de la calidad del certificador.

En tal contexto, la evaluacion va cada vez mas alla con sus tiempos y sus
exigencias. Refiramonos al caso de las revistas, que es el que aqui nos interesa.

En sus inicios, el IREMIOYT buscaba lo siguiente: determinar cudles revistas
podian ser financiadas con base en criterios académicos; una jerarquizacion
para el otorgamiento de los recursos financieros; constituir una referencia cuali-
tativa para que los investigadores supieran donde publicar sus trabajos; y una
forma objetiva de facilitar la evaluacion de los patrones de publicacion del perso-
nal académico. Al comienzo, se utilizaron sélo dos grandes componentes para
valorar la inclusion de las revistas en el IREMICYT: 1a calidad de su contenido, asi
como el formato y caracteristicas de la revista. El primero se centré en verificar si
los articulos publicados eran resultados de investigacion y si la publicacion es-
taba respaldada por un consejo editorial, que debia estar integrado por investiga-
dores reconocidos, de diferentes instituciones (véase el articulo de Canales).

Hoy la evaluacién va mas alla, para el CONAOYT no resultan suficientes los in-
dicadores acerca de la calidad del contenido. Ahora se pide también contabilizar
el numero de descargas que una revista tiene desde los sitios web en que esta
alojada (lo que nos parece totalmente pertinente); o que las revistas estén inser-
tas en indices internacionales, y que utilicen la plataforma 0JS para gestionar el
arbitraje. Es decir que se han agregado indicadores distintos de la calidad del
contenido, y esto ha complejizado el trabajo de produccion de una revista, des-
centrandolo de la simple calidad.

Diversas voces, nacionales e internacionales, sefalan que esta forma de eva-
luacion hoy imperante comienza a agotarse. Nosotros creemos que esta forma de
ponderar las revistas de investigacién es muy compleja y que se orienta dema-
siado a la insercion en redes y a la absorcion y uso de nuevas tecnologias. Pensa-
mos a la vez que la certificacion otorgada por el CONAOYT tiene un gran valor para
la comunidad de investigadores de la educacion matematica, pues proporciona
una referencia de calidad y de impacto de una revista, y por ello Educacién Mate-
matica seguird intentando la permanencia en este padron. Pero lo hacemos no sin
preguntarnos si esta forma de evaluacion de las revistas es la mas adecuada, si
no habrd otras maneras mas simples y directas de ponderar la calidad y relevancia
de lo que en ellas se publica. Seguramente con el tiempo llegara la respuesta. Que
muchos se hagan la pregunta empujara el tiempo en que ésta llegue.

El Comité Editorial
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La nocion de relaciones entre calculos

y la produccion de explicaciones en la clase
de matematica como objetos de ensenanza.
Su configuracion en el marco de un trabajo
colaborativo entre investigadores y docentes

The notion of relationships among calculations and the
production of explanations in maths class as teaching
objects. Their configuration within a collaborative work
between researchers and teachers

Patricia Sadovsky, Maria Emilia Quaranta, Horacio Itzcovich,
Maria Monica Becerril, Patricia Garcia

Resumen: Este estudio da cuenta del proceso a través del cual, en el marco de un trabajo
colaborativo entre investigadores y docentes, se configuran dos objetos de ensefianza de la
escuela primaria: la practica de apelar a relaciones entre cdlculos para obtener resultados y
la de elaborar explicaciones en la clase de matemadtica. Intentamos mostrar vinculos entre la
configuracion de estos objetos —el andlisis de su sentido y de condiciones favorables para su
funcionamiento en el aula-y la construccion colectiva de una intencionalidad didactica. Esta
investigacion se inscribe en un proyecto mas amplio orientado a conocer el tipo de produccién
matematico-didactica que puede tener lugar cuando un grupo de investigadores concurre
periddicamente a una escuela para trabajar con maestros y directivos con el objetivo de pensar
colaborativamente cuestiones de ensenanza de la matematica.

Palabras clave: trabajo colaborativo, andlisis de las practicas de la ensefanza, formacion
docente, explicaciones en la clase de matematica, relaciones entre calculos.

Abstract: This study accounts for the process through which, in the context of a collabora-
tive work between researchers and teachers, two primary school teaching objects arise: the

Fecha de recepcion: 23 de septiembre de 2014; fecha de aceptacion: 17 de febrero de 2015.
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practice of appealing to relations among calculations to get results and the production of ex-
planations in mathematics class. We try to show links between the configuration of these ob-
jects -the analysis of its meaning and possible conditions for them to arise at a math class- and
the collective construction of a didactic intent. This research belongs to a larger project aimed
at understanding the type of mathematical and didactic production which could be ob-
tained when a group of researchers attends regularly a school to work with teachers and heads
in order to think jointly about mathematics education issues.

Résumé: Cette étude décrit le processus de mise en place, dans le cadre d'un travail de colla-
boration entre chercheurs et enseignants, de deux objets d'enseignement de la école primaire:
la pratique de faire appel a des relations entre les calculs pour arriver a une solution numé-
rique et celle délaborer des explications en classe de mathématiques. Nous essayons de
montrer les liens entre la configuration de ces nouveaux objets -Ianalyse de leur sens et des
contraintes favorables a leur fonctionnement dans la classe- et la construction collective d'une
intentionnalité didactique. Cette recherche s'inscrit au sein d'un projet plus vaste visant a étu-
dier le type de production mathématique-didactique qui peut surgir quand un groupe de
chercheurs se rend régulierement dans une école pour travailler avec des enseignants et direc-
teurs en vue de penser collectivement les questions d'enseignement des mathématiques.

Keywords: collaborative work, analysis of the mathematics teaching practices, explanations
in math class, relationships between calculations.

Mots-clés: travail collaboratif, 'analyse des pratiques d'enseignement, des explications dans
la classe des mathématiques, des relations entre des calculs.

1. INTRODUCCION
1.1 PROBLEMA DE INVESTIGACION

Este articulo comparte resultados de una indagacion -en curso- ubicada en el
marco de las investigaciones en didactica de las matematicas dirigidas al analisis
de las practicas de ensefianza en espacios de trabajo colaborativo.! Nuestro ob-
jeto de estudio son los procesos de produccion matematico-didactica que pueden

L Produccién matemdtico-diddctica en el marco de un trabajo colaborativo entre maestros, directivos e
investigadores en diddctica. Equipo de investigacion: Patricia Sadovsky (directora). Maria Emilia Quaranta, Hora-
cio Itzcovich, Marfa Ménica Becerril, Patricia Garcia. Universidad Pedagégica de la Provincia de Buenos Aires.
UNIPE. Subsidio FONCyT, Proyecto PICT-O nimero 2012-0050, 2013-2014. Ministerio de Ciencia, Tecnologia e
Innovacion productiva. Este proyecto es continuacion de uno anterior inscripto en una de las lineas de investi-
gacion de la Universidad Pedagogica de la Provincia de Buenos Aires, Andlisis de las prdcticas y produccion de
conocimiento diddctico-disciplinar.
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tener lugar cuando un grupo de maestros y directivos de una misma escuela
trabaja en colaboracion con investigadores para problematizar la ensenanza y
producir, implementar y analizar de manera conjunta propuestas para explorar
en el aula respuestas posibles a los problemas identificados. Se trata de conocer
mejor el funcionamiento de un espacio de trabajo conjunto, en el cual se toman
como punto de partida problemas reconocidos por los mismos docentes y se
discuten en didlogo con las exigencias curriculares e institucionales, con la pro-
pia experiencia y con la produccion didactica y pedagogica.

1.2 REFERENCIAS TEORICAS

Analizar las practicas en un proceso de colaboracion entre docentes e investiga-
dores supone, para estos ultimos, reconocer el saber de los docentes para en-
frentar la ensenanza que serd objeto de andlisis en la colaboracion, asumir que
los maestros tienen razones para actuar como lo hacen, considerar los condicio-
namientos que moldean las practicas docentes -que muchas veces rebasan los
objetivos de aprendizaje de los alumnos que todo docente tiene-, ser conscien-
tes de los desajustes de ciertas producciones del campo de la didactica con re-
lacién a la viabilidad de su funcionamiento en el sistema. Supone, asimismo,
una ruptura tanto con el lugar de prdctico que el docente tiene otorgado en la
cultura, como con la posicion de prestigio y autoridad que se suele atribuir a los
investigadores. Esta ruptura es condicion -creemos- para dar lugar a un recono-
cimiento genuino de lo que cada actor tiene para aportar. Tomamos de Sensevy
(2011) la idea seguin la cual, para instalar la colaboracion, es necesario construir
una simetria que se basa en la elaboracién compartida de razones en el marco
de los trabajos que se realicen, antes que en la negacion de las diferencias. Este
juego de razones seria, segun el autor, un modo de superar una division de
trabajo secular basado en los dilemas teorfa-practica, fines-medios: la teoria y los
fines para los investigadores, la practica y los medios para los docentes.

Consideramos que la aproximacion colaborativa a los problemas de ense-
nanza es imprescindible, sobre todo si pensamos que la exploracion de esos
problemas en el sistema real requerird de estrategias de intervencion que
los mismos docentes deberan sostener en la accion (Desgagné, Bednarz, Lebuis
y Poirier, 2001; Roditi, 2011; Fiorentini, 2004). Desde esta perspectiva, se subraya
el papel del docente en tanto productor de conocimiento a partir del analisis de
sus practicas.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 1, ABRIL DE 2015 9
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Las practicas de ensenanza se inscriben en un entramado de restricciones
que plantea la institucion escolar. En ese sentido, constituyen respuestas, a modo
de adaptaciones/equilibrios posibles, a las diversas situaciones que enfrentan los
maestros (Robert y Rogalski, 2002; Robert, 2004; Robert y Vanderbrouk, 2003). El
analisis colectivo sobre las propias practicas promueve una ampliacion de ese
espacio de decisiones al permitir concebir nuevos posibles y bucear en la cons-
truccién de fundamentos para ellas (Robert, Roditi y Grugeon, 2007; Roditi, 2011;
Charles-Pézard, Butlen y Masselot, 2012).

1.3 CUESTIONES METODOLOGICAS

El proyecto consiste en un estudio de casos que se desarrolla en dos escuelas
desde el ano 2012. En ese momento, la seleccion de las escuelas fue realizada
junto con las inspectoras regionales y distritales? con quienes, ademas de discutir
el proyecto, acordamos las condiciones institucionales en las que se insertaria
este trabajo: recibir alumnos pertenecientes a los llamados sectores populares,
contar con un equipo directivo orientado a la promocién de la reflexion colectiva
sobre la ensenanza por parte de los docentes y tener disposicion para generar
y sostener espacios de encuentros sistematicos.

En este articulo comunicamos resultados del trabajo de produccion que tuvo
lugar en la Escuela 11 de Cardales, Exaltacion de la Cruz, Provincia de Buenos
Aires, a lo largo de 2013. En este espacio participaron voluntariamente las direc-
toras, un grupo de docentes® y dos investigadores* de nuestro equipo que se re-
unian quincenalmente en la escuela en horario escolar.

El grupo se organizd sobre la base de la discusion de problemas identificados
por los docentes, la construccion de modos posibles de explorarlos en las aulas y
el analisis de materiales recolectados por los maestros en tales intentos. La pro-
duccion de ideas que tiene lugar a raiz de los intercambios del grupo -nuestro

2 Acompafando los objetivos de extension de la UNIPE, las escuelas han sido elegidas en regiones cerca-
nas a sedes de la Universidad. El presente proyecto se sostiene en acuerdos institucionales establecidos entre
la UNIPE y el sistema educativo provincial.

3 Agradecemos al equipo de conduccion integrado por Nora y Silvia y a los docentes Adriana, Ariel, Clau-
dia, Elsa, Karina y Ménica por su generosidad, su apertura e involucramiento en la produccion intelectual que
tuvo lugar en el grupo de trabajo.

* Maria Ménica Becerril y Horacio ltzcovich

> Se desarrollaron un total de diez reuniones a lo largo del afio.
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objeto de indagacién- va configurando, dialéctica y progresivamente, un proceso
de problematizacion de la ensefanza y un marco para estudiarla.

Las reuniones se analizaron a través de los registros confeccionados a partir
de grabaciones y notas de los investigadores, compartidos también con los do-
centes. Sobre la base de este material y de un primer analisis, se elaboraron sin-
tesis de cada encuentro cuya lectura y discusion jalonaron el inicio de la reunion
siguiente. Estas ultimas incluyeron elementos interpretativos que el equipo de
investigacion puso a consideracion en el grupo de trabajo colaborativo. Es un
procedimiento que habilita la posibilidad de retomar las discusiones introducien-
do nuevos elementos que van constituyendo un marco compartido de trabajo
(Becerril, Garcia, Itzcovich, Quaranta y Sadovsky, en prensa).

Los investigadores, como coordinadores de las reuniones, apelamos de ma-
nera sistematica a que los maestros expresaran sus expectativas respecto de
los problemas de ensenanza que se analizaban para tomarlas como base de los
procesos de problematizacion, alentamos una vision de la ensenanza en térmi-
nos de recorridos de largo plazo, retomamos los planteos que se iban hacien-
do, trajimos las voces de los participantes en reuniones, ya ocurridas, cuando
interpretabamos que lo que se discutia tenia relacién con alguna intervencion
anterior. De alguna manera nos propusimos como sostenedores de la memoria
del grupo. Las discusiones en cada encuentro dejaban cuestiones planteadas a
partir de las cuales los maestros decidian hacer algun trabajo en las aulas, reco-
gian las producciones de los alumnos y las llevaban al encuentro siguiente.
Poco a poco se fue instalando una dindamica en la que las reuniones se estruc-
turaban sobre la base del andlisis de las producciones de los ninos y el relato
de las clases que hacian los maestros. Fuimos permeables a esa modalidad
que operaba un cambio respecto del ano anterior en el cual el trabajo del aula
-que también se hacia con la intencion de profundizar la exploracion del asun-
to que se estaba tratando- se planificaba en el espacio colaborativo. Considerar
el analisis de las producciones de los alumnos como una actividad principal del
grupo nos exigio producir en terreno junto con los maestros y directivos interpre-
taciones de las ideas que subyacian a los procedimientos de los nifos. Esto jugd
a favor de la construccion de un clima de confianza en el que juntos nos invo-
lucramos en una tarea desafiante y original.
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2. LA DISPONIBILIDAD DE CALCULO DE LOS ALUMNOS
COMO PROBLEMA A ESTUDIAR

La disponibilidad de los chicos con relacién al calculo sigue siendo una preocu-
pacion para los maestros de la Escuela 11 de Cardales al iniciar el trabajo del
ano 2013. El abandono de las -cada vez mas desprestigiadas- rutinas ligadas al
recitado (de tablas) y la repeticion (de cuentas) parece haber provocado un vacio
didactico. Los maestros, en tanto colectivo, no manifiestan haber construido un
proyecto que los satisfaga en cuanto a los logros de sus alumnos en el terreno
de los algoritmos vinculados a las operaciones; saber de memoria 'y saber razo-
nar se mencionan como modalidades cuya coordinacion no se logra establecer.

Durante el ano 2012 habiamos reconocido la necesidad de discutir con los
docentes sobre la idea de puentes entre las estrategias que elaboran los chicos 'y
los procedimientos habituales de calculo (Becerril et al en prensa). Desde nuestro
punto de vista, la construccion de estos puentes requiere un trabajo en el aula
que permita desentranar con los alumnos las relaciones matematicas implicadas
en sus estrategias, asi como también hacer visibles las que sustentan los proce-
dimientos mas convencionales. Orientados por ese resultado general nos propu-
simos instalar la pregunta por los posibles recorridos que articulen los diferentes
recursos de calculo.

Empezar a discutir la matematica implicada en algunas reglas que se usan
habitualmente, y preguntarnos por las relaciones entre las estrategias personales
de los ninos y los algoritmos convencionales, fue el comienzo de un proceso de
problematizacion -sostenido a lo largo de todo el afo- cuyo rasgo fundamental
fue el de empezar a imaginar, explorar y construir un dialogo con los alumnos a
raiz de sus posibles propuestas.

Al analizar en el espacio colaborativo algunas reglas que los maestros ense-
fan (como por ejemplo al dividir un nimero por 100 las dos ultimas cifras for-
man el resto y las cifras que quedan ‘arman’” el cociente) se pone de manifiesto
que muchos docentes proponen una justificacion que no logra explicar la regla
(por ejemplo, se toman las dos Ultimas cifras porque el cien tiene dos ceros).
Nosotros (los integrantes del equipo de investigacion) proponemos discutir so-
bre el valor explicativo de las justificaciones y convocamos a encontrar argumen-
tos basados en los significados de los niimeros y las operaciones en juego y no
solo en los significantes (McClain y Cobb, 2001). Se establece la diferencia entre
enunciar una regla y fundamentarla a través del reconocimiento y transforma-
cion de las relaciones implicadas; los docentes toman conciencia de que se trata
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de fundamentaciones accesibles para ellos. Esta accesibilidad -interpretamos-
tiene un impacto importante en los maestros que parecen pensar que algo po-
tente que desconocian estaba a su alcance -y al de sus alumnos mediante un
trabajo de ensenanza-. Entendemos que la sensacion de algo posible y potente
motoriza al grupo.

Internarse paulatinamente en el analisis de algunas estrategias de los ninos
fue -lo mencionamos- otra fuente importante de problematizacion. (Qué cosas
sabe el chico para hacer esto? fue una pregunta planteada por los investigadores
que organizaba las discusiones frente al desafio de interpretar procedimientos de
los alumnos. En esos intercambios, algunos maestros desestimaban que se estu-
viera usando un saber interesante, otros se preguntaban como harian los chicos
para elaborar esas estrategias y otros lograban conceptualizarlas en términos de
relaciones matematicas. Al analizar casos concretos surgian diferencias en las
interpretaciones de los maestros que parecian tener posiciones mas homogéneas
cuando se hablaba en general. Estas diferencias resultaron productivas para
poner de manifiesto el caracter interpretativo del analisis de las elaboraciones de
los ninos.

Frente a dos estrategias diferentes, que ponen en juego distintos nifios en
una clase, una maestra comenta que autoriza ambas porque -argumenta- dan
el mismo resultado. Se senala que se trata de un control de tipo externo y se
contrasta esto con la posibilidad de transformar las relaciones implicadas en los
procedimientos para establecer su equivalencia (control interno).

En este contexto, se liga la elaboracion de procedimientos para las operacio-
nes con las relaciones que se pueden establecer al descomponer numeros en
funcion de la estructura de nuestro sistema de numeracion. Este vinculo no pa-
rece estar constituido para algunos maestros que, al concebir la ensenanza del
sistema de numeracion como un primer capitulo de un programa, no ven la
oportunidad de profundizar sobre su organizacion que ofrece el tratamiento de
las operaciones. Otros, en cambio, recuperan el trabajo del ano anterior en el
espacio colaborativo y sefialan que la busqueda de fundamentos a las cuestio-
nes matematicas constituy6é una via para superar la fragmentacion de los temas.

En sintesis, la busqueda de explicaciones para varias de las reglas que los
maestros ensenan, asi como el analisis en términos de relaciones matematicas
de las estrategias que se fueron proponiendo, empezé a hacer visible, en el espacio,
que dichas relaciones constituyen una materia prima para que el docente pueda
entablar un didlogo con sus alumnos. Aunque esto se ird configurando a lo largo
de las reuniones, nos interesa adelantar como resultado el valor del analisis
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matematico de los procedimientos como generador de explicaciones y, simulta-
neamente, como herramienta de intercambio con los ninos.

Se abre asi un camino de exploracion que impulsa a los maestros a buscar
en sus aulas procedimientos aritméticos de los alumnos a raiz de las propuestas
que realizan para llevarlos como insumos al espacio colaborativo. El andlisis de
estas producciones va dando lugar a la elaboracion de asuntos matematicos
de ensefnanza que son nuevos para estos maestros y a la vez presentan nuevas
exigencias para su trabajo. Es asi como emerge la necesidad de promover en
las aulas que los nifos establezcan relaciones explicitas entre diferentes calculos
para que unos funcionen como punto de apoyo para la resolucién de otros (apar-
tado 3). Asimismo se va apreciando cada vez mas el valor de alentar la elabora-
cién de explicaciones por parte de los alumnos (apartado 4). Planteamos a modo
de conclusion algunas cuestiones que retenemos de este trabajo, y que sugieren
modos de continuar explorando este camino, el de producir sentidos al pensar
con otros (apartado 5).

3. LA CONFIGURACION DE RELACIONES ENTRE CALCULOS
COMO OBIJETO DE ENSENANZA

La tension entre dar lugar a las elaboraciones de los ninos y lograr que se
apropien de lo socialmente establecido aflora permanentemente en las discu-
siones. Los docentes parecen considerar que a lo largo del primer ciclo los ninos
despliegan una variedad de recursos que deberian ser “superados” al recorrer el
segundo ciclo de la escolaridad. Sin embargo, se preocupan al constatar que
son unos cuantos los alumnos que al llegar a 6° grado contintian utilizando
recursos similares a los que fueron elaborados en el primer ciclo. Expresan la
necesidad de que los chicos dominen los algoritmos convencionales y al mismo
tiempo manifiestan la intencion de que los nuevos recursos preserven un alto
nivel de comprension. Una encrucijada parece atravesarlos: que los chicos re-
suelvan “como puedan” pero que sepan las cuentas convencionales. En el de-
bate de esta cuestion surge una segunda tension, entre comprension y velocidad.
Efectivamente, los maestros plantean que el despliegue de recursos propios -si
lleva tiempo- va en desmedro de la posibilidad de insertarse con éxito en la
escuela secundaria. Una vez mas, la presion de las instituciones se entrama
con el posicionamiento didactico de los maestros condicionando sus decisiones
(Robert, 2003).
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En este contexto se empieza a plantear de qué manera se “arma’ la disponi-
bilidad de los ninos:

Directora N: Yo creo que hay un monton de cosas dentro de las tablas de multiplicar,
(..) como la del 5, que sabemos que son los numeros terminados en 5y en 0, con las
que el chico puede adquirir cierta velocidad, razonandolas y encontrando la manera
de llegar al resultado a partir de un punto de apoyo. (I encuentro)

Esta idea de apelar a las relaciones para disponer de los resultados empieza
a emerger, en principio, para abordar el problema de la memoria; como iremos
viendo, poco a poco este primer objetivo se va enriqueciendo y las discusio-
nes permiten ir instalando que esta misma prdctica® lleva a producir o a recupe-
rar relaciones aritméticas relevantes que fortalecen el sentido de lo numérico.

Estos debates impulsan a los docentes a ensayar con sus alumnos diferentes
actividades, cuyo analisis junto con el de las producciones de sus chicos, ingre-
san en la mesa de trabajo y estructuran las discusiones que organizamos en los
siguientes paragrafos.

3.1 LA CONSTRUCCION DE LA INTENCIONALIDAD DIDACTICA EN EL MARCO DEL ANALISIS
DE LAS TAREAS Y DE LAS PRODUCCIONES INFANTILES

El analisis de las tareas que los maestros van proponiendo se ve enriquecido por
la consideracion de las estrategias que los ninos ponen en juego para resolverlas.
Efectivamente, a lo largo de las discusiones, el contacto con lo que los chicos
hacen permite apreciar potencialidades que no necesariamente fueron identifica-
das originalmente. La dialéctica andlisis de la tarea -andlisis de las producciones
infantiles configura en el espacio nuevos sentidos que permiten a los maestros
ampliar la intencionalidad que inicialmente habian atribuido a la tarea. Asimis-
mo se hace visible la complejidad del trabajo interpretativo toda vez que se pone
de manifiesto que los maestros ofrecen distintas miradas para una misma pro-
duccion. Ambos asuntos -construccion de una intencion y naturaleza de la tarea
interpretativa- constituyen una produccion del espacio colaborativo. A continua-
cién, nos referiremos a ellos basandonos en algunos ejemplos.

6 En tanto se modifica el sentido, no es estrictamente la misma practica.
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En la segunda reunion, una de las maestras comparte la propuesta que rea-
lizb en su aula.

Maestra M: Porque el problema era encontrar cinco multiplicaciones de tres niimeros
que siempre den 48. No valia usar el 1 ni cambiarlos..no hacer la conmutativa, usar
numeros distintos o al menos repetir uno solo. (Il encuentro)

Se reflexiona sobre la posibilidad de establecer con los chicos relaciones entre
distintos calculos que den 48 -por ejemplo, 6 x 2 x 4y 3 x 4 x 4 Esta actividad
exige —por lo menos en potencia- que se consideren los factores de las corres-
pondientes expresiones y se investigue cuales son las compensaciones que con-
servan el resultado. En ese contexto, se reconoce la diferencia entre ensayar
desde cero cada vez para obtener una multiplicacién y arribar a la solucién a
partir de la transformacion de los factores. En esta ultima opcion, se hace nece-
sario concebir el nimero como un producto y poner en juego un abanico de
relaciones posibles (por ejemplo, duplicar un factor y dividir otro entre 2). La
maestra relata entonces que una sola nena se apoya en un calculo para obtener
otro. Mas alla de lo efectivamente sucedido en esa ocasion en el aula de la maes-
tra, el episodio hace posible analizar que un mismo enunciado puede dar lugar
a actividades con diferente grado de complejidad y que su despliegue depende,
en parte, de la potencialidad que el maestro le haya podido atribuir al considerar-
las para su proyecto. La idea de concebir como objeto de ensenanza la practica
de apoyarse en un calculo para obtener otro, a partir de transformaciones aritme-
ticas, se fortalece con esta discusion.

LLa maestra aporta un segundo ejemplo -probablemente influida por la discu-
sién anterior- donde apela mas explicitamente a la realizacion de transformacio-
nes de un calculo conservando el resultado. A medida que se analizan las
respuestas de un nino a raiz de esta situacion, otros docentes comienzan a reco-
nocer que sus alumnos apelan a estrategias similares. Es asi como una maestra,
alaluz de un problema en el cual los nifios debian armar de diferentes maneras
una misma cantidad de dinero con billetes de distintos valores, reconoce que los
ninos arman primero una cantidad y después, tomando esa cantidad inicial como
referencia, van haciendo cambios de billetes de manera de conservarla. El anali-
sis realizado, a raiz del problema que trajo su colega, le permite atribuir una
nueva significacion a una practica que despliegan sus alumnos a la cual, proba-
blemente, hasta este momento no le habia otorgado el valor que le asigna des-
pués de la discusion. Es decir, el espacio de trabajo habilita a que cada docente
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resignifique sus practicas al participar de los andlisis que se hacen sobre el tra-
bajo de sus companeros.

En relacion con la naturaleza del trabajo interpretativo, resulta novedoso -e
impactante- para los maestros que se pongan sobre la mesa diferentes interpre-
taciones para una misma produccion. Veamos un ejemplo:

Investigador: O sea, la l6gica de la actividad es la siguiente. Sabiendo que 30 - 20 es
10, icomo hago para encontrar 30 menos 19, 30 menos 18; 30 menos 17; 30 menos
21.7Y para el primero esta alumna pone como resultado 9. Tratemos de identificar
primero qué estd pensando esta nena para poner ahi un 9, {de donde sacara el 9?
¢Pudimos hablar un poco con ella?

Maestra C: Si, seguin ella 30 menos 19 es 9; ella intenté a este 19 agregarle para que
le dé 30, eso es lo que hizo ella...

Investigador: Pero después escribe “30 menos 18, 8"y “30 menos 17, 7"...

Maestra M: Tuvo presente que iba disminuyendo el niimero...

Maestra C: {Qué? Como este bajaba, {también tenia que bajar?...

Investigadora: Otra posibilidad puede ser que, cuando ella lo hizo, identifico que el
resultado era el mismo numero que las unidades, entonces podriamos pensar que
repite esa regularidad. Ahi ella estd intentando buscar o agarrarse de algo que suce-
de.. no sabemos bien cual es.

La existencia de diferentes interpretaciones pone de manifiesto la necesidad
de interactuar con los alumnos para conocer las relaciones que subyacen a los
elementos “visibles” de su produccion (orales o escritos). Entender lo que los ni-
nos producen se transforma en una nueva exigencia para el trabajo del docente,
quien deberd orientar sus intervenciones tratando de coordinar la perspectiva de
los alumnos con las ideas que quiere ensenar. Se subraya de esta manera el
caracter orgdnicamente interactivo de la accién docente (Sensevy y Mercier,
2007), sobre todo si se asume la postura de incluir con caracter de conocimiento
los aportes genuinos de los ninos.

3.2 EL ANALISIS DE LAS PRODUCCIONES DE LOS ALUMNOS: UNA VIA PARA CONCEBIR
LAS RELACIONES ENTRE CALCULOS COMO OBJETO DE ENSENANZA

La interpretacion de las producciones de los alumnos recogidas en las aulas y
que los docentes aportan al espacio colaborativo fue adquiriendo, a lo largo de
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los encuentros, distintos sentidos y valor. La tarea en un principio se centr6 en in-
tentar “entender” lo que los alumnos hacen, lo cual en si mismo dio lugar a una
intensa actividad de reconstruccion del trabajo intelectual de los ninos. La com-
plejidad de las relaciones matematicas utilizadas, en algunos casos, sorprende a
los maestros y les permite tomar contacto con las implicancias de concebir una
practica de este tipo con toda la clase.”

Veamos, por ejemplo, el didlogo que tiene lugar a partir de la produccion de
un alumno (figura 1) frente a la propuesta de encontrar cuanto hay que restarle
a 1000 para llegar a 273.

Maestro Ar: Armé el 1000 por este lado, el 200 acd, y de estos 100 sacé los 73
Investigador: Y le quedaron los 27...

Maestro Ar: Y después sumé lo que le iba quedando......

Investigador: A ver..400, 300...

Directora N: Hizo asi, 400, 300, 200, 100..sumo 1000. El 400 lo deja igual, el 300 lo
deja igual..y el 200 como es 273, le saca los 200 o sea que no los considera, y del
100, saca 73... (Il encuentro)

Figura 1

7 Si bien queremos subrayar aqui el impacto en los docentes del analisis de una produccion infantil
original, toda esta discusion también permite avanzar en la configuracion de nuevas intenciones didacticas
con relacion al trabajo sobre las producciones infantiles, en el mismo sentido que analizamos en el paragrafo
anterior.
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Todos los integrantes nos involucramos en la interpretacion de un procedi-
miento tan original. Se nos hace claro el trabajo de reconstruccién que requiere
formular hipdtesis sobre el razonamiento del nifio a partir de la traza de sus
calculos. Reconocemos en primer lugar que el alumno advierte que, aunque el
problema no cuestiona, explicitamente, cuanto es 1000 menos 273, este célculo
resuelve el problema. Para poner en evidencia las relaciones que parece movili-
zar, apelemos a expresiones algebraicas:

el problema que se le plantea es 1000 — x = 273;
para eso el nino descompone el 1000 en 273 + x
y luego “quita” a 1000 el 273 para obtener x es decir, hace 1000 — 273 = x.

Podriamos suponer que, de alguna manera, el nino esta jugando con la equi-
valencia entre las siguientes relaciones:

1000 = 273 + x; 1000 = x = 273 y 1000 - 273 = x.

Al mirar sus anotaciones, interpretamos que reemplaza el calculo 1000 - 273
por (400 + 300 + 200 + 100) — 273 y que piensa el 273 como 200 + 73, recién ahi
‘facha” el 200 y le resta 73 a 100, finalmente compone el resultado con el 27 de
esta ultima resta y con el 400 y el 300 que no han sido afectados por su opera-
cion. Las flechas que vemos en la foto son consistentes con esta interpretacion.
La elaboracion del nino entusiasma al grupo.

¢Cémo ubicamos esta produccion en el contexto de lo que se viene discutien-
do? La estrategia de este nino supone, también -como en los ejemplos referidos
en el paragrafo anterior-, transformar el calculo para hacerlo posible. Pero el
grado de elaboracién que tiene hace visible que su autor ha tenido un alto ni-
vel de anticipacion y de toma de decisiones. El ejemplo es referenciado en lo que
queda de esa reunion varias veces para analizar otros casos, lo cual nos lleva a
interpretar que este caso “dificil" ilumina los analisis -las anticipaciones y decisio-
nes involucradas- de otros que se ven mas sencillos.

Los distintos ejemplos trabajados en la reunién, reorganizados ahora a partir
de éste, que resulta mas destacado, alimentan la idea de que una practica basa-
da en el analisis y transformacion de los calculos es viable e interesante por tres
razones fundamentales: porque puede ser proyectada por los docentes, porque
los ninos pueden enfrentar los problemas y porque es posible imaginar interac-
ciones a raiz de sus resoluciones.
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3.3 LAS RELACIONES ENTRE CALCULOS COMO VIiA PARA EXPLORAR “LA RESTA”
COMO PROBLEMA DE ENSENANZA

Los maestros proponen trabajar especificamente sobre estrategias para restar,
dado que les preocupa el desempeno de los alumnos al respecto. Frente a este
planteo, los investigadores retomamos la idea de relaciones entre calculos para
explorar este problema y lo hacemos con la intencion de ampliar el universo de
relaciones vinculadas a la resta, sin abordar de entrada un trabajo con el algorit-
mo convencional. Nuestra intencion era expandir la base relacional de los alum-
nos respecto de la resta bajo el supuesto de que esto los posicionaria mejor para
controlar en un segundo momento los calculos convencionales. Asi, las relacio-
nes entre calculos, de ser un recurso que algunos ninos utilizan por propia ini-
ciativa, se transforman en un recurso para la ensefanza, como veremos a
continuacion.

Se elaboran en el grupo problemas en los cuales los chicos tienen que resol-
ver varios calculos ligados por alguna regularidad. La idea es que se puedan
apoyar en la realizacion de algunos que les resultan mas “faciles” para inferir los
resultados de otros, sin necesidad de hacer todas las “cuentas’. Por ejemplo,
56 - 23; 56 — 24; 56 — 25; 56 — 26; 56 — 27; 56 — 28; 56 — 29. Un maestro se en-
tusiasma con la posibilidad de ofrecer varios calculos juntos para que unos
actien como punto de apoyo de otros:

Maestro Ar: Yo creo que si les damos los calculos juntos vamos a tener mas posibili-
dades de que ellos expliquen qué relaciones hay (...) Van a poder explicar mejor si ven
los calculos juntos. (Il encuentro)

La regularidad entre estas cuentas apunta a que se reconozca y se movilice
la relacion “uno mas en el sustraendo, uno menos en la diferencia” para anticipar
los resultados. Esta idea, segun la cual se puede acceder al resultado sin hacer la
cuenta, resulta nueva en el grupo y su reconocimiento genera inquietud y expec-
tativas para explorar su funcionamiento en las aulas.

Maestro Ar: Yo quiero trabajar eso, la relacion entre los célculos... ese problema quie-

ro ver, si usan el que saben hacer para el otro. (Con qué salen? Y a partir de ahi
empezar a trabajar.
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Podemos senalar dos cuestiones que emergen de este analisis a los ojos de
los docentes: la relevancia de considerar como objeto de ensenanza la practica
de apoyarme en lo que sé para resolver lo que no séy, en intima relacion con lo
anterior, el establecimiento de esas relaciones entre calculos como insumo para
el control de las cuentas. Es decir, la identificacion del poder anticipatorio de una
relacion y su valor como herramienta de control de las producciones.

El mismo maestro recién citado trae la produccion de una alumna que permi-
te inferir que toma en cuenta esta regularidad para su resolucion. Efectivamente,
el docente propuso la siguiente serie de calculos: 56 - 23, 56 - 24, 56 - 25, 56 - 26,
56 - 27, 56 - 29. Notemos que se “saltea” el 56 - 28. Esta nina incluye ella misma
este ultimo calculo y escribe: le resto uno menos y me da uno mds. A raiz de esto,
en el grupo de docentes, se senala

Directora N: En éste, Ariel no les da el 56 menos 28, salta al menos 29, y ella [refirién-
dose a la alumnal hace menos 28, aunque no estaba y dice: la hice para estar se-
gura que seguia asi Y agrega le resto uno menos y me da uno mds, imiral (IV
encuentro)

Aungue no queda claro como esta considerando la alumna la regularidad
-para ello hubiera sido necesario interactuar con ella, cuestion que se tematiza
luego en el grupo-, si podemos interpretar que “algo” le decian esos resultados
seriados y que necesito introducir “el que faltaba” para verificar la continuidad
que habia detectado. En otros términos, la alumna capta la regularidad y le otor-
ga un sentido anticipatorio que necesita confirmar de alguna manera. El ejemplo
resulta interesante por dos razones: la posicion de autonomia que la accion de
la nina pone de manifiesto lleva a hipotetizar sobre posibles relaciones entre el
tipo de tarea que se propone y la actividad intelectual que habilita al menos
potencialmente y confirma la existencia de una “sintonia” entre la intencion con
la que se incluyd la regularidad y el uso que la nina hace de la misma. Esta ulti-
ma cuestion resulta muy significativa -y muy gratificante- para los maestros que
no tienen muchas oportunidades de tomar contacto con los lazos que se enta-
blan entre las intenciones que imprimen a sus propuestas y las interpretaciones
que los ninos hacen de las mismas.

Las ideas discutidas con respecto al valor didactico de las relaciones entre
calculos comienzan a reconocerse como insumos para gestionar ayudas a los
ninos por parte de los docentes.
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Directora N: Claro, ayudarlos a ver que ya tienen un resultado y ver si pueden usarlo
para buscar el otro, esa es la ayuda. (Il encuentro).

Los maestros, en esas ayudas, hacen explicitas las relaciones y las transforma-
ciones a las cuales se recurre y el aula se nutre de nuevas relaciones que ayudan
a controlar los resultados. En sintesis, la tematizacion de las relaciones entre
calculos llega al espacio a partir de interpretar las estrategias de los chicos, se
transforma en objeto de ensefanza y luego en estrategia de intervencion para
ayudarlos a avanzar.

Vale la pena destacar que aquello que se elabora en el espacio colaborativo
es un tipo de problemay ciertas condiciones que se transforman en un referente
sobre la base del cual cada docente reconstruye la actividad que propondra a sus
alumnos. Este senalamiento resulta relevante de cara a nuestro proyecto en tanto
permite precisar la diferencia entre elaborar fundamentos para las situaciones de
ensenanzay construir guiones a recorrer mds o menos textualmente.

4. LAS EXPLICACIONES EN LA CLASE COMO OBJETO DE ENSENANZA

La cuestion de considerar la produccion de explicaciones como asunto de ense-
nanza, nace en las discusiones del grupo, ligada a la necesidad de comprender
las relaciones que hacen posible las transformaciones para encontrar los resulta-
dos de los calculos. Las discusiones a raiz de los andlisis de los materiales del
aula que aportan los maestros, delinean la potencia, desde el punto de vista de
la comprension, que tiene tanto para los alumnos como para los docentes la
produccion de explicaciones en la clase. Esto se desarrolla en el apartado 4.1.

A'lo largo de las discusiones en el grupo, basadas en los analisis de episodios
de las clases, se va reconociendo que la elaboracion de explicaciones por par-
te de los chicos esta estrechamente relacionada con las intervenciones que hace
el docente orientadas por una cierta intencion. Es asi como se van identificando
un conjunto de condiciones que, en principio, favorecerian la produccion de ex-
plicaciones por parte de los alumnos, asi como su evolucién en cuanto a la
complejidad, nivel explicativo y elaboracion que tienen. Estas consideraciones se
tratan en el apartado 4.2.

La caracterizacion de aquello que constituye una explicacion satisfactoria es
inicialmente diversa para distintos maestros: por una parte, valoran de modo di-
ferente algunas formulaciones que proponen los alumnos; por otra, ellos mismos

22 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 1, ABRIL DE 2015



Patricia Sadovsky, Maria Emilia Quaranta, Horacio ltzcovich, Maria Ménica Becerril, Patricia Garcia

proponen explicaciones de diferente tipo cuando se analizan algunos problemas
en el grupo colaborativo. La confrontacion entre diferentes explicaciones da lugar
a diferenciar entre descripcion -entendida basicamente como enumeracion de
pasos que se siguen para realizar una tarea- y explicacion -que se interpreta
como encadenamiento deductivo de propiedades que dan cuenta de la condi-
cion necesaria de una relacion (Lerner, 2012; Sadovsky, 2010). Esta distincion se
reconoce también en algunas producciones de los ninos y éstas se ligan al tra-
bajo realizado en las clases. El proceso de emergencia de esta distincion como
asi también su consideracién como idea didactica constituyen el objeto del apar-
tado 4.3

4.1 LA PRODUCCION DE SENTIDOS PARA LAS EXPLICACIONES EN EL MARCO
DE LAS DISCUSIONES DEL GRUPO COLABORATIVO

A lo largo de los encuentros se van configurando en el grupo distintos sentidos
para la produccion de explicaciones, por parte de los ninos en la clase. Desde el
punto de vista de los alumnos, se analiza que: amplia su comprension, profundi-
za la confianza en sus posibilidades y contribuye a conquistar una posicion de
autonomia (apartado 4.1.1). Desde la perspectiva de los maestros: habilita un
modo de acceder a las ideas que sustentan las estrategias de sus chicos, permite
tomar contacto con relaciones que no habian propuesto a los nifos y ofrece
elementos para gestionar las interacciones en la clase tomando en cuenta las
relaciones concebidas por los alumnos (apartado 4.1.2). Consideramos que es-
tas elaboraciones se inscriben en la produccion de conocimiento matematico-di-
dactico, objeto de nuestra investigacion.

4.1.1 Los sentidos de la elaboracion de explicaciones en la clase
desde la perspectiva de los alumnos
a) Explicaciones y comprension
Los docentes empiezan a tomar conciencia de que la produccion de explicacio-
nes permite a los chicos comprender mejor el asunto que estan tratando, toda vez

que se ven exigidos a elaborar fundamentos para lo que proponen y para ello
explicitan las relaciones que subyacen a sus estrategias.
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Maestro Ar: Yo les di la posibilidad de que me expliquen, y a partir de lo que me ex-
plican ellos aparece el por qué... van a tener que debatir y convencerse. (IV encuentro)

b) Explicaciones y confianza

No habiamos pensado nunca que la produccion de explicaciones puede llegar a
ser para un nino una oportunidad de ganar confianza, porque le permite mostrar
cOmo penso, es una ocasion de hacerse entender, de autorizarse a hacer, porque
su produccion se va a completar con lo que pueda decir, aunque no lo haya
podido escribir. Fue la directora de la escuela -desde una posicion atenta y cer-
cana a las vivencias de los chicos- la que lo subraya de este modo:

Directora N: Yo creo que el hecho de que puedan explicar, los hace sentir comodos
en decir bueno, lo voy a hacer, total puedo explicar como lo hice, me van a entender.
(IV encuentro)

A la vez, los nifos encuentran en la explicacion un espacio de produccion
original: aunque todos hayan llegado al mismo resultado, no todos tienen la
misma explicacion y esto da sentido a compartir la tarea.

) Explicaciones y autonomia

La produccién de explicaciones en la clase fue -desde la perspectiva de algunos
maestros- fundamental en la posibilidad de que los alumnos logren mayor auto-
nomia y se vayan independizando de la evaluacion del docente para confirmar
sus resultados (Margolinas, 1993).

Maestro Ar: Esto de que ellos expliquen como hicieron las cosas y que llegan al re-
sultado de una u otra manera, dejé de lado la dependencia de si estaba bien o esta-
ba mal. Ya no preguntan si esta bien o estd mal. Te llevan la hoja o te comentan
desde el banco lo que hicieron.[.] Yo lo que busco es que defiendan su trabajo, al
explicarme lo que hicieron, que defiendan lo que estan haciendo... (IV encuentro)

Esta ultima expresion reafirma la estrecha relacion entre construccion de
autonomia por parte de los ninos e intencionalidad didactica del docente. Las
tres dimensiones consideradas (comprension, confianza y autonomia), lejos de
ser independientes, se alimentan unas a otras y nos llevan a establecer un lazo
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-su exploracion debera profundizarse- entre produccion de explicaciones e inclu-
sion educativa.

4.1.2 Los sentidos de la elaboracién de explicaciones en la clase
desde la perspectiva de los docentes

a) Las explicaciones de los alumnos como via para acceder a sus elaboraciones

A lo largo de las discusiones en los encuentros se hace visible que apelar a que
los nifios expliquen cumple una doble funcién desde el punto de vista del cono-
cimiento de los docentes. Por un lado, les permite acceder a las relaciones que
los ninos establecen tanto para asegurarse de que comprenden, como para to-
marlas en cuenta al interactuar con ellos.

Por otro lado, pero en el mismo movimiento, los maestros encuentran nove-
dades en tanto acceden a explicaciones que no habian visto anteriormente en
los ninos:

Maestro Ar: Por ejemplo, me quedo con lo anterior, esa descomposicion del ndmero,
eso es algo nuevo, nunca lo habia visto. La explicacion de Leonel. [leyendo la produc-
cion de Leonell: Le saqué 10 numeros al 56, lo dejé en 46y los 10 se los puse al 6y
quedan 16, al 16 le saqué 9 que qued6 en 7y al 4 le saqué 2y queda en 2y el re-
sultado fue 27. Consider6 el 56 como un todo, no el 5.. Es una explicacion que yo
antes no habia visto. Porque te dicen lo mismo, pero te dicen al 5 le saco 1 y estoy
pasando 10. (IV encuentro)

Ampliar el panorama de lo posible para los ninos es enriquecedor para el
docente: lo fortalece en la confianza de que abrir el juego vale la pena y ofrece
alternativas posibles de intervencion con distintos alumnos.

Se analiza en el espacio que los intercambios que se producen entre los ni-
nos y el docente, cuando éste quiere comprender los modos en que los alumnos
pensaron, cobran autenticidad. En tanto el docente no conoce de antemano
aquello que el alumno tiene para decir y entabla un didlogo en el que retomara
las ideas de los chicos. Esto constituye una diferencia importante con una moda-
lidad de intercambio historicamente instalada en la escuela, segun la cual el
maestro pregunta lo que ya sabe y lo hace para constatar que el nino es capaz
de producir una respuesta (Perrenoud, 1990).
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b) La anticipacion de intercambios en la clase a partir de las explicaciones
de los alumnos

El proceso de interpretacion de las producciones infantiles que se desarrolla en
el grupo de trabajo, va instalando cada vez mas la necesidad de que los docentes
interactlien con las relaciones que subyacen a las explicaciones que proponen
los nifos. En este sentido, la interpretacion de las explicaciones se transforma
en una herramienta para anticipar las interacciones en la clase:

Directora S: Y eso que explican es lo que te permite después poder guiarlos si hay un
error, que esa seria nuestra funcion. (IV encuentro)

Investigadora: Creo que lo que también sali6 aca es que las explicaciones de los
chicos nos permiten saber para donde tenemos que seguir. Nos ubica mejor en rela-
cion con lo que si pueden y con lo que no. (VI encuentro)

¢) Las interacciones entre los ninos a raiz de las explicaciones que producen

Varios maestros deciden promover intercambios entre sus alumnos, a raiz de dis-
tintas explicaciones que se elaboran en sus clases y traen al grupo las reacciones
de los ninos. Se establecen entonces lazos entre la dimension comunicacional de
una explicacion dirigida, a un otro -que la tiene que entender-y la comprension
en términos de organizacion de relaciones subyacente a la explicacion. Se identi-
fican en estos analisis diferentes costados que contribuyen a conceptualizar los
vinculos entre comunicacion y conceptualizacion.

Las explicaciones que proponen sus companeros pueden tener, para algunos
ninos, un papel clarificador potente; tomar conciencia de esto permite apreciar que
el intercambio de explicaciones constituye, para algunos alumnos, una oportunidad
para recuperar asuntos que tal vez no pudieron captar en un momento anterior.

Maestra M: Me sucedi6 que pasaran al pizarrén por grupo y uno me dice Ah, ya
entendi ahora, como lo hizo él, yo lo pude entender porque yo lo buscaba de otra
forma y no lo podia resolver. Entonces la explicacion del companero le resultdé mas
entendible. (V encuentro)

Se reconoce ademas en el equipo que la circulacién de explicaciones en la
clase puede enriquecer la perspectiva de todos los chicos -también la de quienes
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comprendieron de entrada- ya que se trata de producciones originales y diferen-
tes entre si.

En varias ocasiones los maestros traen ejemplos en los que la comunicabilidad
de una explicacion se utilizo como prueba para aceptarla o intentar mejorarla.

Maestra M: Y les digo, éno era que ustedes no entendian esa explicacion cortita? Hi-
cimos oralmente la lectura para que vieran que si realmente queriamos que la otra
persona que tome la hoja entendiera, teniamos que ir detalladamente. [..]. Cuando
volvimos a leer lo que ellos habian puesto les digo: éCon cudl de estas explicaciones
les parece que otra persona, si toma esta hoja, va a entender mas? (VIll encuentro)

Entendemos que la consideracion de otro, que tiene que entender, actiia so-
bre la comprension de la explicacion en tanto esta ultima es analizada en sus
detalles, en sus conexiones, en su organizacion y es modificada en consecuencia.

4.2 IDENTIFICACION DE CONDICIONES PARA LA PRODUCCION DE EXPLICACIONES

Desde el inicio de este proyecto, una preocupacion de los maestros se identifica-
ba con la falta de autonomia por parte de los alumnos y el trabajo intencional
hacia la produccion de explicaciones, poco a poco, se va concibiendo como po-
sible respuesta a este problema?®

En el espacio colaborativo, se discuten condiciones -de la tarea, de las inte-
racciones de los maestros con los alumnos- para la emergencia de tales explica-
ciones, o la transformacion de las primeras producciones de los alumnos, en
direccion de aquellas que constituyen el horizonte de intenciones de los docen-
tes. En otros términos, esas condiciones se muestran subsidiarias del tipo de ex-
plicaciones que desean suscitar los maestros, de la interpretacion que hacen de
las producciones de los alumnos, de la concepcion de recorridos posibles en-
tre esas producciones y las que se busca alcanzar. A la vez, muchas de las ideas
que surgen provienen de decisiones que se han tomado sobre terreno y cuya iden-
tificacion, conceptualizacion y validacién abren la posibilidad de una exploracion

§ Durante el afio anterior (2012), el grupo habia discutido el tipo de trabajo docente que podria promover
mayor autonomia por parte de los alumnos. Esta preocupacién es retomada, una y otra vez, en los analisis que
se realizan en el 2013, bajo el supuesto general de que existen relaciones de mutua dependencia entre la
propuesta didactica y la conquista de una posicion autbnoma por parte de los ninos.
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mas sistematica -no realizada en el marco de este proyecto- en el camino de
transformar el saber prdctico (docente) en saber sobre la prdctica (docente)
(Sztajn, 2013).

Entre las condiciones de la tarea que se identificaron, mencionemos la posi-
bilidad de:

a) Considerar las producciones erréneas como un punto de partida (o punto de
apoyo) que permite generar mas facilmente explicaciones.

Una idea que se discute al respecto es que los ninos —-por medio de confron-
taciones entre ellos, de constataciones con la calculadora o de algun tipo de re-
lacion que ponen en juego- tienen recursos para conocer si su resultado es 0 no
correcto. Con ese dato buscan, de manera mas dirigida, una explicacion que les
permita entender por qué algo es erréneo. En algun sentido, la explicacion sobre
un resultado que estd mal se elabora contra el saber de su incorreccién, en tanto
que lo correcto exige apelar a relaciones cuya presencia se hizo natural y que,
por ese motivo, son menos visibles. Esta interpretacion se apoya en el reconoci-
miento sobre el papel de la contradiccion en la produccion de conocimientos en
el aula (Arsac, Chapiron, Colonna, Germain, Guichard y Mante, 1992; Balacheff,
1982, 2000)

b) Partir de explicaciones orales que -este es un supuesto que se explora- resul-
tan mas accesibles a los alumnos para colaborar con ellos en la elaboracion
de una explicacion escrita.

Maestra Ad: Para ellos, al no poder escribirlo, es como que no saben explicar. Pero si
yo lo traigo al escritorio y le pido que me lo cuente, me lo dice.

Maestra K: Se puede empezar por la oralidad, después escribir, leerlo, volver a escribir,
es como que hay que trabajar con eso. (VI encuentro)

Notemos que las afirmaciones de estas maestras ponen en cuestion la iden-
tificacion -muchas veces instalada en el sentido comun de la institucion esco-
lar- entre no escribir y no saber. Retomando la dificultad que supone para los
ninos la escritura, la Ultima maestra citada se propone recuperar en este contex-
to -y desde una perspectiva exploratoria- la productividad de la practica de re-
vision de textos. Se esboza en esta idea un asunto que requiere ser indagado
mas sistematicamente.
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c) Promover en el espacio colectivo de la clase la confrontacion sobre diferentes
reflexiones.

Esta propuesta es considerada a partir de una intervencion del investigador que
algunos docentes toman con entusiasmo: organizar un debate en torno a expli-
caciones diferentes, una vez que los nifos han elaborado cada uno su propia
explicacion.

Investigador: Dejar que cada uno arme su explicacion, luego organizar grupos que
sostengan cosas diferentes y que se pongan de acuerdo.

Maestro Ar: Van a tener que debatir y convencerse.

Maestra M: Eso me encantd, lo voy a hacer.

El supuesto que sostiene el planteo del investigador es que la comparacion
de la propia perspectiva -que actia como marco de referencia-, con otras posibi-
lidades contra y con las cuales se puede entablar un didlogo de ideas, lleva a
nuevas elaboraciones (Arsac y otros, 1992; Balacheff, 2000; Sadovsky, 2010). Al-
gunos maestros aprecian esta idea apoyados en su experiencia que los lleva a
valorar positivamente los intercambios entre los nifos. Notemos que el investi-
gador ofrece una ‘idea” -la del intercambio entre los ninos-, plasmada en un
dispositivo concreto -seleccionar dos producciones diferentes y promover un de-
bate-. De alguna manera, la idea viene ya resumida en un formato que permite
concebir como llevarla a cabo, lo cual orienta la accion de la docente que acepta
con interés la propuesta.

4.3 LA DISTINCION ENTRE DESCRIPCION Y EXPLICACION

Explicacion y descripcion son casi indistinguibles -ya lo mencionamos- en las
conversaciones iniciales del espacio de trabajo. Sin embargo, a poco de andary
a la luz de los andlisis sobre las explicaciones de los ninos, estas dos ideas co-
mienzan a diferenciarse. De la evolucion de este paren la mesa de debate, de las
implicancias que tuvo en las practicas del aula haberlos distinguido, hablaremos
en este punto.

¢Como lo hiciste?, preguntan los maestros intentando promover una explica-
cion pero las respuestas de los ninos no siempre permiten acceder a los motivos
por los cuales han desplegado un cierto procedimiento; en algunas ocasiones,
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ellos responden enumerando los pasos realizados. Las relaciones matematicas
que conectan los pasos -podriamos alojarlas en el terreno de la explicacién- no
se explicitan. Es recién cuando se trabaja sobre un ejemplo que claramente
no constituye una explicacion para los maestros -lo hice mentalmente- que em-
pieza a ser posible plantear la cuestion de la diferencia.

Investigador: Cuando un chico dice “lo hice mentalmente’, énos resulta suficiente?,
destamos conformes? [..] {Qué explicaciones nos gustaria que los pibes hagan?

Ar: Yo apuntaria a la definicién de los pasos realizados, como una consigna mas |[..]
‘Resuelve. Describe los pasos realizados'.

Investigador: éHay alguna diferencia entre una explicacion y una descripcion? (IV
encuentro)

La pregunta inquieta. Para avanzar en clarificarla apelamos a la comparacion
entre las producciones de dos alumnos, a partir de una actividad que se les habia
propuesto, resolver los siguientes calculos: 56 — 23; 56 — 24; 56 — 25; 56 - 26;
56 = 27; 56 - 28; 56 — 29 (anotados en el formato de cuentas “paradas’). Luego
tenian que escribir como lo habian pensado. Veamos los didlogos en los que se
habla de estos procedimientos.

Directora N: Mira este (lee una produccién de un alumno a raiz de la resta 56 — 29),
el 6 le pide uno al 5y queda en 16,y el 5 queda en 4. Le resté el 9 al 16 y me dio el
primer resultado. La segunda resta era 4 menos 2, digo 4 porque el 6 le habia pedido
un numero al 5y quedd en 4. Al 4 le resté 2 y el resultado es 2. Junté el 2y el 7y se
forma 27...

Vice directora S: Te digo, para texto instructivo el chico ya tiene un diez, ja, ja.
Investigador: Habia uno, creo, del nene que escribio fui sacando de a uno, en las
cuentas que hacian... la primera 56 — 23 = 33 y a las otras cuentas les fui restando 1
v la cuenta 56-28 no estaba pero me iba a dar 28 y asi pude hacer 56 - 29. Lo que
pone, este chico, como explicacion no es como hizo la cuenta; es distinta la explica-
cion que vimos antes (le saqué 1, le pedi al companero..), o sea algunos describen
los pasos de cada cuenta y otros explican la relacion entre las cuentas. (Para donde
queremos ir nosotros? (Y como se hace? (IV encuentro)

Es claro que el primer alumno responde a la pregunta {como lo hiciste?; sin

embargo, se limita a describir el algoritmo, poco podemos saber acerca de su
comprension a partir de su respuesta.
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La produccion que se resena, en el sequndo didlogo, permite hacer un poco
mas explicita la diferencia entre una descripcion y una explicacion. Interpretamos
que, en este ultimo caso, el alumno analiza la sucesion de cuentas, identifica la
presencia de una cierta reqularidad (si se resta uno mas, la diferencia es uno
menos) y se apoya en ella para obtener los resultados. Los maestros aprecian las
diferencias y éstas resultan insumos sustanciales que ponen en el centro el pro-
blema de la intencionalidad.

Se comienza a reconocer la necesidad de negociar con los alumnos el tipo de
explicacion a la que se aspira. A la vez que se subraya que esa expectativa no se
puede trasmitir de manera directa. El debate sobre este tema se sostiene a lo
largo de varios encuentros y para su tratamiento se planifican diferentes activida-
des que los docentes utilizan como medio de exploraciéon en sus aulas.

Apoyada en una idea trabajada en el grupo, segun la cual, se hipotetizo que
es mas facil explicar lo erroneo que lo correcto (ver apartado 4.2), una docente
propuso a sus alumnos dos cuentas (figuras 2y 3) ya resueltas para que deter-
minaran si estaban bien o mal hechas.

Figura 2 Figura 3

La comparacion entre las explicaciones que los nifos proponen para la resta
y las que elaboran para la division, pone de manifiesto que se trata de elabora-
ciones de calidades diferentes. Para la resta, los nifos apelan a “corregir” la cuen-
ta o bien a realizarla en su cuaderno y cotejar si el resultado presentado coincide
con el que obtuvieron. Se reconoce que la explicacion que elaboran estd mas
asociada a una descripcion de pasos: la cuenta estd mal porque donde estd el 0
va un 4; estd mal porque 0 —0es 0; 0 -0es 0: 4 -0es 4, 5-5es 0 son algunas
de las frases elaboradas por los nifos. En cambio, las explicaciones que sugieren
los nifios para la cuenta de division pueden interpretarse en términos de relacio-
nes matematicas: Estd mal porque 5 % 6 es 30 y donde dice 7 va el 6 y donde va
el 4 da un 0; no se puede dividir mds por lo tanto se cierra la division; estd mal
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porque 7 x 5 es 35 y el numero que tenia que dividir era 30 y se pasa... ; la cuen-
ta estd mal porque 5 7 = 35y le pusieron un 4, por eso estd mal.

Es decir, en el primer caso, los ninos apelan a un discurso asociado al algo-
ritmo, con poco involucramiento de relaciones matematicas, en tanto que las
explicaciones sobre el error en la division se apoyan en las relaciones entre divi-
dendo, divisor, cociente y resto. La docente comenta que estas Ultimas relaciones
han estado presentes en el trabajo del aula lo cual explicaria que alumnos re-
curran a ellas.

Un docente comparte en el espacio la consigna que propuso a sus alumnos
y que, desde nuestro punto de vista constituye una vuelta de tuerca en consonan-
cia con las discusiones que se venian desarrollando en el grupo:

Maestro Ar [refiriéndose a una consigna que dio a sus alumnos] Les doy una cuenta
que esta mal hecha. El primer punto que tienen que hacer es explicar qué hizo esta
persona, en el segundo punto indicar si estan de acuerdo y justificar si es si, por qué
y si es no, por qué. (VIIl encuentro).

En el primer item, el docente busca, de alguna manera, que los alumnos
describan y en el segundo item aspira a que los alumnos expliquen. Mas alla de
los efectos potenciales, la consigna da cuenta del modo en el que el maestro
recoge las discusiones del grupo para plasmarlas de algun modo en su proyecto.

5. A MODO DE CONCLUSION

Queremos volver una vez mas -ahora para concluir- a la dinamica que se ha
instalado en el espacio colaborativo, centrada en el analisis de lo que los nifos
iban haciendo en las aulas a instancias de maestros que les proponian cuestio-
nes para explorar nuevos horizontes de ensenanza.

Habiamos concebido la planificacion compartida como modo principal de
intercambio en el espacio. Sin embargo, los maestros nos llevaron a hacer foco
en el analisis de los trabajos de sus alumnos. Las discusiones en el grupo ali-
mentaron sus proyectos de ensenfanza pero las relaciones entre lo que se discu-
tia y lo que hacian en las aulas quedd centralmente a cargo de cada maestro y
pensamos que esto contribuyd a un clima de confianza en el cual se fortalecio la
posicion productora de los maestros.
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Hacer eje en el analisis de las producciones infantiles hizo posible desentra-
nar las relaciones que subyacian a las propuestas de los ninos, y entablar didlo-
gos hipotéticos con ellos para retomar esas relaciones. (Qué hacemos con esta
idea que los chicos tienen? fue una pregunta que se planted una y otra vez y
que -pensamos- contribuyd a proyectar la clases en términos de ideas matema-
ticas a discutir con los chicos y a despertar el deseo de ir a las aulas a ver qué
pasaba.

Al ponerse de manifiesto que los maestros tenian distintas posturas sobre la
estrategia de algun alumno, se pudo subrayar el caracter interpretativo que tiene
la mirada sobre el trabajo de los nifos. Asimismo, al organizar los intercambios
sobre la base de cuestiones especificas -como por ejemplo el modo de interpretar
la estrategia de un nino- salen a la luz diferencias sobre las que es interesante
trabajar y que muchas veces quedan disueltas cuando se habla en general.

La tarea de interpretar las elaboraciones de los ninos, fue también, una via
para problematizar el conocimiento matematico. El analisis de las relaciones alli
implicadas quité obviedad a algunas ideas muy naturalizadas y permitio ir con-
figurando nuevos objetos de ensenanza. Vemos asi un proceso dialéctico entre
problematizacion y elaboracion de un marco de andlisis. Tal vez, también, haya
una clave para ubicar una posicion productora para los maestros.

Algo del orden de la reparacion personal -que entusiasmaba- sucedia cada
vez que los maestros podian tejer argumentos para muchas de las cuestiones
que ensenan hace anos como ‘reglas” que “se cumplen’. Efectivamente, el traba-
jo implicado en la busqueda de fundamentos permiti6 a los maestros tomar
contacto con sus propias posibilidades de “hacer matematica”. Esto los ubico en
una perspectiva segun la cual es posible y potente concebir ese trabajo de fun-
damentacion en las clases.

Los docentes coincidieron en senalar que la apertura de las tareasy la apela-
cion a las explicaciones, fortalecieron la autonomia de los nifos. Se establecieron
relaciones entre comprension, confianza, autonomia vy tipo de tarea. Englobando
estas relaciones se abre una puerta vinculada a la inclusion educativa, una puer-
ta en la que el conocimiento es una via central para la inclusion.

El intercambio con un grupo de docentes y directivos que miran a los nifios
con atencion, con afecto y con intencion, nos dejo ver costados en los que nunca
habiamos pensado, como por ejemplo la produccién de explicaciones como
oportunidad para los ninos de hacerse entender, de expandir su pensamiento
hacia otro y tener mas chances de ser comprendido.
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Al acceder a los andlisis que se hacen sobre las experiencias que los colegas
relatan en las reuniones, los maestros resignifican sus propias practicas otorgan-
doles nuevos sentidos en los que no habian pensado al plantearlas en sus aulas.
En muchos momentos surgieron ideas para responder a alguna cuestién -por
ejemplo relacionar calculos para apoyar su memorizacion- pero en el proceso de
discusion ese primer sentido se fue transformando y enriqueciendo.

Orientados por la intencién de que los ninos pusieran en juego determina-
das estrategias, que produjeran una cierta calidad de explicaciones, de que re-
conocieran algunas relaciones matematicas, los maestros tomaron muchisimas
decisiones sobre terreno (que me dicten en el pizarrén, primero les doy esta
consigna y después esta otra, que discutan de a dos, revisamos todos juntos, ...)
que el trabajo en el espacio colaborativo permitio identificar. Contra la invisibili-
dad que suelen tener en la “normalidad” de una institucion que historicamente
no ha previsto un tiempo para la reflexion sobre la accion. Como hemos dicho,
el grupo colaborativo constituye una oportunidad de transformar el saber prac-
tico en saber sobre la practica. Por las caracteristicas de nuestro espacio -en-
marcado en las exigencias del tiempo escolar que demanda permanentemente
resolver hacia adelante- no nos hemos detenido a explorar mas sistematica-
mente cada una de esas decisiones. Matizarlas, conceptualizarlas, enmarcar-
las en las condiciones en las que han resultado potentes. Tal vez sea momento
-torciendo la logica del tiempo en la escuela- de retomar el trabajo conjun-
to con maestros y directivos para asumir esa tarea. Esta perspectiva reafirma
-por si hiciera falta- la potencia de la colaboracién para fortalecer el trabajo de
todos aquellos que entendemos que el trabajo de ensenar esta inherentemente
ligado al derecho de aprender.
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Analisis del proceso de acoplamiento entre las
facetas epistémica y cognitiva del conocimiento
matematico en el contexto de una tarea
exploratorio-investigativa sobre patrones

Analysis of the coupling process between the epistemic
and cognitive facets of mathematical knowledge in the
context of an exploratory-investigative task about patterns

Luis R. Pino-Fan, Adriana Assis y Juan D. Godino

Resumen: En este trabajo exploramos el proceso de acoplamiento entre los significados pre-
tendidos e implementados por los profesores, y los significados que logran los estudiantes, en
un contexto de una tarea exploratorio-investigativa sobre patrones, implementada en una
clase de 7¢ ano de Ensenanza Basica en Brasil. Para ello, utilizamos el modelo tedrico conoci-
do como Enfoque Onto-Semidtico (E0OS) del conocimiento y la instruccion matematicos, el cual
nos permitio describir e interpretar los procesos de interaccion en el aula y establecer las rela-
ciones entre las facetas que, segun este modelo, componen el proceso de ensefianza y apren-
dizaje. Como resultado resaltamos la complejidad del trabajo del profesor, quien debe ser
capaz de reconocer y negociar los significados producidos por los estudiantes -no siempre
contemplados en su planeacion inicial- tomando decisiones sobre el tipo de actuacion que
debe adoptar momento a momento a lo largo del proceso de estudio para garantizar la opti-
mizacion del aprendizaje.

Palabras clave: Andlisis de procesos de instruccion. Patrones. Interaccion en el aula. Enfo-
que Onto-Semiotico.

Abstract: In this paper, we explore the coupling between the intended and implemented mean-
ings by the teachers and the meanings achieved by the students in the context of an explor-
atory-investigative task on patterns, implemented in a class of the 7th grade of the basic
education in Brazil. For this, we use the theoretical model known as Onto-Semiotic Approach
(0sA) of mathematical knowledge and instruction, which allowed us to describe and interpret

Fecha de recepcion: 2 de enero de 2015; fecha de aceptacion: 13 de abril de 2015.
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the interaction processes in the classroom and establish relations between the facets that,
according to this model, compose the process of teaching and learning. As a result we empha-
size the complexity of the teacher's work, which should be able to recognize and negotiate the
meanings produced by the students —not always contemplated in her initial planning— making
decisions about the type of performance that should be adopted, moment-to-moment, through-
out the process of study to ensure the optimization of learning.

Key words: Instructional process analysis. Patterns. Classroom interaction. Onto-semiotic
approach.

INTRODUCCION

El estudio de los aspectos necesarios para gestionar idoneamente los aprendiza-
jes de los estudiantes de topicos matematicos especificos, es un tema que ha ido
cobrando relevancia en la comunidad cientifica de Didactica de la Matematica.
Una de las principales problematicas que se tiene en las investigaciones sobre
las interacciones en el aula, las cuales intervienen en el desarrollo de los procesos
de ensenanza y aprendizaje de matematicas, es {como analizar las intervencio-
nes de los docentes y de los discentes? Varias investigaciones focalizan su aten-
cion en el estudio de las practicas matematicas que realizan los alumnos en
clase, enfatizando los aprendizajes logrados por los estudiantes respecto de los
aprendizajes pretendidos por la institucion. Esto ayuda a identificar conflictos se-
mioticos potenciales y contribuye a la toma de decisiones sobre qué ensenar y
coémo ensenar, y asi potenciar buenas practicas (Robles, Del Castillo y Font, 2012).
Otras investigaciones, de acuerdo con Coll y Sanchez (2008), se centran en la
actividad de los profesores, focalizando su atencién en como ensenan: el discurso
que utilizan, la motivacion en clase, las representaciones que potencian, los obje-
tos matematicos y procesos que movilizan (Planas e Iranzo, 2009; Pochulu y Font,
2011; Contreras, Garcia y Font, 2012; Badillo, Figueiras, Font y Martinez, 2013).

Existen modelos y pautas, presentados desde diversos marcos tedricos, para el
analisis de las interacciones que se suscitan en un proceso de instruccion (Coll y
Sanchez, 2008; Planas e Iranzo, 2009; Font, Planas y Godino, 2010). Sin embargo,
las investigaciones que se han realizado con estos modelos se centran en aspec-
tos parciales de las interacciones. Esto es sefalado por Planas e Iranzo (2009) de
la siguiente manera “..cualquier modelo de analisis sobre la interaccion en el
aula es necesariamente un modelo que prioriza algunos puntos que conforman
la complejidad asociada a los fenomenos de comunicacion, participacion e inte-
raccion social” (p. 209).
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En este trabajo exploramos el acoplamiento entre los significados pretendidos
e implementados por el profesor, faceta epistémica del conocimiento, y los signi-
ficados que logran los estudiantes, faceta cognitiva del conocimiento, mediante el
analisis de las configuraciones epistémica y cognitiva, respectivamente. Este ana-
lisis tiene lugar en un contexto de una tarea exploratorio-investigativa sobre
patrones, implementada en una clase de 72 ano de Ensefanza Basica. A partir
del analisis, y de la identificacion y descripcion de los objetos y procesos matema-
ticos movilizados por las profesoras y alumnos en dicha actividad, se establecen
las relaciones entre las seis facetas que propone el Enfoque Onto-Semidtico (EOS)
del conocimiento y la instruccién matematicos (Godino, Batanero y Font, 2007),
modelo tedrico que adoptamos como base de este estudio.

En nuestra propuesta metodologica para el andlisis de procesos de instruc-
cién cobra especial relevancia la faceta interaccional, puesto que es a partir de
ella que se puede describiry comprender la complejidad del proceso de ensenan-
za y aprendizaje, en nuestro caso, relacionado con una actividad que involucra
el uso de patrones.

Hemos organizado este trabajo en cinco apartados. Los primeros tres refieren,
respectivamente, a los antecedentes, marco tedrico y metodologico, y a la contex-
tualizacion de la tarea implementada, la cual ha sido usada para otros fines en
Assis, Godino y Frade (2012). En el cuarto bloque se presenta el analisis episté-
mico del conocimiento, es decir, los significados pretendidos o planificados, por
dos profesoras. En el quinto bloque se analiza la interaccion entre las distintas
facetas del conocimiento, y se estudia el acoplamiento entre los aprendiza-
jes pretendidos por las profesoras y los aprendizajes logrados por los estudiantes.
Finalmente, se presentan las conclusiones y consideraciones finales, enfatizando
potencialidades y limitaciones de nuestra propuesta metodologica.

MARCO TEORICO

ENFOQUE ONTO-SEMIOTICO (EOS) DEL CONOCIMIENTO Y LA INSTRUCCION MATEMATICOS

El EOS es un sistema tedrico-metodoldgico que ha surgido en el seno de la Didac-
tica de las Matematicas con el propdsito de articular diferentes puntos de vista y
nociones tedricas sobre el conocimiento matematico, su ensenanza y aprendizaje.

Con dicho fin, se adopta una perspectiva global que tiene en cuenta seis dimen-
siones, o facetas, y las interacciones entre las mismas, implicadas en los proceso
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de ensenanza y aprendizaje de temas concretos de matematicas: epistémica,
cognitiva, afectiva, mediacional, interaccional y ecoldgica. Para cada una de estas
facetas se proponen cinco niveles de analisis: prdcticas matemdticas (personales
e institucionales), configuracién de objetos y procesos involucrados en las practi-
cas matematicas, normas y metanormas que regulan los procesos de interaccion
en el aula, e idoneidad diddctica (Godino, 2011; Godino y Batanero, 1998; Godino,
Batanero y Font, 2007). La figura 1 ilustra tanto las dimensiones como los niveles
de analisis de dichas facetas, involucrados en los procesos de estudio, y que dan
cuenta del caracter relacional de la ensenanza. Los profesores, los estudiantes y
el contenido so6lo se pueden comprender unos en relacion a los otros. El profesor
trabaja para orquestar el contenido, las representaciones del contenido y las in-
terrelaciones de las personas que intervienen en la clase. Los modos de estar de
los estudiantes, sus formas de participacion y su aprendizaje, emergen de estas
relaciones mutuamente constitutivas. La ensenanza es también multidimensio-
nal (Frankle, Kazemi y Battey, 2007, p. 227).

En Font, Planas y Godino (2010, p. 91), se conjugan estas facetas y niveles de anali-
sis didactico, en la propuesta de cinco niveles para el andlisis de procesos de instruccion:

Nivel 1. Andlisis de los tipos de problemas y sistemas de prdcticas.

Nivel 2. Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matemdticos.
Nivel 3. Andlisis de las trayectorias e interacciones diddcticas.

Nivel 4. Identificacion del sistema de normas y metanormas.

Nivel 5. Valoracion de la idoneidad diddctica del proceso de instruccion.

Dichos autores senalan que, para un proceso de instruccion, la aplicacion del
nivel 1 lleva a describir la secuencia de practicas matematicas. La realizacion de
dichas practicas moviliza elementos distintos, a saber, un agente (institucién o
persona) que realiza la practica y un medio donde se realiza (en este medio pue-
de haber otros agentes, objetos, etc). Puesto que el agente realiza practicas orien-
tadas a la resolucion de situaciones-problema, es necesario considerar, entre
otros aspectos, objetos y procesos matematicos que posibilitan dichas practicas
(nivel 2). Dado que el estudio de las matematicas tiene lugar bajo la direccién de
un profesor y en interaccién con otros aprendices, el andlisis debiera progresar,
segun estos autores, desde la situacion-problema y las practicas matematicas
necesarias para su resolucion (nivel 1) a las configuraciones de objetos y proce-
sos matematicos que posibilitan dichas practicas (nivel 2) y de ahi hacia el estu-
dio de las interacciones entre profesor y alumnos.
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Figura 1. Facetas y niveles de analisis didactico (Godino, 2009)

Para esta investigacion, el estudio de las interacciones (nivel 3) que se sus-
citan en torno a un proceso de instruccion entre el profesor y los alumnos,
e inclusive con los medios y recursos utilizados para el aprendizaje, cobran
especial relevancia. Esto es asi ya que es a partir de dichas interacciones que
se pueden analizar las practicas matematicas realizadas para la resolucion de
una situacién-problema (nivel 1), las configuraciones didacticas de objetos vy
procesos que emergen de dichas practicas (nivel 2), las normas y metanormas
que regulan las interacciones (nivel 4) y las mejoras potenciales del proceso de
instruccion (nivel 5). En otras palabras, las interacciones son centro de los pro-
cesos de instruccion, siendo que a partir de ellas podemos estudiar los fendme-
nos vinculados a factores clave que influyen en los procesos de ensefanza y
aprendizaje de las matematicas.

En el apartado 4 se ejemplifica el uso de los niveles 1y 2 desde el punto de
vista epistémico, es decir, o que pretende el profesor como parte de la institucién;
mientras que en el apartado 5 se utilizan los cinco niveles para el analisis del
proceso de instruccion implementado, el cual se describira en el apartado 4.

ACTIVIDADES EXPLORATORIO-INVESTIGATIVAS

El aprendizaje basado en la investigacion (inquiry learning) es un modelo de
instruccién inspirado en las practicas de investigacion cientifica, que enfatiza el
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hecho de proponer a los estudiantes cuestiones o problemas relevantes, producir
y analizar datos y construir argumentos basados en las evidencias (Hmelo-Silver,
Duncan y Chinn, 2007). Ponte, Fonseca y Brunheira (1999) utilizan el término
‘investigacion matematica” para denominar el “inquiry learning” y lo diferencian
de la resolucion de problemas de la siguiente manera:

En la resolucion de problemas, tal como es entendida inicialmente, el objetivo es
encontrar el camino para llegar a un punto no inmediatamente accesible. Es un
proceso convergente. En una investigacion matematica, el objetivo es explorar todos
los caminos que surgen como interesantes, a partir de una situacion dada. Es un
proceso divergente. Se sabe cudl es el punto de partida, mas no se sabe cudl sera el
punto de llegada (pp. 94-95).

En este trabajo utilizamos el término actividades exploratorio-investigativas
para referirnos al tipo de tarea en la que los alumnos se dedican tanto a la
exploracion como a la investigacion matematica. Pensamos que el término
‘exploratorio-investigativas” es mas propicio para describir lo que ocurre con
alumnos de Ensenanza Basica que por primera vez se enfrentan a este tipo de
actividades.

CONTEXTUALIZACION DE LA CLASE ANALIZADA

El episodio didactico considerado tuvo una duracion aproximada de 1 horay 10
minutos, y se desarrollé en una clase de 7° ano de Ensenanza Basica de una
escuela publica, situada en una region urbana de Belo Horizonte, Brasil. La clase
estaba conformada por 15 alumnos de aproximadamente 12 anos. La actividad
fue implementada por dos profesoras, la sequnda autora de este articulo y la
profesora titular de la clase. En este articulo nos referiremos a ellas como Prof. 1
y Prof. 2, respectivamente.

Los alumnos se organizaron libremente en tres grupos. La tarea que aqui se
analiza (figura 2) fue la séptima actividad implementada con estos alumnos, de
un total de nueve actividades exploratorio-investigativas sobre diversos temas. Al
momento de la implementacion, los alumnos aun se encontraban en una fase
de transicion entre la “clase tradicional’, a las que estaban habituados, y el traba-
jo de investigacion en el aula.
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Tarea investigativa: (Algebra en el banquete de boda?
La tarea propuesta:
En determinado banquete de boda, se colocan mesas para seis personas. Esperando que
hubiese una mayor aproximacion entre los invitados para la confraternizacion, decidieron
juntarlas en la siguiente disposicion:

éSerd que hay algebra en un banquete de boda? A ver.. Siguen algunas cuestiones para
nuestra investigacion.
(iRecuerda! Todas las respuestas deben ser justificadas, con célculos o dibujos).
a) Construye una tabla que relacione la cantidad de mesas y la cantidad de sillas
utilizadas. Encuentra el numero de sillas utilizadas con, por lo menos, seis sillas.
Observe las posibles relaciones entre mesas y sillas.
b)  Utilizando 15 mesas, écudntas sillas son necesarias? Justifique.
c)  Sihubiera 42 sillas, écuantas mesas serian necesarias? Justifique.
d)  ¢Es posible formar una hilera de mesas que tenga 100 sillas? Si es posible, écuan-
tas mesas serian necesarias? {Por qué?
e) Investigando la secuencia, a partir del dibujo y/o de la tabla construida en el
apartado a), explica como esta constituida, Cudl es el patron existente?
f)  Escribe una expresion matematica que relacione el niimero de mesas y el nime-
ro de sillas. Es importante el uso de un lenguaje mas elaborado, un lenguaje que
se aproxime a una formula. (Qué letras podrian ser usadas?

Figura 2. Tarea exploratorio-investigativa implementada’

A pesar de haber estudiado el tema de ecuaciones de primer grado, los alum-
nos participantes no habian trabajado con secuencias, patrones o actividades
similares. A cada grupo se le proporciond una hoja con instrucciones para el
desarrollo de la tarea (figura 2), varios rectangulos recortados en lona del mismo
tamano, para simular las mesas, y una bolsa con corchos para simular las sillas,
tal y como se muestra en la figura 3. Asi mismo, cada grupo recibié una hoja de

1 La tarea investigativa ¢Algebra en el banquete de boda? fue adaptada de Fernandez (2010).
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papel y varios lapices de colores para hacer sus anotaciones. Se les pidi6 a los
alumnos que, utilizando el material para simular las mesas y las sillas, desarro-
llasen, en grupos, la investigacién propuesta.

En este articulo, analizamos el trabajo realizado por un equipo de cuatro es-
tudiantes a los que hemos nombrado Marcelo, Paulo, Vanderlei y Valter. Este
equipo, a pesar de presentar dificultades en matematicas, se mostré bastante
motivado y comprometido con la actividad, demostrando persistencia cuando no
conseguian progresar. Con esta tarea se pretendia que los alumnos: 1) explora-
sen la relacién y variacion entre las magnitudes involucradas; 2) tuvieran la ne-
cesidad de utilizar una letra, como variable, para representar una de las
magnitudes involucradas; 3) comprendieran la nocion de término general de la
secuencia numérica obtenida a partir del dibujo o de la tabla construida; 4) for-
mularan y comprobaran conjeturas matematicas en la exploracion de la tareas
propuesta; y 5) obtuvieran la formula o expresién matematica, que representa la
relacion entre las magnitudes o término general de la secuencia, es decir, el ené-
simo término.

Figura 3. Manipulacién de los materiales concretos por un estudiante

En lo que respecta a la realizacion de la tarea, vemos que esta en juego una
correspondencia, o funcién, que relaciona el numero de sillas (variable depen-
diente) y el nimero de mesas (variable independiente). Los conjuntos inicial y
final son las cantidades de mesas y sillas, y sus respectivas medidas. Considera-
mos que la emergencia o manifestacion del pensamiento algebraico no esta en
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que el alumno maneje, reconozca o aplique objetos particulares, en casos particu-
lares, tales como numero, cantidad, medida, multiplicacion o adicion. En el caso
de la solucién de tareas sobre patrones, dicho pensamiento se manifiesta cuando
se identifica la regla o criterio de correspondencia que sigue el patron. Esta regla,
0 proposicion, puede ser expresada de diversas maneras, por ejemplo, “se obtiene
el numero de sillas multiplicando por cuatro el nimero de mesas y sumando las
dos sillas que estan en las cabeceras’. De acuerdo con el modelo de niveles de
algebrizacion de Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014), un nivel superior de ra-
zonamiento algebraico es logrado cuando el alumno es capaz de generalizar
dicha proposicion escribiendo, por ejemplo, y = 4x + 2, utilizando x e y para indi-
car cualquier valor numeérico.

DESCRIPCION DE LA CONFIGURACION EPISTEMICA

A continuacion presentamos en detalle la configuracién epistémica que emergio
de la actividad de planeacion de los conocimientos pretendidos por las dos profe-
soras. Como parte de esta planeacion, las profesoras sefalaron que proporciona-
rian poca o ninguna ayuda a los estudiantes, pero que los estudiantes en definitiva
si requerirfan algun tipo de soporte. Las tablas 1 a 5, presentan los objetos mate-
maticos primarios (elementos lingtisticos, conceptos/definiciones, propiedades/
proposiciones, procedimientos y argumentos) que conforman la configuracion
epistémica que las profesoras utilizaron para la planeacion de la puesta en marcha
de la actividad. Se presentan, también, los significados que las profesoras confirie-
ron a dichos objetos matematicos primarios dentro de su planeacion.

Tabla 1. Configuracion epistémica de la tarea: elementos linguisticos

Elementos lingtiisticos

Objetos Significados

Previos

EE EE HEHB=N mm Indica de manera icénica la forma en que las
‘. mesas y sillas deben ser ordenadas.
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‘Observe las posibles relaciones entre mesas'y
sillas..”

Asociacion entre las magnitudes. En este
caso, entre el nimero de mesas y el nimero
de sillas.

‘¢Cudl es el patron existente?’

Regularidad que permite identificar el proxi-
mo término de una secuencia.

‘Es importante el uso de un lenguaje mds ela-
borado, un lenguaje que se aproxime a una
formula”

Explicacion de la relacion entre las magnitu-
des involucradas (finalizando en una senten-
cia matematica).

Sentencia que refiere a la busqueda de una
expresion matematica que represente el pa-
tron de una forma genérica.

4.n+2
1+2n+1+2n
n.2.2+2
2.(2n+1)

Conflictos potenciales:

« Escritura parcial o incorrecta de la expresion que relaciona las magnitudes.

Tabla 2. Configuracion epistémica de la tarea: conceptos/definiciones

medida.

Algebra Parte de la matematica que trata de aritmetica generalizada, funcio-
nes, ecuaciones y estructuras.
Numero Objeto de la matematica usado para describir cantidades, orden o

Secuencia matematica
regla.

Lista ordenada de numeros o figuras cuyo orden es definido por una
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Expresién matematica

Magnitud

Funcién

Combinacion de numeros, letras, simbolos y operadores, agrupados
de forma significativa.

Rasgo cuantificable de un objeto.

La relacion/variacion entre las magnitudes es obtenida por medio
del concepto de funcion. Estan implicitamente involucrados, por lo
tanto, los conceptos de variable dependiente e independiente.

Variable independiente

En la expresion general esperada, la variable independiente es x, o
bien, el nimero de mesas.

Variable dependiente

En la expresion general esperada, la variable dependiente seria y, o
bien, el numero de sillas.

Conflictos potenciales:

¢ Los alumnos pueden no conseguir construir los conceptos presentados, aunque se trate de una

primera aproximacion.

Tabla 3. Configuracion epistémica de la tarea: propiedades/proposiciones

62 sillas. 10 mesas

Pl:4n+2622n+1)

Soluciones obtenidas a través del conteo, para los apartados a) y
b) respectivamente.

Solucion esperada para el apartado ) de la tarea.

Conflictos potenciales:

* No determinar la proposicion P1.
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Tabla 4. Configuracion epistémica de la tarea: procedimientos

Procedimientos

Objetos

Significados

Previos

Describir la “proxima” situacion, incrementando
en una mesa, al total de mesas de la situacion
anterior, y determinando el numero de sillas
(uso recursivo).

Conteo del numero de sillas. Refiere a un pro-
ceso de particularizacion. Se realiza el conteo
de las sillas a partir de un determinado ntime-
ro, no tan grande, de mesas.

Expresar de manera oral y escrita los razona-
mientos desarrollados.

Explorar las relaciones y variaciones entre las
variables involucradas.

Saber expresar sus razonamientos.

Emergentes

Se usa para responder las preguntas propues-
tas en la tarea.

Reconocer la regularidad de la secuencia de
modo que se pueda obtener una expresion
matematica para el término general.

Proporciona la solucion para la tarea. Proceso
de generalizacion de los casos particulares.

Conflictos potenciales:
« Dificultad en dar sentido a una letra;

e Los alumnos pueden no descubrir la relacion/variaciéon entre las magnitudes;

* Dificultades en el proceso de generalizacion.

Tabla 5. Configuracion epistémica de la tarea: argumentos

Argumentos

Objetos

Significados

Previos

Realizacion exhaustiva del conteo del numero
de sillas.

Al: Pensando en que para cada mesa, al no
considerar las sillas que ocupan los lugares de
los dos extremos, se requieren 4 sillas; enton-
ces el numero de sillas estara definido por el
numero de mesas por cuatro. Si el nimero de
mesas es denominado x, por ejemplo, el nume-
ro de sillas serfa 4x. Como no se consideraron
las sillas de los extremos, debemos sumar dos
a la expresion anterior. Por lo tanto, la expre-
sion final seria 4x + 2.

Emergentes

Proporciona una solucion ineficaz para la
tarea.

Una de las posibles justificaciones para la so-
lucién de la tarea.

Conflictos potenciales:

 No formular correctamente el argumento Al o similar.
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ANALISIS DE LAS CONFIGURACIONES COGNITIVAS QUE EMERGEN
DE LAS INTERACCIONES DIDACTICAS

A lo largo de una trayectoria didactica, en nuestro caso concreto la implementa-
cion de la actividad en un tiempo t determinado, es posible observar que el pro-
ceso de ensenanza-aprendizaje se desarrolla mediante la interaccion en el aula
de los agentes educativos profesor-alumno, alumno-alumno, alumno-medios, etc.
De esta forma, para el analisis de un proceso de ensenanza y aprendizaje, o de
una trayectoria didactica, es necesario, primeramente, analizar las prdcticas (del
profesor y los alumnos) que se desarrollan en el aula, mediante las interacciones
que se suscitan y de las cuales emergen dichas practicas (analisis paralelos de
los Niveles 1y 3 propuestos por Font, Planas y Godino, 2010). A partir de estos
analisis es plausible analizar y describir el uso y significado que se les confiere a
los medios y recursos (Faceta mediacional) y las normas y metanormas (Assis,
Godino y Frade, 2012) que regulan las interacciones, y en general, el proceso de
ensenanza y aprendizaje dentro del aula. A partir de los analisis anteriores es
posible determinar la configuracion de objetos matemdticos primarios y procesos
que, como parte de las facetas cognitiva y afectiva, emergen de las practicas que
desarrollan los estudiantes a lo largo de la trayectoria didactica. La figura 4 mues-
tra la interaccion entre las facetas y los niveles de analisis que se proponen para
el estudio de procesos de instruccion.

Trayectoria Didéctica

Perspectiva Personal
(Estudiantes)

Practicas de los Estudiantes Configuraciones
(Facetas cognitiva — afectiva) Cognitivas
L (Regulada por normas y metanormas,

. HoectuInteracoional (0. Ll

Pricticas de los Profesores Configuraciones
(Faceta epistémica) Epistémicas

Perspectiva Institucional
(Profesor)

Tiempo (t)

Figura 4. Interacciones entre las Facetas y Niveles de analisis de los procesos
de instruccion
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A continuacion, se presenta el analisis del proceso de instruccion de la activi-
dad “éAlgebra en el banquete de boda? considerando las facetas y los niveles, y
sus relaciones, que se proponen en la figura 4. Se describe de esta manera, las
practicas de los estudiantes y las dos profesoras, por medio de la interaccién que
se suscita en el aula, y el vinculo de estas practicas con el estudio de las otras
facetas involucradas en el proceso. Al final de este analisis presentamos la re-
construccion de la configuracion de objetos y procesos matematicos movilizados
por los alumnos de nuestro estudio.

FACETA INTERACCIONAL: PRACTICAS <> FACETA MEDIACIONAL

En la implementacion de la actividad, los alumnos inicialmente utilizan el mate-
rial concreto, 1as lonas y los corchos, y después cambian de artefacto pasando a
utilizar una hoja de papel en la cual construyen una tabla de datos. Los signifi-
cados producidos son distintos debido a los medios. En el primer caso piensan en
el numero de sillas que se pierden al juntar las mesas y en el sequndo caso en el
numero de sillas que aumenta una linea, de la mesa, al juntar otra mesa (ver fi-
gura 3). Los procedimientos utilizados, en ambos casos, son distintos también. En
el primer caso el procedimiento que prevalece es el de recuento y en el segundo
caso el de algoritmizacion: los alumnos intentan construir una expresion mate-
matica que pueda ser aplicada para conseguir los valores que fueron obtenidos
a traves del recuento reiterativo.

Las profesoras implementan el taller pensando que los estudiantes llegarian
rapidamente a la expresion 4x + 2. Sin embargo, lo que realmente ocurrio fue que
el grupo de alumnos seleccionados, al utilizar el material concreto -y considerar
el nimero de sillas que se pierde cada vez que se junta una mesa mas-, produ-
cen significados diferentes de los inicialmente pretendidos por éstas. Esto no seria
un problema si no fuera por el hecho de que las profesoras, como veremos en
los extractos de las transcripciones de las interacciones que se suscitan en el
aula, no reconocieron la posibilidad de encaminar el desarrollo del razonamiento
y avances de los estudiantes, para ayudarlos a llegar a la expresion 6x - 2(x - 1).
Este episodio es, por tanto, un ejemplo del “no acoplamiento” de los significados
pretendidos e implementados por las profesoras y los significados declarados y
logrados por los estudiantes.

Al inicio de la actividad, los alumnos, manipulando los materiales concretos,
tratan de establecer un patron a partir de la observacion del numero de sillas que
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se pierden cada vez que se agrega otra mesa. La idea parte del alumno Valter, al
declarar que, cuando se ponen en fila 3 mesas, 2 sillas se pierden, es decir, una
silla junto con cada mesa agregada (considera que se pierde sélo una silla por
mesa agregada). Poco después Paulo, manipulando mesas y sillas (ver figura 3),
también afirma que se perdieron 2 sillas para dos mesas:

Paulo: Cuando hay 2 mesas, también se quitan 2 [sillas]. [574

En ese momento se genera un conflicto semiotico de tipo interaccional, ya
que ocurre en la interaccion, alumno-alumno, entre Valter y Paulo. Una de las
profesoras (Prof. 1), al principio, no valida el discurso de Paulo:

Prof. 1: {Si? iA ver! [61]

Sin embargo Paulo usa el material concreto para confirmar su argumento,
separa las dos mesas y apunta, indicando el lugar en que las sillas deberian
estar (figura 3).

Paulo: Porque si unimos estas dos mesas, vamos perder los dos lugares que estarian
aqui! [Paulo senala el espacio ‘donde se juntan” las mesas]. [68]

La profesora 1, pasa entonces a incentivar la exploracion de este patron, pre-
guntando por el nimero de sillas que se pierde cuando se unen tres mesas y,
luego, cuando se unen cuatro. El didlogo que se presenta a continuacion muestra
como Valter reestructura su pensamiento, y por tanto, el conflicto semidtico se
resuelve.

Valter: [a partir de los elementos proporcionados por Paulo en la linea 68, figura 3iAh!
acumulas dos [sillas] mds y con 4 [mesas].. [83]

Valter y Paulo: iSe van a perder 6! [sillas]. [84]

Valter: Aqui tenia 2 [mesas] y voy a anadir una mesa mds y se pierden.. 2, 4, [sillas] ...
(89]

Prof. 1: Con cada mesa que agregas pierdes 2 sillas. [90]

Marcelo: Eso. iMds 2 [Enfatiza la expresion ‘mds 2] [91]

2 | digito al final de cada extracto refiere a la linea, por ejemplo la 57, de la transcripcion del episodio
didactico.
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Valter: van a ser 2,4, 6, 8 10, 12.. [contando las sillas que se tienen al juntar 3 mesas].
(92]
Prof. 1: Vamos a hacer una tabla para tratar de alcanzar el término general. [93]

Prof. 1 pide a los alumnos construir una tabla [linea 93], en un intento de
llevarlos a generalizar el patron obtenido a partir del material concreto. No consi-
dera, sin embargo, que este patron, y en general la expresion que define la rela-
cion entre sillas y mesas, al utilizar otro tipo de artefacto como lo es la tabla de
valores, podria ser otro. De hecho, como veremos, el patron que emerge de la
construccion de la tabla es otro. En otras palabras, Prof. 1 perdio la oportunidad
de explorar la construccion de una expresion que podria describir el patron des-
cubierto por los alumnos con el uso de los materiales concretos. A saber (consi-
derando x como el nimero de mesas):

6:-x-2-(x-1)

En la expresion anterior, se considera que el numero de sillas por mesa es de
seis, por lo tanto se tiene 6 - x y a continuacion, se tiene en cuenta la necesidad
de substraer el numero de sillas que se pierden con cada “union” (2 sillas por
union). Ahora bien, como el nimero de uniones -que con el uso de los materia-
les concretos se representa como el ‘segmento de linea” que se forma al unir dos
mesas-, entre las mesas es siempre uno menos, x - 1, que el numero de mesas,
X hay que substraer 2 - (x-1)de 6 - x

Continuando con el desarrollo del trabajo, Prof. 1 orienta al grupo en la cons-
truccion de la tabla de valores. En este momento, los estudiantes exploran no sélo
el nimero de sillas que se pierden con cada unién, sino también el nimero de
sillas que son anadidas con cada mesa que se agrega a la fila de mesas. Paulo
senala que se necesitan 12 sillas en el caso de la union de dos mesas, ya que
aparentemente ¢l considera seis sillas por mesa. Sin embargo, Marcelo y Valter
afirman que solo se requieren 10 sillas. Paulo hace el conteo de las sillas, a peticion
de Prof. 1, y regresa a su respuesta, tal y como se muestra en el siguiente extracto:

Prof. 1: [.] Cuando tengo una mesa, écudntas sillas hay? [107]

Paulo: iseis! [108]

Prof. 1: Péngalas alli para mi [refiriéndose a que anote su respuesta en la tabla de
valores], en frente, 6. [109]

Prof. 1: [Paulo anota 6 en la tablajiEso es! Ahora con 2 mesas. [110]
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Paulo: Son 12.[111]

Prof. 1: Vamos a contar [enfatizando el uso del material concreto]. [112]

Marcelo y Valter: iSon 10![113]

Prof. 1: Cuenta para mi, iPaulo! [114]

Valter: Hay 10, porque se perdieron 2 sillas. [115]

Paulo: 1, 2 3., 10 [utilizando el material cuenta silla por silla]. [116]

Prof. 1: iEso es! iAhora cuenta con 3 (mesas), Paulo! Ponlas alli para mi, por favor
[nuevamente enfatizando el uso de los materiales]. [117]

Paulo: 1, 2 3.., 14 [cuenta silla por sillalVa a ser 14. [118]

Valter: Es lo que ya habia hecho antes. [119]

Es claro que existe una desvinculacién, por parte de Paulo, entre los significa-
dos que se tienen del procedimiento de contar las sillas que se pierden y el pro-
cedimiento exigido por Prof.1 de encontrar un patron para el nimero de sillas por
X mesas, a través de la tabla de valores. Hay un conflicto cognitivo en Paulo que
se origina por la instruccion de la profesora “Vamos a hacer una tabla para tratar
de alcanzar el término general [93]', instruccion que ‘rompe’ con el procedimiento
y avances que habian logrado los estudiantes al exigir que cuenten el nimero
de sillas que se pierden por cada mesa agregada y explorar, en una tabla de
valores, el numero de sillas que se tienen por mesa agregada. Vemos cémo la
profesora, Prof. 1, intenta hacer que Paulo supere dicho obstaculo con normas de
tipo imperativo “Vamos a contar’ [112], “Cuenta para mi, iPaulo” [114], etc, que
involucran el uso de los materiales concretos.

La profesora, Prof. 1, cuestiona a Paulo sobre el nimero de sillas necesarias
al juntar cuatro mesas en fila. Valter, después de afirmar que se perderian seis
sillas (dos por unién) afirma, equivocadamente, que el nimero total de sillas es
de 16. Prof. 1 pide a los alumnos llevar a cabo el recuento y Paulo confirma que
seran 18.

Cuando los alumnos son cuestionados por Prof. 1, sobre la diferencia entre los
valores encontrados, Valter trata de relacionar la diferencia de cuatro unidades
(numero de sillas anadidas), que percibe entre el niumero de sillas encontradas
para tres y cuatro mesas, con el nimero de sillas perdidas por union.

Valter: iAhhhh! Las 4 que llevamos aqui, han vuelto. [150]

Prof. 1: {Cudles? [151]

Valter: Aqui hemos perdido 4 sillas [refiriéndose a las 4 sillas perdidas con las
2 uniones o articulaciones que se tienen cuando se juntan 3 mesas]. [152]
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Valter: Cuando ponemos otra [mesa] ganamos.. Tomamos las 4 de vuelta.
[154]

Como vemos, nuevamente Prof. 1 no valida ni explora esta justificacion, sino
que pide al grupo que traten de descubrir el nimero de sillas necesarias para
cinco mesas alineadas. Asi mismo le pide tambien a Valter que, como en el caso
de Paulo, haga una tabla en una hoja aparte (figura 5).

El hecho de que Prof. 1 piense que a partir de la tabla sea posible inferir mas
facilmente el numero de sillas que se anaden por la union de cada mesa, hace
que el conflicto establecido cuando se intenta relacionar el numero de sillas
perdidas con cada union con el numero de sillas que se anaden, permanezca
abierto. A continuacion, Marcelo, viendo las anotaciones de Valter (figura 5), co-
mienza a inferir un nuevo patron para la secuencia.

Marcelo: iValter, hay un incremento de 4 cada vez, iaquil [sefialando la tabla
auxiliar de valores de la figura 5] [159]

Marcelo intenta comunicar su descubrimiento a la profesora, poco des-
pués de tratar de comunicarlo a Valter. Sin embargo, en lugar de explorar y

1 6
2 10
3 14
4 18
5 F

»
.%é
3

Figura 5. Registro de la actividad desarrollada por Valter
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validar el discurso de Marcelo, Prof. 1 pide que examine con cinco mesas utili-
zando el material.

Marcelo: Siempre aumenta 6 y disminuye mas.. menos 2 [dirigiéndose a Prof.
1].1160]

Prof. 1: iVamos a hacer mas para ver si es lo mismo! Pon una mesa mas para
nosotros. Una mesa mds.. iAhora con 5![161]

Marcelo insiste en su argumento y Prof. 1 finalmente explora su razonamiento:

Marcelo: Profesora, siempre aumenta 6 y quitas 2. [163]
Prof. 1: (Siempre aumenta 67 [164]

Marcelo: No, y quitas 2. De estos 6, quitas 2. [165]

Prof. 1: Entonces, vamos intentar, por ejemplo, con 18.. [166]

Aun cuando Paulo afirma que solo tiene que afadir 4 a 18, Prof. 1 no valida
la respuesta de Paulo y anima a Marcelo a explicar como esta pensando.

Paulo: 18 iaumentas 4!/ [167]

Prof. 1: No, espérate [dirigiéndose a Paulo]! Marcelo, estd bien. Habla de nue-
vo. 18.. [168]

Marcelo: 18.. Va a dar 34 [equivocado]. A continuacion quitas 2 y va a dar 32
lequivocado]. [169]

Prof. 1: Habla de nuevo Marcelo. [Marcelo hace una carita de ‘icomo asi no
me entienden!’] {Cémo? [170]

Marcelo: 18 [mas seis] va a dar 24. Quitas 2, iva a dar 22!i4 mds que el ante-
rior! [171]

Prof. 1 pide a los alumnos comprobar si el resultado es en realidad 22y, a
continuacioén, valida el razonamiento de Marcelo.

Prof. 1: iGenial! [Dirigiéndose a Marcelo] [175].

No obstante, la profesora no aprovecha el momento para encaminar a los es-
tudiantes al desarrollo de una expresion que pueda describir el patrén encontrado.
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FACETA INTERACCIONAL: PRACTICAS <> FACETA COGNITIVA

Teniendo en cuenta la tarea propuesta, los alumnos demostraron tener el cono-
cimiento necesario, en la medida en que han logrado mediante la interaccion
con sus companeros y las profesoras, progresar en la resolucion de la tarea
llegando a la generalizacion, lo que dificilmente habrian hecho solos. Como
parte fundamental de los analisis involucrados en esta seccion, se encuentra la
identificacién de las configuraciones cognitivas de objetos matemadaticos prima-
rios (elementos linglisticos, conceptos, proposiciones, procedimientos y argu-
mentos) movilizados por los alumnos. Esta configuracion cognitiva dara cuenta
de los significados finalmente logrados por los estudiantes (seccion 5.2.2). Para
consequir esto primeramente nos centramos en el estudio del acoplamiento
que se va dando, a lo largo de la trayectoria didactica, entre los significados
pretendidos e implementados por las profesoras (ver secciéon 4) y los significa-
dos que van logrando gradualmente los estudiantes (configuraciones cogniti-
vas “parciales”).

Al comparar los conocimientos pretendidos que se movilizaron con la confi-
guracién epistémica implementada (seccion 4), fue constatado que el grupo al-
canzo los objetivos propuestos, desarrollando la tarea hasta al final. Todos los
integrantes del grupo evidenciaron comprension de la situacion propuesta y per-
manecieron motivados durante toda la actividad. Hay que destacar la manera en
que las profesoras interactuaron con los estudiantes, buscando, siempre que fue
posible, incentivar su participacion intentando mostrarles que eran capaces de
desarrollar la actividad, ya que los estudiantes presentaban dificultades en mate-
maticas y esto se reflejaba en su autoestima. La interaccion asertiva y afectiva por
parte de las profesoras, a lo largo de todo el trabajo tanto de las actividades an-
teriores como en esta, hizo que el grupo adquiriera, gradualmente, cada vez mas
confianza en sus habilidades para enfrentar los problemas y perseverancia ante
las dificultades.

Acoplamiento entre la faceta epistémica —configuracion epistémica
implementada- y la faceta cognitiva -significados que van logrando
los estudiantes—

El episodio que a continuacion se presenta, ejemplifica uno de los momentos
en que las profesoras sintieron la necesidad de apremiar mas la interaccién con
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los estudiantes con el objetivo de profundizar en los significados que éstos
iban logrando. En este evento, referente al apartado ¢ de la tarea, los alum-
nos han registrado “42 - 2 + 4", que fue el significado que lograron, y la profesora
intenta hacerlos comprender que no esta listo ya que necesitan todavia indicar al
lector qué operacion hacer primero. A través de la interaccion, la maestra trata
de “imponer” los significados institucionales haciendo “surgir’ la necesidad de los
paréntesis.

Vanderlei registra la expresion 42 — 2 + 4, dictada por Marcelo y Paulo (figura
6), y la Prof. 2 conduce el grupo a la necesidad de utilizar paréntesis (figura 7)
argumentando que, si alguien intentase resolver la expresion, deberia ser capaz
de alcanzar el mismo resultado encontrado por el grupo.

Figura 6. Registro de la sub-tarea c (parte 1)

Prof. 2: Vamos a volver aqui, la expresion, rdpidamente. Si la profesora [refi-
riéndose a Prof. 1] pasa aqui' y mirq, éella va a llegar al mismo resultado que
ustedes? [329]

Paulo: Va a llegar. [330]

Prof. 2: {Va a llegar? [331]

Vanderlei: iEspera! [332]

Prof. 2: En una expresion, cqué debo hacer primero? [333]

Marcelo: La division. [334]

Prof. 2: Entonces, lo primero que ella haria [refiriéndose a Prof. 1y a la expre-
sion de la figura 6] aqui seria la division. Entonces, {qué tengo que poner
aqui? [335]

Valter: (inaudible) [337]

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 1, ABRIL DE 2015 57



Andlisis del proceso de acoplamiento entre las facetas epistémica y cognitiva

Prof. 2: Ustedes estdn diciendo que [en la expresion de la figura 6] esta cuen-
ta se hace primero, ¢verdad? [senalando a la divisién en la expresion] [338]
Vanderlei: Es el numero de sillas, menos el numero de sillas en la punta divi-
dido por.. [339]

Prof. 2: No, gente.. cdlmense. [Sonrie] Retrocedamos. La expresion es casi cier-
ta. Ustedes me dijeron que tengo que resolver aqui [sefalando la sustraccion
en la expresion] primero, éno? (Qué elementos debo utilizar en la expresion
para resolver aqui primero? [340]

Marcelo: Los paréntesis. [341]

Prof. 2: Ahh, éasi que esto tiene que ir [la operacion 42-2] entre que? [342]
Todos: Paréntesis. [343]

Prof. 2: iMuy bien! [344]

T

Figura 7. Registro de la sub-tarea c (parte Il)

Configuracién cognitiva final

A continuacion, se destacan los significados que lograron los estudiantes al fi-
nal de la trayectoria didactica, a partir del soporte que recibieron de las profeso-
ras. Para ello describimos los objetos matematicos primarios que se movilizaron
en las diversas practicas, operativas y discursivas, que desarrollaron a lo largo
de la trayectoria didactica. Asi, en las practicas matematicas llevadas a cabo por
los estudiantes, podemos destacar los siguientes tipos de objetos matematicos
primarios:
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1.

Los elementos lingliisticos incluyen interpretaciones de representaciones
iconicas: la disposicion de las mesas y sillas. Los elementos lingisticos
también incluyen gestos, expresiones verbales, representaciones simboli-
cas (x para describir la variable independiente, simbolos para la suma,
sustraccion, multiplicacion y division, y simbolos indicativos de expresiones
y ecuaciones tales como paréntesis y el signo de igualdad) y representa-
ciones grafico simbolicas (figuras 8):

Figura 8. Ejemplos de elementos linguisticos gestuales y grafico-simbolicos

2.

3.

Entre los conceptos/definiciones podemos encontrar las nociones de se-
cuencia matematica, patrones y relacion entre magnitudes.

Las proposiciones evidenciadas, que a su vez son soluciones para los
apartados de la tarea, fueron las siguientes: P1 (item a), “El numero de si-
llas es 4 veces el numero de mesas mas 2"; P2 (item b), “62"; P3 (item ¢),
10", P4 (item d), “No”; P5 (item e), “Para descubrir el término siguiente de
la sucesion se debe sumar 6 (al término anterior) y sustraer 2", y P6 (item
f), “(x + 4)+2". También fueron identificadas las siguientes propiedades: P7
‘Las operaciones en una expresion tienen un cierto orden para ser resuel-
tas (jerarquia de las operaciones basicas)’; P8 “Utiliza paréntesis si es ne-
cesario resolver la expresion en un orden distinto del establecido por la
propiedad anterior”.
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4. Como procedimientos podemos destacar el reconocimiento de reqularida-
des, el conteo (de las sillas cuando el nimero de mesas era pequeno), la
generalizacion (la cual también es un proceso) y la construccion de una
expresion matematica para representar el enésimo término y/o para ex-
presar la regularidad encontrada.

5. Los argumentos evidenciados, fueron los siguientes: (A1) Comprobacién
empirica a partir del recuento y la construccion de una tabla; Para el item
a de la tarea, es utilizado como argumento 1a comprobacion empirica a
partir del recuento y la construccion de una tabla; (A2) Para obtener el
numero de sillas para 15 mesas (item b), multiplicamos 15 por 4 y anadi-
mos 2; (A3) Para obtener el numero de mesas debemos hacer lo contrario
[se refiere a P1], lo contrario de la suma es la sustraccion y lo contrario de
la multiplicacion es la division, entonces tenemos que calcular el nimero
de sillas menos 2 dividido por 4 (item c). La solucion se obtiene mediante
la simplificacion de la expresion (42 - 2) ~ 4; (A4) (item d) Resolucion de
la ecuacion 4x+ 2 =100. Puesto que x= 24.5, entonces no es posible; (A5)
(ftem e) Cada nueva mesa que anadimos ‘viene” con 6 sillas. Sélo necesi-
tamos quitar 2 que perdemos en las uniones; (A6) (item f) Utilizando “X’
para representar el nimero de mesas podemos escribir x - 4". Como
también es necesario tener en cuenta las sillas de las cabeceras, anadi-
mos “+2". El numero de sillas, entonces, esta dado por x - 4 + 2.

Durante las actividades, varios procesos matematicos fueron “puestos en juego’,
como los definidos por Font, Planas y Godino (2010). En general, el analisis del
episodio ha evidenciado una serie de procesos entre los cuales podemos destacar
el de problematizacion, cuyo objetivo fue que a partir de procesos de particulari-
zacion se lograra uno de generalizacion. Las profesoras y estudiantes movilizaron
procesos de valoracion, suportados por normas y metanormas (Assis, Godino y
Frade, 2012) y procesos de significacion.

FACETA INTERACCIONAL: NORMAS Y METANORMAS
Debemos destacar la importancia del papel de las profesoras, en el sentido de
gestionar las normas, para garantizar la optimizacion del aprendizaje de los

estudiantes. Por ejemplo, en esta tarea, los alumnos, principalmente Paulo, in-
sisten en hacer el procedimiento del recuento a pesar de la persistencia de la
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profesora para que intenten generalizar. Esto ocurre porque los alumnos estan
movilizados por la norma metaepistémica el procedimiento de conteo es un
proceso que tiene mds éxito. Fue necesario que las profesoras se esforzaran
para convencer a los alumnos de la necesidad e importancia del procedimien-
to y proceso de generalizacion, proceso sin el cual los estudiantes se quedarian
satisfechos con los resultados obtenidos, sin dar solucion a todos los items de
la actividad propuesta.

CONSIDERACIONES FINALES

En este trabajo hemos presentado el analisis de un episodio didactico el cual con-
sistié en la implementacion de una actividad exploratorio-investigativa sobre patro-
nes. Para ello, y basandonos en las ideas fundamentales del Enfoque Ontosemiotico
del conocimiento y la instruccion matematicos (F0S), hemos resaltado la faceta
interaccional, como eje central para el analisis de un proceso de instruccion, pues
es a partir de dicha faceta que se puede explorar, analizar y describir la gestion
de los aprendizajes en el aula mediante la descripcion de las practicas didacti-
co-matematicas que llevan a cabo el profesor y los estudiantes en torno a la re-
solucion de una tarea.

En la primera parte de nuestro estudio hemos caracterizado la configuracion
epistémica que emerge de la actividad de planeacion por parte de las profesoras,
lo cual en el EOS se conoce como significados pretendidos. Estos significados
pretendidos, forman una parte de los significados de referencia que tendra el
profesor al momento de la implementacion, que da paso a la exploracion de los
significados efectivamente implementados, y que serdn relevantes en el estudio
del acoplamiento de los significados implementados respecto de los significados
pretendidos.

En un primer momento podriamos considerar que, en caso de haber un
acoplamiento ‘perfecto’ entre las configuraciones epistémicas y las configura-
ciones cognitivas, estariamos delante de un proceso de ensenanza ‘ideal. Lo
que ocurre, no obstante, es que el aprendizaje es situado vy, siendo asi, no
puede ser del todo determinado el momento en que se da dicho aprendizaje.
En general, los significados pretendidos no pueden ser implementados -o repli-
cados de otra practica- siguiendo de forma 'rigida’ un planeamiento previo. En
otras palabras, el profesor necesita establecer inicialmente las posibles solucio-
nes de las situaciones-problemas que propone a sus alumnos, identificando
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posibles objetos matematicos, sus significados y procesos que pudieran emerger
durante la implementacién de la actividad (i.e, configuraciones epistémicas).
No obstante, es fundamental que interprete dichas configuraciones epistémi-
cas, esencialmente como referencia para que no se corra el riesgo de -frente a
un posible no acoplamiento entre los significados pretendidos inicialmente y
los significados que van logrando los estudiantes- dejar de reconocer los sig-
nificados producidos por los estudiantes, ‘impidiendo’ o no favoreciendo la
emergencia de otros significados.

Este hecho nos lleva a destacar la complejidad del trabajo del profesor,
quien debe tener un amplio conocimiento de las configuraciones epistémicas
de referencia, de las plausibles configuraciones cognitivas de los estudian-
tes en relacion a los contenidos matematicos pretendidos, ser capaz de identi-
ficar en los momentos criticos los conflictos semioticos y tomar decisiones sobre
el tipo de actuacion que debe adoptar momento @ momento a lo largo del
proceso de estudio.
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Una aproximacion al sistema de creencias
matematicas en futuros maestros!

An overview of the mathematical beliefs system
of pre-service teachers

Santiago Hidalgo Alonso,”> Ana Maroto Saez y Andrés Palacios Picos

Resumen: El estudio de los factores afectivos ha dado respuesta a incognitas presentes en al-
gunos procesos de ensenanza-aprendizaje de las matematicas. En este trabajo nos propone-
mos estudiar uno de los componentes del dominio afectivo: las creencias matematicas; en
particular, nos interesa realizar una categorizacion del sistema de creencias matematicas de los
futuros maestros y conocer las asociaciones verbales que realizan sobre las matematicas.

A una muestra de mas de mil estudiantes del Grado de Maestro en Educacion Primaria
de diez centros universitarios publicos de Espana, se les aplicd una escala tipo Likert sobre
creencias matematicas. El analisis estadistico nos indica que las asociaciones que los futu-
ros docentes realizan sobre las matematicas se sitan en lo cognitivo y metacognitivo
(estrategias de conocimiento). Sin embargo, en lo relativo a sus vivencias con las matematicas,
manifiestan un fuerte componente afectivo, mayoritariamente negativo, respecto al autocon-
cepto, al gusto y a las atribuciones de causalidad y una valoracion positiva de su conexion
social: utilidad y necesidad.

Palabras clave: maestros, dominio afectivo, sistema de creencias matematicas, rendimien-
o académico, analisis estadistico.

Abstract: The study of affective factors has responded to uncertainties present in some pro-
cesses of teaching and learning mathematics. In this paper we propose to study one of the
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components of the affective domain: mathematical beliefs; in particular, we are interested in
making a categorization system of mathematical beliefs of future teachers and knowing the
verbal associations engaged on mathematics.

In a sample of more than a thousand students of the Degree of Master of Primary Edu-
cation of ten public universities in Spain, we applied a Likert scale of mathematical beliefs.
Statistical analysis indicates that the associations that future teachers do about maths are at
the cognitive and metacognitive (knowledge strategies). However, regarding their experiences
with mathematics, the students show a strong, mostly negative, with respect to the self-concept,
the tasting to mathematics, the affective component and the causal attributions and the posi-
tive assessment of their social connection: usefulness and necessity.

Keywords: pre-service teachers, affective domain, mathematical beliefs system, academic
performance, statistic analysis.

INTRODUCCION

Desde hace ya algunas décadas, el paradigma de la psicologia cognitiva viene
trabajando sobre la tesis de que el funcionamiento cognitivo de las personas y
su sistema afectivo y motivacional guardan una estrecha relacion de mutua inte-
raccion e influencia, abandonandose, por tanto, las concepciones anteriores en
las que los aspectos cognitivos se consideraban separados de los emocionales
(pe. la teoria de la autoeficacia de Bandura (1986), y la teoria de las atribucio-
nes de Weiner (1974)).

En una de sus obras mas conocidas dedicada a la inteligencia emocional,
Goleman asegura que todos tenemos dos mentes, una para pensary otra para
sentir, y que estas dos formas fundamentales de conocimiento interactian
para construir nuestra vida mental (Goleman, 1997, pp.29). En esta misma li-
nea de pensamiento, Gardner comenta: ‘si queremos que los estudiantes lle-
guen a aprender, dominar y aplicar algo con criterio, debemos procurar
envolver ese algo en un contexto que haga intervenir las emociones” (Gardner,
2000, pp. 89).

El sistema educativo ha dedicado sus esfuerzos de forma mas exhaustiva al
desarrollo de la mente racional, del conocimiento 16gico y reflexivo. No obstante,
en los ultimos anos asistimos a un incremento de investigaciones en lo que se
ha dado en llamar dominio afectivo matemdtico. Ha sido dificil encontrar una
definicion mayoritariamente aceptada de afecto o dominio afectivo. En nuestro
caso, en sintonia con MclLeod (1992), lo entendemos como un extenso rango de
sentimientos y humores (estados de animo), que son generalmente considerados
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algo diferentes de la pura cognicion y abarca emociones, creencias y actitudes
hacia la matematica.

Pensamos que el analisis de estos factores afectivos es especialmente rele-
vante en los estudiantes de magisterio, por cuanto van a ser los docentes del
manana. Su papel en el futuro no se va a limitar a reproducir de forma aséptica
las lineas que emanen de los decretos correspondientes, ni siquiera aunque lo
intenten, pues sus actitudes, sus creencias, sus teorias ingenuas sobre qué son
y como se ensenan las matematicas van a estar presentes en todo momento
(Mason, Ly Scrivani, L, 2004; Op't Eynde, P, De Corte, E. y Verschaffel, L, 2006;
Hodgen, ly Askew, M, 2007; Barrantes y Blanco 2004; Ernest, 2000; Blanco,
1998; Flores, 1998). Esta constelacion de creencias, actitudes, miedos y demas
emociones relacionadas con las matematicas se van adquiriendo desde muy tem-
prano, posteriormente se estabilizan y se hacen resistentes a los cambios condicio-
nando el uso que se hara de ellas en el futuro como docentes o como ciudadanos
(Gémez-Chacdn, 2000). Las referencias que los futuros maestros tienen en cuanto
fueron alumnos en la disciplina de matematicas aparecen casi siempre con fuerte
influencia (generalmente negativa) en el proceso de aprender a ensenar (Ernest,
2000; Barrantes y Blanco, 2004). Recientemente, Sakiz, Pape & Hoy (2012) han
encontrado que un elemento importante para el devenir escolar del estudiante de
matematicas es el modo en el que los profesores les apoyan emocional y afectiva-
mente. Este apoyo del profesor determina la percepcion de eficacia matematica del
estudiante y el gusto por las matematicas, elemento -este ultimo- que actuaria
como motor de esfuerzo e, indirectamente, de rendimiento escolar.

En este articulo queremos centrarnos en las creencias matematicas de los
futuros docentes y proponer una categorizacion del sistema de creencias de
los futuros maestros que nos permita conocer sus concepciones sobre la propia
matematica y el papel del profesor.

ANTECEDENTES

Las creencias matematicas se considera que forman parte del conocimiento per-
teneciente al dominio cognitivo y estan compuestas por elementos afectivos, eva-
luativos y sociales, con una fuerte estabilidad. Dicho conocimiento se refiere a las
matematicas y a su ensenanza y aprendizaje, y esta basado en la experiencia.
Las creencias pueden mantenerse con distintos grados de conviccion y no son
consensuales. A diferencia del conocimiento, la creencia tiene la connotacién de

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 1, ABRIL DE 2015 67



Una aproximacion al sistema de creencias matematicas en futuros maestros

la disputabilidad (cada uno puede tener una creencia); mientras que el conoci-
miento debe satisfacer una condicion de verdad, la creencia es independiente de
su validez.

El estudiante, al aprender matematicas, recibe continuos estimulos asociados
con las matematicas que le generan tensiones. Su reaccion emocional ante ta-
les estimulos es positiva 0 negativa. Ademas, tales reacciones estan condicio-
nadas por sus creencias respecto a su propia persona y a las matematicas, y
producen ciertas actitudes y emociones que influyen en sus creencias y forma-
cion (Gomez-Chacon, 2000).

Entendemos que una creencia nunca se sostiene con independencia de
otras, por ello se suele hablar de sistemas de creencias. Un sistema de creencias
no consiste en una suma o yuxtaposicion de las mismas, sino en una red orga-
nizada. El importante papel que juega un sistema de creencias puede ser valo-
rado a partir de las consideraciones de Schoenfeld (1992), que describe cuatro
categorias de conocimiento y comportamiento involucrados en la actividad mate-
matica: los recursos, las heuristicas, los aspectos metacognitivos y los sistemas de
creencias. Estos ultimos son una particular vision de la matematica, la perspectiva
con la cual cada persona se aproxima a ella, y pueden determinar la manera en
que se enfrenta a un problema, los procedimientos que seran usados o evitados,
el tiempo y la intensidad del trabajo que se realizarg, etcétera. En sintesis, las
creencias establecen el contexto en el cual los recursos matematicos y metacog-
nitivos y las heuristicas operaran.

En este sentido, Schoenfeld (1983, 1985) afirma que la cognicion de las per-
sonas esta modelada por su sistema de creencias que establece el contexto psi-
coldgico dentro del cual estas son evaluadas. Por tanto, desempenan un papel
importante en la ejecucion cognitiva y, aunque no constituyen necesariamente
determinantes conscientes de la conducta, tienen que ver con los conocimientos,
creencias y valores sobre uno mismo, las matematicas, el entorno y la tarea.

No nacemos con nuestras creencias, sino que estas son el resultado de un
largo proceso evolutivo en el que el autoconcepto, la confianza en uno mismo
y la autoeficacia percibida juegan un papel fundamental. Ahora bien, el sistema
de creencias puede ser modificado. Consideramos que las creencias de tipo ne-
gativo para el alumno (y el profesor) son susceptibles de cambiarse positivamente
y, en este sentido, se investiga con el objetivo de implementar algunos instrumen-
tos pedagogicos que puedan servir para abrir nuevas puertas.

Nos encontramos con un buen nimero de trabajos relativos a las creencias
matematicas de estudiantes en ensefanza obligatoria, entre otras, Corica y Otero
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(2007); Gémez-Chacén, Op 't Eynde y De Corte (2006); Gomez-Chacén (2005);
Warfield, Wood y Lehman (2005); Gill, AShton y Algina (2004); Chen y Zimmer-
man (2007); House (2007); Barrantes (2008). Sin embargo, existen menos estu-
dios respecto a las creencias matematicas de los futuros docentes. Este serd el
objeto de nuestro estudio.

Llinares y Sanchez (1990), y Sanchez (2000) realizan estudios sobre las creen-
cias matematicas de los futuros docentes; sus conclusiones ratifican las afirma-
ciones mencionadas de Schoenfeld (1983, 1985) y detectan una diversidad de
perfiles profesionales y de visiones sobre las matematicas y su aprendizaje.

Azcarate (1998) asegura que los futuros docentes no llegan con sus mentes
vacias respecto a como se ensena y como se aprende la matematica. En su reco-
rrido como estudiantes de niveles inferiores, los futuros profesores han acumula-
do una experiencia que les permite hacerse hipotesis y esquemas sobre el que
hacer profesional del docente. Ademas, asegura Azcdrate que estas hipotesis
suponen un obstaculo en los procesos de formacion que intenta superar los pa-
rametros tradicionales de la Educacion Matematica. En esta linea, Blanco y
Barrantes (2003) confirman que la experiencia acumulada como escolares no
s6lo forma parte de sus creencias sino que repercutira en como actuaran duran-
te su actividad profesional docente. En particular, sus recuerdos como estudiantes,
junto a las propuestas tedrico-metodologicas de la educacion matematica recibi-
das en su formacion universitaria, conforman un conjunto de creencias que no
son solo coherentes entre si, sino que lo son con el entorno escolar (Parra, 2005).

Los futuros profesores conceptualizan las matematicas como un conjunto de
reglas asociadas logicamente, dando un enfoque formalista que se sustenta en
la idea de concebir las matematicas como un sistema formal, consistente y sin
contradicciones (Parra, 2005, Gascon 2001). Gamez, Moreno y Gil (2003) des-
tacan la importancia que dan los futuros profesores al estudio de las matemati-
cas, ya que es una herramienta Util para resolver problemas y para aplicar, en
general, a sus vidas cotidianas (Parra, 2005). En su idea de aprendizaje conside-
ran planteamientos constructivistas, entendiendo que la mejor forma de aprender
matematicas es construyéndolas. Ademas, manifiestan la necesidad de tener una
formacién didactica prolongada a lo largo de su vida profesional; toman concien-
cia de la importancia de la cualificacion profesional y de la influencia que esta
tiene en el diseno y desarrollo del proceso de ensenanza-aprendizaje de las
matematicas. También es generalizada la importancia que dan a la colaboracién
con otros companeros, la eliminacion de actividades rutinarias, asi como la valo-
racion del esfuerzo del alumno.
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En cuanto a los modelos de ensenanza, las planificaciones que hacen los
futuros maestros suelen estar centradas en tépicos numeéricos, orientadas a la
transmision de habilidades por repeticion (Parra, 2005, Gascon, 2001).

Un campo de estudio especialmente relevante ha sido las investigaciones
que han relacionado los cambios en las creencias matemdticas con modificacio-
nes en las actitudes hacia las matematicas producto de la realizacion de cursos
de formacion. Un resultado comun en estas investigaciones ha sido la correlacion
positiva entre la mejora de las creencias sobre la naturaleza de las matematicas
y los cambios hacia actitudes mas positivas tras la realizacion de cursos de for-
macion en los que se han utilizado estrategias de aprendizaje creativas y diver-
sas (Dogan, 2012; Lutovac & Kaasila, 2011; Kargara, Tarmiziab, & Bayat, 2010;
Charalambous, Panaoura & Philippou, 2009; Schackow, 2005). Asi, por ejemplo,
An, Ma & Caparro (2011) obtienen cambios positivos en las actitudes hacia las
matematicas y una mejora clara en las creencias sobre su naturaleza y sobre su
ensenanza y aprendizaje a partir de una experiencia de integracion de musica'y
matematicas. Charalambos, Panaoura & Philippou (2009) comprueban que me-
diante el estudio de la historia de las matematicas se pueden cambiar las actitu-
des hacia esta disciplina y las creencias de los futuros maestros. Schackow (2005)
encuentra, también, diferencias significativas en las actitudes de futuros docentes
de matematicas antes y después de realizar un curso basado en las teorias cons-
tructivistas; los mayores cambios se encuentran en la percepcion de utilidad
matematica, el gusto por su estudio, la motivacion y la autoconfianza. Estos resul-
tados van en la misma linea que los obtenidos por Harkness, D’Ambrosio & Mo-
rrone (2007), quienes demuestran los efectos positivos sobre la motivacion tras la
realizacion de un curso semestral de matematicas de tipo constructivista-social
en estudiantes para maestros de primaria.

Las creencias del estudiante se categorizan en términos del objeto de la creen-
cia: creencias acerca de la matematica (el objeto); acerca de uno mismo; acerca de
la ensenanza de la matematica y acerca del contexto en el cual la educacion ma-
tematica acontece (contexto social) (McLeod, 1992). Destacamos dos categorias
que parecen tener influencia en los estudiantes de matematicas: las creencias
acerca de las matemdticas entendida como disciplina que los estudiantes deben
cursar (involucran poco componente afectivo, aunque son una parte fundamental
del contexto en el que se desarrolla el afecto) y las creencias del estudiante (y pro-
fesor) acerca de si mismo y su relacién con las matematicas; tiene un fuerte com-
ponente afectivo y estd muy relacionado con las creencias relativas a la confianza,
al autoconcepto y a las atribuciones de causalidad del éxito o fracaso escolar.
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Mcleod (1992) y Op't Eynde, De Corte & Verschaffel (2002) han distinguido
tres tipos de creencias del estudiante: 1) creencias sobre si mismo en lo referente
a aprender y resolver problemas matematicos (se refieren a lo que en la investi-
gacion en motivacion se denomina creencias de motivacion Pintrich y Schrauben,
1992); 2) creencias sobre el contexto social (por ejemplo, la clase), y 3) creencias
sobre matematicas y sobre el aprendizaje de la matematica.

En los trabajos de De Corte, Op't Eynde & Verschaffel (2002) se presenta un
marco unificador para las investigaciones en creencias de los estudiantes. Estos
autores senalan, como elementos constitutivos para el analisis de la naturaleza y
la estructura del sistema de creencias, el contexto social, el yo (self) y el objeto
(las matematicas).

En este contexto, proponemos una categorizacion del sistema de creencias de
los futuros maestros sobre la base de las respuestas a dos preguntas del tipo
asociacion de ideas: icon qué asocias la palabra matematicas?, qué son para ti
las matematicas?, las cuales forman parte de una escala que mide la afectividad
matematica. Esta categorizacion nos permitira analizar sus concepciones respec-
to de la matematica (el objeto) y de su papel como profesores de matematicas (el
yo). Adicionalmente, avanzamos un estudio que requerira trabajos posteriores de
la relacién entre el rendimiento matematico y el sistema de creencias matemati-
cas del futuro maestro.

OBIETIVOS
Concretamente, nuestros objetivos son:
» (Categorizar el sistema de creencias matematicas del futuro maestro.
* Analizar e identificar las posibles concepciones del futuro maestro sobre la
matematica y su ensenanza.
METODOLOGIA
MUESTRA
El analisis de datos se realizd con base en una muestra de 1209 alumnos y

alumnas, estudiantes de Grado en Educacion Primaria pertenecientes a 10 cen-
tros universitarios publicos espanoles. (Figura 1).
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Figura 1. Distribucion de la muestra por centros universitarios
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Fuente: Elaboracion propia

Los datos fueron obtenidos durante los cursos escolares 2009-2010, 2010-
2011 y 2011-2012. 54% de los participantes cursaban el primer curso; 32% el
segundo y 14% restante el tercer curso de Grado en Educacion Primaria. La nota
media en matematicas de este alumnado presenta un valor de 6.36 (en una es-
cala de 0 a 10).

Los muestreos probabilisticos suelen ser inviables si el nimero de sujetos
participantes es elevado debido al costo que pueden suponer. Por esta razon, en
nuestro caso el proceso metodoldgico sequido para la seleccion de la muestra ha
sido un muestreo no probabilistico por conveniencia (o incidental). Los sujetos
que han participado en el estudio han sido seleccionados por su accesibilidad y
adecuacion al estudio. En concreto, la seleccion de los participantes se realizd por
accesibilidad a los centros universitarios de los investigadores-profesores partici-
pantes en el Proyecto I+D+i EDU 2009-12063. Podemos afirmar que las caracte-
risticas de los centros participantes en este estudio se asemejan a la poblacion
de referencia.
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INSTRUMENTOS

A pesar de existir instrumentos de medida del dominio afectivo matematico (Fen-
nema & Sherman, 1976; Auzmendi, 1992; Tapia & Marsh, 2004; Munoz & Mato,
2008; Alemany & Lara, 2010), el equipo investigador considero elaborar instru-
mentos propios que se ajustaran al contexto en el que se enmarca el proyecto de
investigacion del que forma parte este articulo.

Uno de los instrumentos elaborados en dicho proyecto fue la Escala Afectivo
Emocional Matematica (EAEM). En ella se consideran cinco dimensiones especifi-
cas de los distintos factores que constituye el dominio afectivo matematico, y el
objetivo es medir el dominio afectivo matematico en estas cinco dimensiones:
gusto, ansiedad, autoconcepto, utilidad y dificultad. La escala consta de 40 items
con cinco opciones de respuesta (desacuerdo total, en desacuerdo, de acuerdo,
bastante de acuerdo y acuerdo total). Ademas, consta de un item cerrado con el
que se pregunta a los estudiantes sobre la percepcién de su rendimiento en
matematicas teniendo seis opciones para responder, que van desde muy malo
hasta muy bueno. Se completa dicha escala con una entrevista semi-estructurada
mediante dos preguntas abiertas relacionadas con las asociaciones verbales que
los entrevistados hacen ante la palabra matematicas, asi como lo que representa
para ellos dicha materia. Precisamente, las respuestas obtenidas en estas dos
preguntas son las que se analizan en este trabajo (Tabla 1).

Tabla 1. Preguntas bases del analisis de datos

Ntmero de la pregunta Enunciado
Num 40 Con qué asocias la palabra ‘matemdticas”
Num 41 Qué son las matemdticas para ti

Fuente: Elaboracién propia

Esta Escala Afectivo-Emocional hacia las Matematicas (EAEM) ha sido utiliza-
da en investigaciones anteriores con los correspondientes analisis de fiabilidad y
validez (Hidalgo, Maroto y Palacios, 2005).
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PROCEDIMIENTO

La administracion de los cuestionarios se realizé por parte del equipo de investi-
gacion y de profesores colaboradores durante las primeras semanas de los cur-
sos académicos citados. Los cuestionarios tenian un caracter anénimo (para los
estudiantes) y fueron auto-cumplimentados por los sujetos de la muestra.

ANALISIS DE LA INFORMACION

Los datos obtenidos fueron analizados mediante el paquete estadistico spss 18.0.
Con el objeto de poder interpretar el sentido de los datos, se han calculado las
frecuencias relativas de cada una de las posibles respuestas. No obstante, aten-
diendo a la necesidad de sintesis del presente trabajo, estas frecuencias no seran
presentadas ni analizadas.

RESULTADOS

Teniendo en cuenta los trabajos de MclLeod (1992) y Op't Eynde, De Corte & Ver-
schaffel (2002) y De Corte, Op't Eynde & Verschaffel (2002), anteriormente citados,
proponemos una categorizacion de las respuestas de los futuros maestros a las
dos preguntas abiertas que se plantean (Tabla 3). Clasificamos las respuestas a
partir de las asociaciones que los entrevistados realizan ante la palabra “matema-
ticas’ (el objeto) y ante lo que representa dicha materia para el alumnado (el yo),
y las agrupamos en cuatro categorias: Cognicion matemadtica, Afectividad del
alumno, Epistemologia'y Ensenanza.

La cognicién matematica hace referencia a los constructos matematicos (nu-
meros, operaciones, geometria, medida, probabilidad, estadistica), y a las estrate-
gias matematicas de aprendizaje y resolucion de problemas; por esta razon, esta
categoria se subdivide en Contenidos matemdticos y Metacognicion.

La afectividad del alumno se refiere a las asociaciones verbales de tipo afec-
tivo-emocional que pudieran hacer los alumnos con el gusto por la matematica,
la utilidad de las matematicas, la dificultad de las matematicas, el autoconcepto
que tengan y la percepcion de ansiedad. También se incluyen en esta categoria
los resultados contradictorios obtenidos llamados ambivalentes.
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La epistemologia en el sentido de teoria del conocimiento. Diferenciamos las
asociaciones verbales referidas en este sentido al objeto (la matematica como
ciencia) a la que denominamos Epistemologia Matemdtica, y las asociaciones
verbales referidas al alumno, que denominamos Aptitudes del alumno.

La Uultima categoria es la de ensefnanza, en la que consideramos las asocia-
ciones verbales que hacen los alumnos referidas a los métodos de ensenanzay
que denominamos Actitudes hacia el profesor.

Ademas, tenemos en cuenta que las posibilidades de respuestas vienen ex-
presadas en términos positivo, negativo, neutro y ambivalente (varias respuestas
contradictorias y/o complementarias). En la Tabla 2 se muestran las distintas ca-
tegorias y algunos ejemplos obtenidos en las dos preguntas abiertas planteadas
en la escala.

Tabla 2. Categorias de clasificacion con ejemplos de las dos preguntas propuestas

en la escala

Categorias de clasificacion

1 Contenidos

Ejemplos de
respuestas de la
pregunta écon qué
asocias la palabra
matematicas?

Numeros, formas (N)

Ejemplos de
respuestas de la
pregunta équé son
para ti las
matematicas?

Numeros (N)

) matematicos Bien con ndmeros, mal
COGNICION con éreas (ambivalente)
MATEMATICA
2 Metacognicion Problemas (N) Operaciones, problemas ma-
Problemas, nervios (-) tematicos (N)
3 Gusto Diversion(+) Una asignatura que me
Aburrimiento(-) gusta(+)
4 Utilidad Asignatura necesaria(+) Asignatura necesaria para
poco Util(-) la vida(+)
ALUMNO 5 Dificultad Facil(+) Asignatura complicada(-)
AFECTIVIDAD Dificultad (-)

6 Autoconcepto

Mi mejor asignatura(+)
suspenso(-)

Algo que no entiendo, no
se me da bien(-)

7 Ansiedad

Reto(+)
agobio, nervios(-)

Algo que me hace pasarlo
mal(-)
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Ejemplos de Ejemplos de
respuestas de la respuestas de la
Categorias de clasificacion pregunta icon qué pregunta équé son
asocias la palabra para ti las
matematicas? matematicas?
ALUMNO 8 Ambivalencia Entretenimiento, dificultad, | Dificiles aunque impor-
AFECTIVIDAD estrés tantes
9 Epistemologia Ciencias Ciencia que te ensena a
matematica Tics ver el mundo, comprender
EPISTEMOLOGIA el mundo
10 Aptitudes del Ingenio, pensar, razonar, | Desarrollar la mente de
alumno inteligencia forma individual
11 Actitudes hacia | Malas explicaciones(-) Me las explicaron mal y
ENSENANZA el profesor Buenos por eso no me gustan. No
se imparten bien (-)

Fuente: Elaboracion propia a partir de los resultados. Entre paréntesis el valor de la valencia

RESULTADOS DE LA PRIMERA PREGUNTA ¢CON QUE ASOCIAS LA PALABRA MATEMATICAS?

En la Figura 2 se muestra el porcentaje de las valoraciones (positivo, neutro, ne-
gativo o ambivalente) en las categorias establecidas.

Como se observa, la asociacion mas frecuente que realizan los alumnos de
Grado en Educacién Primaria con la palabra matematicas posee un valor clara-
mente neutral, como queda representado en la Figura 2. Son respuestas que no
manifiestan ningun tipo de emocion, respuestas asépticas; un ejemplo de estas
son numeros, formas, problemas matematicos, cuentas. Podemos compro-
bar, igualmente, el bajo porcentaje de valoraciones negativas (4%); a modo de
ejemplo mencionamos algunas de las asociaciones: aburrimiento, suspenso, in-
capacidad, insequridad y dificultad. El porcentaje de la valencia positiva también
es bajo (11%),

Al analizar los resultados por grandes categorias, sin distinguir entre valen-
cias, las frecuencias mayores confirman la tendencia de estos alumnos de asociar
las matematicas con aspectos relacionados con la metacognicion y los conteni-
dos matematicos (Figura 3).
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Figura 2. Porcentaje de las valoraciones asignados a las respuestas a la
pregunta ¢Con qué asocias la palabra matemdticas?
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Como se observa, casi la mitad de los estudiantes asocian las matematicas
con la categoria que hemos designado metacognicion: con problemas y estrate-
gias de resolucion de problemas. Los contenidos matematicos son otro de los
aspectos con los que relacionan las matematicas, principalmente los nimeros y
operaciones. Un peso menor son las asociaciones que hacen de las matematicas
con los aspectos afectivos como el gusto, la ansiedad, el autoconcepto y las acti-
tudes hacia el profesor.

Analizamos a continuacion los resultados obtenidos en la pregunta écon qué
asocias la palabra matematicas?, cruzando dos aspectos, categoria y valencia
(Figura 4).

Como se observa a partir de los dos resultados mostrados anteriormente, ob-
tenemos con mayor frecuencia la categoria de metacognicién con valencia neu-
tra: resolucion de problemas, operaciones, formulas y cdlculo, expresados de una
manera aséptica, sin ningun tipo de calificacion. La sequnda categoria en orden

Figura 4. Porcentajes de las categorias de clasificacion con la valencia obtenida
en la pregunta écon qué asocias la palabra matemdticas?
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de frecuencia se corresponde con los contenidos matematicos también con valor
neutro: principalmente numeros, geometria, trigonometria, signos, l6gica, figuras,
polinomios. En cierto sentido, podemos decir que la asociacion verbal mas repe-
tida de los futuros maestros con la palabra matematicas es niumero, operaciones
y resolucion de problemas, manifestados de una manera neutra.

Es dificil establecer fronteras claras entre algunas de las categorias utilizadas
para la clasificacion de las respuestas de los sujetos; situacion que es especial-
mente patente en la que hemos denominado epistemologia matemdtica, con
muchos puntos en comun con los aspectos analizados anteriormente. En esta
categoria hemos englobado palabras tales como ciencia exacta, légica universal,
naturaleza, orden, verdad y, sobre todo, razonamiento tanto inductivo como de-
ductivo. Este tipo de asociaciones esta presente en 8 de cada 100 alumnos entre-
vistados y supone la tercera categoria por el nimero de respuestas.

Cercano igualmente a 8% estan las respuestas relacionadas con las capaci-
dades o aptitudes personales necesarias en las tareas matematicas. Encuadra-
mos dentro de este apartado aspectos tales como discurrir, esfuerzo, estudio,
agilidad mental, inteligencia, capacidad y, sobre todo, pensar.

Resenamos, asi mismo, respuestas que asocian claramente las matematicas
con la utilidad (5.4%) y la dificultad (4.6%). Es interesante apuntar el porcentaje tan
bajo que en estas asociaciones tienen aspectos relacionados con el profesor de
matematicas, tanto para bien (0.2%), como para mal (0.7%), en expresiones del tipo:
los profesores son muy importantes, malos profesores, intransigencia del profesor,
malas estrategias diddcticas, profesores aburridos, etcétera, asi como la escasa pre-
sencia de aspectos relacionados con el autoconcepto matematico con etiquetas
tales como: fracaso asegurado, incapacidad mental y, sobre todo, suspenso.

RESULTADOS DE LA SEGUNDA PREGUNTA ¢QUE SON PARA T1 LAS MATEMATICAS?

Andalogamente a como se mostraron los resultados de la primera pregunta, co-
menzamos este apartado presentando el porcentaje de las valoraciones (positi-
Vo, neutro, negativo o ambivalente) obtenidos en la segunda pregunta en las
categorias establecidas (Figura 5).

Como se obsenva, los estudiantes de Grado en Educacion Primaria valoran las
matematicas con elevados porcentajes de asociaciones de caracter neutro (50%)
y también aparece un buen numero de las valoraciones positivas (42%). Resulta
llamativo 1% de valoraciones de caracter negativo que establecen (Figura 5).
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Figura 5. Porcentaje de las valoraciones asignadas a las respuestas a la
pregunta ¢Qué son las matemdticas para ti?
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Fuente: Elaboracion propia

Si comparamos los resultados obtenidos en las categorias establecidas te-
niendo en cuenta las valoraciones asignadas, observamos que es la utilidad va-
lorada en sentido positivo la que obtiene un porcentaje mayor (Figura 6).

En esta sequnda pregunta, la etiqueta mas repetida ha sido la de utilidad.
Sefnalamos algunas de las respuestas prototipicas relacionadas con esta catego-
ria: fundamentales e imprescindibles, parte fundamental del desarrollo personal,
una asignatura muy importante, ciencia base del conocimiento, la solucion de
muchos campos, un instrumento Util para la vida cotidiana y, sobre todo, necesa-
rias.

En linea con la pregunta anterior, se observa la presencia de respuestas rela-
cionadas con la naturaleza epistemologica de las matematicas: ciencia que per-
mite cuantificar la realidad, un método de estudio, ciencia y progreso,
descubrimiento, etcétera. Los contenidos propios de la materia: geometria, nime-
ros, cdlculo, aritmética, etcétera, tienen poca presencia en las asociaciones verba-
les que hacen los alumnos respecto a lo que significan las matematicas para
ellos.

También se contemplan respuestas relacionadas con la afectividad del alum-
no: gusto, autoconcepto, ansiedad, y con la ensenanza: actitud del profesor.
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Figura 6. Porcentajes de las categorias al contestar a la pregunta ¢Qué son las
matemdticas para ti?, teniendo en cuenta las valoraciones.
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Cabe resenar las diferencias obtenidas en las respuestas a las dos preguntas
planteadas. En este sentido, podemos decir que los futuros maestros han sabido
diferenciar la vivencia de las matematicas, fuertemente marcada por su pasado
escolar, del valor mas o menos objetivo que tiene esta materia no sélo en su

formacién sino en la sociedad en general.

RESULTADOS OBTENIDOS AL RELACIONAR LAS ASOCIACIONES VERBALES CON EL RENDIMIENTO

De manera tangencial comentamos los primeros hallazgos obtenidos al relacionar
las asociaciones verbales que hacen los estudiantes de la palabra matematicas
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Figura 7. Nota media en matematicas y valoracion de las asociaciones con la
palabra matematicas

7
]

6.8

6.6

64

6.2

6 +——

58

56

54

5.2 T T \
Positivo Neutro Negativos

con el rendimiento final que han obtenido en esta materia; medimos este rendi-
miento a partir de la ultima nota obtenida.

Como cabria esperar, la media de las ultimas calificaciones en matematicas
es mayor en aquellos sujetos que han categorizado las matematicas con valen-
cias positivas (Figura 7).

En los primeros andlisis, obtenemos ademas que los estudiantes con nota
media proxima al notable relacionan la palabra matematicas con la utilidad de
las mismas y con el gusto hacia ellas, y sobre todo con las aptitudes o capacida-
des del individuo (Figura 8).

Estos primeros resultados nos servirian como prospectiva para un nuevo
trabajo.

CONCLUSIONES

Un primer andlisis de nuestros resultados confirma la categorizacion inicialmen-
te planteada por Mcleod (1992) y las unificaciones posteriores; por ejemplo,
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Figura 8. Nota media en matematicas y categorias de las asociaciones con esa
palabra
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como las presentadas por Op't Eynde, De Corte y Verschaffel (2002). Asi, las aso-
ciaciones que los futuros maestros realizan ante la palabra “‘matematicas” estan
vinculadas predominantemente “al objeto” y, por tanto, se sittan en el dominio
cognitivo y metacognitivo: niimeros, operaciones y resolucion de problemas. Invo-
lucran poco componente afectivo aunque, previsiblemente, sera una parte funda-
mental del contexto en el que se desarrolle el afecto. Sin embargo, las
asociaciones ante la pregunta: qué son para ti las matematicas? (el yo), mani-
fiestan un fuerte componente afectivo (relacionado a con las creencias relativas
a la confianza, al autoconcepto, al gusto y a las atribuciones de causalidad), y de
conexion social (utilidad y necesidad).

La asociacién mas frecuente que realizan los alumnos del magisterio con
la palabra matematicas posee una valencia mayoritariamente neutral y asociada
a numeros y operaciones, lo que podria alinear, de entrada, a estos futuros do-
centes en el enfoque platénico o absolutista (Ernest, 1988; Lerman, 1983), me-
diante el cual las matematicas son un monolito, un producto estatico, cerrado e
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inmutable. Adicionalmente, sus frecuentes asociaciones hacia lo metacognitivo
puede apuntar a que el enfoque anterior se complemente con una vision instru-
mentalista en la que las matematicas se contemplan como una caja de herra-
mientas y constituidas por una acumulacién de hechos, reglas y habilidades que
puede emplear el artesano para conseguir algun fin externo. En todo caso, estas
asociaciones no apuntan hacia un enfoque dindmico de las matematicas en el
que la creatividad y la invencion humanas formen parte de él.

Los destacables porcentajes que alcanzan las asociaciones que etiquetamos
como epistemologia matematica con palabras del tipo: ciencia exacta, Idgica
universal, naturaleza, orden, verdad, vida, razonamiento inductivo y deductivo, y
como aptitudes o capacidades personales con palabras del tipo: discurrir, esfuer-
7o, estudio, agilidad mental inteligencia, capacidad, pensar hacen pensar que
para los futuros maestros las Matematicas son una “ciencia con mayusculas’ a la
que tienen en alta consideracion. Sin embargo, esa elevada valoracion y las ca-
pacidades a las que se la asocia puede enmascarar una peligrosa creencia de
poca accesibilidad o de coto reservado a unos privilegiados.

La alta consideracion de las matematicas tiene una clara consecuencia en las
asociaciones sobre la otra pregunta: qué son para ti las matematicas?, en las que
la utilidad, con mucho, es la etiqueta mas repetida. Esa percepcion parece como
‘obligar” a los futuros docentes a tener una necesaria relacién con las matemati-
cas y pone en funcionamiento la dimension afectivo-emocional con asociaciones
relativas al gusto, dificultad, autoconcepto, ansiedad, etcétera.

La escasa relacion entre las asociaciones verbales de las dos preguntas que
formulan los estudiantes, hace pensar que los futuros maestros han sabido dife-
renciar la vivencia de las matematicas, marcada por su pasado escolar (yo) del
valor objetivo que tiene esta materia no solo en su formacion, sino también en la
sociedad (objeto).

La etiquetacion tanto de las asociaciones con la palabra matematicas, asi
como lo que estas representan, va acompanada de un rendimiento escolar acor-
de con estas valoraciones a la luz de las diferencias significativas que se encuen-
tran en las notas medias para cada una de estas categorias. Asi, encontramos que
los futuros maestros que realizan asociaciones con valencia positiva tienen una
nota media en matematicas sensiblemente superior a los que lo hacen en nega-
tivo 0 neutro. Adicionalmente, aquellos con asociaciones relativas a las capacida-
des pertinentes para las matematicas o con gusto hacia ellas resultan ser alumnos
cuya nota media en matematicas supera el notable (puntuacion 7). Este aspecto
seria objeto de estudio para un nuevo trabajo que dejamos aqui planteado.
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La formacion inicial del futuro maestro parece ser el marco adecuado para la
identificacion y consolidacion de sus distintos sistemas de creencias matematicas.
Téngase en cuenta que, por una parte, las creencias adquiridas en el periodo de
formacion (Azcarate, 1998; Gomez-Chacon, 2000; Ernest, 2000; Blanco y Barran-
tes, 2003) son dificiles de modificar con la experiencia o la formaciéon permanente.
Por otra, los cambios detectados en las creencias matematicas con modificacio-
nes en las actitudes hacia esa ciencia, son producto de la realizacién de cursos
especificos de formacion (Dogan, 2012; Lutovac & Kaasila, 2011; Kargara, Tarmi-
ziab, & Bayat, 2010; Charalambous, Panaoura & Philippou, 2009; Schackow, 2005).
Una progresiva alfabetizacién emocional matematica (Gémez-Chacon, 2000; Hi-
dalgo, Maroto y Palacios, 2004, 2005) y la transmision a los futuros docentes de
un entusiasmo hacia las matematicas y hacia su ensenanza podrian ser unas
buenas directrices para su consecucion.
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Una modelizacion matematica como medio

de deteccion de obstaculos y dificultades de

los alumnos sobre el concepto de funcion:
alargamiento de un muelle sometido a un peso

A mathematical modelling as a means to detection student’s
obstacles and difficulties related to the function concept:
extension of a spring under a weight

Jose Benito Bua Ares, Teresa Fernandez Blanco y M€ Jesus Salinas Portugal

Resumen: En este trabajo se presenta una investigacion sobre una actividad de modelizacion
matemdatica en la Ensenanza Secundaria. Los alumnos generan experimentalmente una tabla
de datos sobre el comportamiento de un muelle sometido a un peso. Partiendo de esos datos
v utilizando GeoGebra, llegan a una expresion analitica que relaciona las dos variables pre-
sentes (masa y longitud del muelle). Una vez obtenido el modelo, los estudiantes responden
a una serie de cuestiones relacionadas con el modelo matemadtico obtenido y con la situacion
extra-matemdtica origen de la modelizacion.

Los objetivos principales de la investigacion son, por un lado, mostrar hasta qué punto los
alumnos integran los conocimientos adquiridos sobre funciones en el proceso de modeliza-
cion. Y, por otro, mostrar hasta qué punto los alumnos interpretan el resultado matemdtico en
la situacion extra-matemadtica original.

Los resultados de investigacion ilustran que es posible que los alumnos obtengan un
modelo matemdtico sin integrar los conocimientos matemdticos implicitos y sin interpretar el
resultado matemdtico en la situacion extra-matemdtica, origen de la modelizacion.

Palabras clave: Modelizacion, Funciones, GeoGebra, Ensenanza Secundaria, Bachillerato.

Abstract: In this article we present a research about a mathematical modelling for the sec-
ondary school. Students start with a data table, it obtained experimentally by themselves, on
the behavior of a spring subjected to a weight From the data table and using the GeoGebra
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program, students obtain an analytical expression that relates the two variables (mass and
length of the spring). After they obtained the model, students have to answer questions related
to the mathematical model and the original extramathematical situation.

The main objectives of the research are to show how students use their unserstanding
about functions during the process to obtain the model and if students interpret the mathe-
matical result in the context of the original extramathematical situation.

The investigation results show it is possible obtain a mathematical model without the use
of implicit mathematical knowledge and without the interpretation of the mathematical result
in the original extramathematical situation.

Keywords: Modelling, functions, GeoGebra, lower secondary education, upper secondary
education.

INTRODUCCION

La modelizacion utilizada en la ensefanza de las matematicas constituye un
campo de investigacion desde hace mas de 30 anos y ha pasado a ser parte
fundamental en la investigacion actual en Didactica de la Matematica. Asi, los
CERME (Congress of the European Society for Research in Mathematics Education)
incluyen el grupo de trabajo “Applications and modelling’, entre los grupos de
investigacion. El icmi (International Commission on Mathematical Instruction) po-
see una seccion afiliada, dedicada especificamente a la modelizacion (Interna-
tional Community of Teachers of Modelling and Applications, ICTMA); la NCTM
(National Council of Teachers of Mathematics) y sus Principles and Standards for
School Mathematics (2000) concede importancia a la modelizacion integrada,
como parte de la resolucion de problemas y el informe PISA (OCDE, 2012, p. 10)
considera la construccion de modelos matematicos como una piedra angular en
la definicion de competencia matematica.

Respecto a la ensenanza de las matematicas en Espana, la mencion sobre la
inclusion de actividades de modelizacion no aparece de forma expresa, ni en el
curriculo de Ensefanza Secundaria obligatoria ni en el Bachillerato (Real Decre-
t01631/2006, Orden ESD/1729/2008). No obstante, si aparecen menciones a la
modelizacion en relacion con las competencias matematicas que los alumnos
deben alcanzar, situando la modelizacién como una forma de “abordar proble-
mas de la vida real (..)" de forma que el alumno combine “diferentes herramien-
tas y estrategias (..) para enfrentarse a situaciones nuevas' (Orden £sp/1729/2008,
p. 27606). Por tanto, la modelizaciéon se plantea, como un recurso o herramienta
que permite enfrentarse a una situacién nueva o problematica.
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El objetivo central de la investigacion es indagar si los alumnos integran la
comprension y el uso adecuado de conceptos y nociones asociados a las funcio-
nes, asi como a sus operaciones en el proceso de obtencion del modelo que
realizan en la actividad planteada.

En la primera seccion de este documento, se describe los fundamentos teori-
cos en los que se apoya la investigacion. A continuacion, se detalla la actividad y
la metodologia que se ha seqguido para llevarla a cabo. Las siguientes secciones
recogen el andlisis de resultados y las conclusiones mas relevantes. Finalmente,
se realiza una breve reflexion sobre la puesta en practica de este tipo de activida-
des de modelizacion.

FUNDAMENTOS TEORICOS

En el contexto de la actividad, identificable con la construccion de un modelo
matematico, realizaremos en primer lugar, una breve descripcion del proceso
asociado a la construccion de modelos matematicos (ciclo de modelizacion).
También se hara referencia a las praxeologias de Chevallard (1999).

EL CICLO DE MODELIZACION

El nimero de autores que se han ocupado de la modelizacion matematica en la
ensenanza-aprendizaje de las matematicas es amplio (por ejemplo, Blum y Niss,
1991; Blum y Leiss, 2007; Blum y Borromeo, 2009; Kaiser, Sriraman y Blomhaj,
2007; Schmidt, 2010). Existen diferencias sobre lo que la modelizacién puede y
debe aportar en el ambito de la ensenanza-aprendizaje de las matematicas, lo
que influye en la forma de definir qué es una modelizacion, qué procesos tienen
lugary qué fines debe alcanzar. Por ejemplo, Schmidt (2010, p. 2067) apunta que
la definicién depende de los objetivos que se le atribuyen a la modelizacion:

Modelizacion matematica en general se refiere al uso de las matematicas para resol-
ver problemas reales y abiertos. Al mismo tiempo, la definicion exacta varia en fun-
cion de los objetivos, qué modelo en el proceso de modelado se esta utilizando y la
naturaleza del contexto asignado a la tarea de modelizacion.
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Teniendo en cuenta esas diferencias, Kaiser, Sriraman y Blomhej (2007, pp.
2037-2038) distinguen 5 perspectivas en relacion con la modelizacion: modeliza-
cion realista, contextual, educacional, socio-critica y epistemoldgica.

En general, se admite que la modelizacion es un proceso que puede dividirse
en varios pasos. Dadas las diferencias al tratar el problema de qué es una mode-
lizacion y cudles son sus fines, hay una cierta variedad de esquemas descriptivos
de los pasos, en que se puede dividir el proceso de modelizacion. Los pasos se
ordenan de forma que, estan fuertemente ligados entre si, aunque son sucesivos,
las relaciones entre los mismos pueden llevar a retomar pasos anteriores. Ese
comportamiento ciclico lleva a denominar el proceso de modelizaciéon como “Ci-
clo de modelizacion”.

Tomando como referencia el esquema descriptivo del ciclo de modelizacion
de Blumy Leiss (2007, p. 225 (Figura 1); se observa, en dicho esquema, la mode-
lizacion situada en dos ambitos diferentes: las matemadticas y el resto del mundo.
Se parte de una situacién o problema real =Situacion real y problema- suscepti-
ble de ser planteada como una situacién a modelizar =1 Construccion-. La situa-
cioén a modelizar requiere de una simplificacion y estructuracion —2 Simplificacion/
Estructuracion—. La transformacion de ese modelo o problema real en un proble-
ma que toma la forma de un modelo matematico, se realiza mediante un proceso
de matematizacion -3 Matematizacion pasando en ese punto a trabajar en el
seno de la matematica. El modelo matematico obtenido mediante el paso 4 (Tra-
bajo matemdtico) permite disponer de una respuesta al problema matematico,
que debe ser interpretado =5 Interpretacion— en el contexto original —Resto del
Mundo- para poder disponer de un resultado real. Por ultimo, se inserta y contras-
ta el modelo obtenido con la situacion y problema original, permitiendo dar res-
puesta a la cuestion o problema original =6 Validaciony 7 Exposicion—. Tanto la
validacion del modelo como su presentacion, puede dar lugar a nuevas pregun-
tas acerca del modelo obtenido, con lo que el proceso puede volver a ponerse en
marcha. Los resultados, en forma de modelo, son matemdticos y reales, ambos se
hallan fuertemente conectados entre si por los procesos descritos anteriormente.

En una modelizacion podemos distinguir entre el proceso que se sigue, para
responder a la pregunta inicial (modelizacién) y el producto de ese proceso, que
tomara la forma de modelo matematico. Asi, un modelo matematico podriamos
definirlo como:

Un modelo consiste en ciertos objetos matematicos, correspondientes a “elemen-
tos basicos” de la situacion original o del modelo real, y de ciertas relaciones entre

94 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 1, ABRIL DE 2015



Jose Benito Bua Ares, Teresa Fernandez Blanco y M€ Jesus Salinas Portugal

1 Constructing

3 2 Simplifying/

real model & X Structuring
problem mathematical Mathematising
/C) model & problem 4 Working

w

mathematically

. 2 5 Interpreting
o g g 6 Validating
tuat
rea‘lglL situation Z/\\li /'\zﬁz S 7  Exposing
problem v%/ model 4

6
1 mathematical

real results
results

5

mathematics
rest of the world

Figura 1. Esquema de Blumy Leiss (2007)

estos objetos, que corresponden con relaciones entre los “elementos basicos’. Para ser
un poco mas precisos, un modelo matematico puede ser visto como un triple (S, M,
R), consistente en una situacién problematica real S, una coleccion de entidades
matematicas My una relacion R entre los objetos y relaciones de Sy los objetos y las
relaciones de M. (Blum y Niss, 1991, p. 39).

Dicho de otro modo, la modelizacion matematica centrada en situaciones o
fenomenos provenientes de la realidad es:

(.) el proceso que traslada el mundo real a las matematicas en ambas direcciones’
(Blum y Borromeo, 2009, p. 45).

L.a modelizacion es un proceso complejo que se mueve entre lo extramatema-
tico —identificado con el mundo real (S)-y lo intramatematico —identificado como
el tratamiento desde las matematicas de esa realidad (M)-. Esa complejidad
conlleva que, ante una misma modelizacion, los alumnos establezcan relaciones
diferentes entre los distintos elementos de Sy My entre los puntos esenciales del
proceso de modelizacion. Como consecuencia, esas relaciones que estan vincu-
ladas a un estilo de pensamiento matematico (Borromeo, 2006; Blum y Borromeo,
2009) conforman rutas diferentes de modelizacion, que pueden ser estudiadas de
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forma individual. Estas rutas individuales deben ser potenciadas por el profesor
pero, al mismo tiempo, debe procurar controlarlas para que el proceso de mode-
lizacion cumpla con su cometido fundamental de conseguir que el alumno
aprenda. De este modo, el equilibrio entre la necesaria autonomia del alumnoy
la necesaria intervencién del profesor provoca en el profesor dilemas y tensiones,
motivadas porque la ensefanza se convierte en mas abierta y menos predecible
(Blum y Borromeo, 2009; Doerr, 2006).

LAS PRAXEOLOGIAS DE CHEVALLARD

Las construcciones praxeologicas fueron introducidas por Chevallard (1999), ha-
cen referencia al conocimiento y ensenanza de las matematicas en términos de
praxeologias. Siguiendo a Barquero, Bosch y Gascén (2011) las praxeologias es-
tan compuestas por dos elementos: la praxis, que se identifica con saber-hacer, y
el logos, que se identifica con saber. La praxis constituye un bloque practico
y técnico englobando el tipo o tipos de problemas, las cuestiones que pretenden
estudiarse y las técnicas que se usan. El logos constituye un bloque tecnologico
y tedrico e incluye la descripcion, explicacion y la justificacion de las técnicas que
se usan, que recibe el nombre de tecnologia, y la fundamentacion de la tecnolo-
gia, que recibe el nombre de teoria. Asi, alrededor de una tarea problematica, T,
Se encuentra al menos una técnica, T, una tecnologia de <, ¢, y una teoria de ¢,
0. El total, indicado por [T/t/¢/6], constituye una praxeologia puntual, usando
‘puntual” como indicativo de que se trata de una praxeologia relativa a un tipo de
tareas, T. Desde este punto de vista, el saber hacery el hacer forman parte de un
bloque praxeoldgico, por lo que no tiene sentido la diferenciacién entre ambas.

Para algunos investigadores, como por ejemplo Gascon (2011), las competen-
cias PISA inciden en |a praxis o capacidad de saber hacer:

De hecho, la nocion competencia pone el acento en la capacidad de actuacion o
saber hacery en las practicas orientadas hacia una finalidad. (Gascon, 2011, p. 25).

A continuacion, se proporcionan algunos datos considerados relevantes para
determinar si la obtencién de un modelo (asociado al saber hacer) no involucra,
necesariamente, el saber implicito en ese saber hacer. Dicho de otro modo, se
intenta ilustrar que los alumnos pueden obtener un modelo matematico, sin que
los conocimientos asociados a las funciones se hallen realmente presentes, tanto
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en el proceso de construccion del modelo como en su interpretacion en el con-
texto real que dio lugar al modelo.

METODOLOGIA Y DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD
DE MODELIZACION “MUELLE"

La actividad se presenta en forma de pregunta inicial: <De qué forma se relacio-
nan entre si el alargamiento de un muelle con el peso a que éste es sometido?
Dicha actividad fue propuesta a estudiantes de la asignatura Matematicas | de 1°
de Bachillerato Cientifico Tecnologico (16-17 afios de edad) como una practica
voluntaria durante dos afnos consecutivos (Cursos 2010-2011 y 2011-2012) y en
el segundo trimestre del curso académico (una vez que ya habian estudiado el
blogue de Analisis Matematico). El total de la muestra estaba formada por 22
alumnos, distribuidos en seis grupos (A-F). La actividad de los alumnos del grupo
Ay D fue grabada en audio y video.

La pregunta inicial lleva a la generacion de un modelo matematico que per-
mite establecer, en forma de expresion analitica, la relacion entre dos varia-
bles: peso (masa en realidad) y longitud. La expresion analitica de dicha relacion
es una funcion lineal o afin (f(x)=ax; f(x)=ax+b), dependiendo de si se mide la
longitud del muelle sin ser sometido a peso o si se mide dicha longitud.

En cuanto a los conocimientos previos de los alumnos, la funcion lineal y
afin es conocida por ellos desde 32 de ESO (14-15 anos de edad; Real Decreto,
1631/2006, pp. 751-756). Ademas, deben distinguir ya en 12 de Ensefianza Se-
cundaria Obligatoria (12-13 anos de edad), si la relacion existente entre dos
magnitudes es de proporcionalidad directa, observando una tabla de valores. Los
alumnos de esta etapa educativa (£so) deben ir familiarizandose paulatinamente
con el concepto 0 nocion de funcién: en primer lugar con la obtencion de la ex-
presion algebraica que describe la relacion entre variables provenientes o gene-
radoras de una tabla de datos, posteriormente, con la representacion grafica de
los puntos del plano a los que da lugar la tabla de valores y la representacion
grafica de la expresion algebraica. Durante el primer curso de Bachillerato, los
alumnos profundizan en la linea introducida ya en la ESO y estudian la expresion
analitica de una funcion, su representacion grafica y sus propiedades (dominio,
recorrido, continuidad, monotonia, extremos, asintotas, etc.). Por lo tanto, los alum-
nos de la muestra parten de un conocimiento relativo a las funciones, bastante
amplio para poder enfrentarse a la tarea propuesta.
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La actividad se divide en tres fases claramente diferenciadas: (1) obtencién de
la tabla de datos, (2) Volcado de datos y funcién de ajuste y (3) cuestionario alre-
dedor del modelo. Dichas fases se detallan a continuacion.

19 Fase: Obtencion de la tabla de datos. Los alumnos acuden al laboratorio
del Instituto donde se les explica que deben colgar peso a un muelle y to-
mar los datos de alargamiento y del peso al que se ha sometido el muelle.
Cuantos datos tomar y como hacerlo era parte de su responsabilidad, ejer-
cida en forma de toma de decisiones de cada grupo de forma auténoma.
Se le suministro un muelle a cada grupo, reglas, flexometros, pesas y un
soporte para las pesas. Los muelles suministrados eran diferentes en algu-
nos grupos, lo que permitio que los alumnos obtuviesen el mismo tipo de
funcion (f(x)=ax+b) pero con valores de ay b diferentes en cada caso. De
esa forma, la funcién modelizadora del problema real tomaria claramente
la forma de una funcion dependiente de parametros (ay b).

2¢ Fase: Volcado de datos y obtencién de la funcion de ajuste. Inmediata-
mente después de que los alumnos diesen por terminada la primera fase,
se trasladaron al aula de Informética del Instituto para representar los da-
tos obtenidos en los ejes cartesianos y obtener una funcion de ajuste para
los puntos del plano observables en pantalla. Los alumnos utilizaron el
programa de Geometria Dinamica GeoGebra, que permite la modificacion
de la grafica de una funcion dependiente de parametros mediante el uso
de deslizadores. Se introducen los datos de la tabla de valores en forma de
puntos del plano, que inmediatamente se ajustan los puntos mediante una
funcion que depende de uno o varios parametros.

3¢ Fase: Cuestionario alrededor del modelo. En esta fase se les entreg6 un
cuestionario a los alumnos para contestar de forma individual y por escrito,
indicandoles que dicho cuestionario no formaba parte del proceso de eva-
luacion de la asignatura. Este cuestionario (Tabla 1) intenta incidir en algu-
nos de los conocimientos, conceptos y nociones sobre funciones que se
hayan involucrados en el modelo obtenido. La eleccion de las preguntas
se apoya en la propuesta de Ursiniy Trigueros (2006) y Ursini (2011) para
trabajar exitosamente con problemas que involucran variables en relacion
funcional. Seguin estas autoras, las variables en relacion funcional involu-
cran los siguientes aspectos, correspondientes con distintos niveles de
abstraccion: (F1) Reconocer la correspondencia entre variables relaciona-
das, independientemente de la representacion utilizada (tablas, graficas,
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problemas verbales, expresiones analiticas); (F2) Determinar los valores de
la variable dependiente, dados los valores de la independiente; (F3) Deter-
minar los valores de la variable independiente, dados los valores de la de-
pendiente; (F4) Reconocer la variacion conjunta de las variables involucradas
en una relacioén funcional, independientemente de la representacion utili-
zada (tablas, graficas, problemas verbales, expresiones analiticas); (F5) De-
terminar los intervalos de variacion de una de las variables, dado el
intervalo de variacién de la otra; (F6) Simbolizar una relacion funcional,
basada en el analisis de los datos de un problema. Los aspectos F2 y F3 se
relacionan con la determinacion del valor de una incdgnita en una expre-
sion pero que no son equivalentes, ya que: para determinar los valores de
una variable en funcion de los valores de la otra, es necesario primero
sustituir un valor en una de las variables y convertir de este modo una
expresion que involucra una relacién funcional en una ecuacion. (Ursiniy
Trigueros, 2006, p. 7).

En este trabajo, todos los aspectos son tratados en una o varias fases. Por
ejemplo, el aspecto F1 es tratado en las tres fases en cada una de las represen-
taciones que los alumnos generan vy utilizan (tabular, grafica y como expresion
analitica). Los aspectos F2'y F3 son tratados expresamente en las preguntas 4, 5
y 8 del cuestionario. El aspecto F5 debe ser utilizado en la pregunta 7, pues exis-
te una diferencia de dominio y recorrido de la funcion matematica y de la funcion
aplicada en el contexto concreto de un muelle. El aspecto F6 es desarrollado,
en primera instancia, en la primera fase mediante la obtencion de una primera
representacion funcional (tabla de datos) y volvera a aparecer en las sucesi-
vas representaciones, en la interpretacion y solucion a las preguntas planteadas
en esta ultima fase.

Las preguntas 2, 3, 4, 5y 8 se centran en las variables, tanto reales como
matematicas, y en el uso de esas variables para calcular valores concretos no
presentes en la tabla de datos. En concreto, las preguntas 2 y 3 inciden en la di-
ferenciacion entre variable dependiente e independiente y parametro. Como Drij-
vers afirma (2003, p. 77), el concepto de parametro ocupa una posicion jerarquica
de mayor nivel comparada con el concepto de variable. El parametro posee, en
ocasiones, como es el caso concreto de la modelizacion que proponemos, la
condicion de constante variable, condicion mas compleja que la de variable y
que, por tanto, conlleva mas dificultades en su uso y comprension.
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Si bien los enunciados de las preguntas 1, 6, 7 y 9 se relacionan expresamen-
te con una interpretacién del modelo o de un resultado concreto obtenido, los
objetivos se vinculan a los elementos de la tripleta (S, M, R) y a los pasos del ciclo
de modelizacion. Dicho de otro modo, el alumno debe considerar, en mayor o
menor medida, 1a situacion real, el modelo real y las relaciones entre ambas a la
hora de contestar.

Tabla 1. Preguntas del cuestionario

Cuestionario Muelle sometido a un peso

=

¢Qué tipo de funcion has obtenido? Interpreta el resultado.

¢Cudl es la variable dependiente y la variable independiente en la funcion?

3. Enlafuncion que has deducido, daparece alguin parametro? Si es asi, qué significado tiene
en el experimento que estas realizando?

4. (Cuanto se alarga el muelle con 370 g de peso?

5. ¢Qué peso se corresponde con 21cm de longitud del muelle?

6. ¢Qué longitud de muelle obtienes por la funcion si no colocas peso sobre el muelle? Inter-
preta tu resultado.

7. Segun la funcion que has obtenido, les posible alargar indefinidamente el muelle? Interpre-
ta ese resultado pero teniendo en cuenta el experimento concreto que has realizado.

8. Intenta deducir como conocer el peso colocado en el muelle, si conoces la longitud del
muelle.

9. Las funciones que se obtienen son distintas. ¢Cual crees que es la razéon?

N

El tiempo dedicado a cada fase, fue decision de los propios alumnos. Al aca-
bar cada fase entregaba el resultado obtenido al profesor y esperaban a que sus
companeros terminaran. Como los alumnos decidieron contestar el cuestionario
inmediatamente después de la fase anterior, las diferentes fases se realizaron en
el transcurso de una tarde.

Para completar el estudio, se realizaron entrevistas a siete alumnos, que nos
permitieron profundizar sobre las nociones planteadas y mostrar sus opiniones
sobre la actividad propuesta.

ANALISIS DE RESULTADOS

En el andlisis de resultados se van a agrupar la 19 y 29 fases, que identificamos
con el saber hacer. Estas dos fases tienen como objetivo la obtencion de una
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funcion modelizadora del fenomeno estudiado, que requieren de destrezas o
conocimientos técnicos: medir con una regla o un flexémetro; volcar datos en un
programa especifico; identificar la expresion analitica de una funcién como la
adecuada para ajustar los puntos visibles en pantalla y modificar la grafica visi-
ble, mediante deslizadores en GeoGebra. La 3¢ fase la identificamos con el saber
porque se centra en la reflexion del alumno sobre la modelizacién obtenida y
sobre la funcion asociada a esa modelizacion.

Por otra parte, la identificacion de las tres fases con los pasos y procesos del
Ciclo de modelizacion de Blum y Leiss citado resulta mas compleja. Podriamos
decir que la 19 fase comprende los pasos de Construcccion, Simplificacion/Estruc-
turaciony Matematizacion, y que la 29 fase pertenece, en principio, a las fases de
Matematizacion y Trabajo matemdtico. El problema estriba en que obtener una
tabla de datos o trabajar con un programa informatico no tiene por qué represen-
tar, necesariamente, matematizar o trabajar matemdticamente. La matematiza-
cién implica que el alumno asume que se encuentra en el mundo de las
matemdticas y que, en ese mundo, los conceptos, nociones y herramientas po-
seen un significado matematico en el seno de las matematicas. Es decir, no
creemos que se pueda decir que un alumno realiza una matematizacion por el
simple hecho de obtener una expresion por medio del uso de un programa infor-
matico. Eso serd cierto si el alumno comprende lo que ha realizado y asume que
la expresion obtenida es una funcion, con todo lo que eso conlleva. Tampoco
obtener una tabla de valores implica necesariamente que los alumnos identifi-
quen los datos con variables funcionales, con lo que la matematizacién que re-
presenta la obtencion de una tabla de datos puede ser una matematizacion
limitada o parcial.

Como veremos, los alumnos no asumen matematicamente el producto que
han obtenido (una funcion modelizadora), por lo que no creemos que poda-
mos identificar, plenamente o sin dar lugar a dudas, las dos primeras fases con
los pasos indicados del ciclo de modelizacién. Respecto a la 3¢ fase la podemos
identificar con los pasos 4 y 5 (Trabajo matemdtico; Interpretacion) si bien la in-
terpretacion del resultado, como veremos, se mueve entre la interpretacion desde
las matemadticas y desde el mundo real. Algunos alumnos interpretan el modelo
matematico como una funcion sin identificacion clara con el comportamiento de un
muelle y otros, en cambio, si tienen presente que el modelo obtenido pretende
describir matematicamente el comportamiento de un muelle. Se trata de las dife-
rencias entre los alumnos al establecer las relaciones entre Sy M, que dan lugar
a rutas individuales en la modelizacion (Borromeo, 2006; Blum y Borromeo, 2009).
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19 29 FASE: EL SABER HACER

Si los alumnos saben hacer un modelo, deberan obtener la expresion analitica de
la funcion, algo que se consigue en la segunda fase de la actividad. El resulta-
do matemadtico (mathematical result) permite, de forma directa, obtener el resul-
tado real (real resulf) simplemente identificando variables matematicas (x y f(x))
con magnitudes fisicas (peso y longitud).

En la primera fase, el tiempo que los alumnos dedicaron a obtener la tabla de
datos no super6 en ninguin caso los 18 minutos, por lo que se puede calificar esta
fase como de corta duracion. El ambiente de trabajo era relajado, y no se obser-
varon pérdidas de tiempo significativas. Ademas, todos los alumnos participaron
activamente, decidiendo consensuadamente la distribucion del trabajo, asumien-
do que es importante realizar bien las mediciones.

Durante la practica, los alumnos buscan regularidades entre los datos que van
obteniendo. En las conversaciones que mantienen, mencionan que la longitud
del muelle aumenta tantos centimetros por cada tantos gramos de peso. Se hace
patente, por tanto, que los alumnos se han dado cuenta de que la relacion entre
los datos que van obteniendo implica una tasa de variacion media constante.

El numero de datos que genera cada grupo varia considerablemente (de 9 a
32), asi como el nombre asignado a cada conjunto de datos. Observaron el tra-
bajo de sus companeros y concluyeron que las diferencias con otros grupos se
deben a que trabajan con muelles distintos.

En cuanto al volcado de datos y obtencion de la funcién de ajuste, el tiempo
total que invierten los diferentes grupos ronda los 15 minutos, de los cuales, 10
minutos los dedican a introducir los datos de su tabla de valores.

En los parrafos siguientes describiremos con mas detalle como obtienen la
funcion de ajuste los diferentes grupos.

El grupo A decide con facilidad, en funcién de los valores de su tabla de datos,
el intervalo visible del eje de abscisas y de ordenadas. El cambio en los ejes lo
determinan una vez que han introducido los datos de la tabla de valores, que
toman la forma de puntos del plano visibles en la pantalla del ordenador. Este
grupo realiza el ajuste mediante una recta determinada a partir de dos puntos
visibles en la pantalla (Gréfico 1. Recta determinada a partir de los puntos (150,13)
y (750,262)).

Los grupos B, C, D y E ajustan los datos mediante la funcion afin f(x) = ax+ b.
(Grafico 2, Grafico 3, Grafico 4 y Gréfico 5). El grupo C, al contrario que sus com-
paneros, utiliza la longitud del muelle en el eje de abscisas y el peso en el eje de
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Graéfico 1. Datos y funcion obtenida por el Grupo A: y = 0.02x + 9.7

Gréfico 2. Datos y funcion obtenida por el Grupo B: f(x) = 0.1x + 10.8

ordenadas (Grafico 3). Por otro lado, el grupo D tiene dificultades para fijar los
intervalos visibles de los ejes. Dudan sobre como introducir los parametros y mo-

dificar su valor.
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Gréfico 3. Datos y funcion obtenida por el Grupo C: f(x)=7.6x-103.4

Por su parte, el grupo F ajusta los datos mediante una recta de la forma
y =ax *+ b. Usan y modifican pardametros para obtener la recta adecuada (Grafi-
o 6).

Los resultados obtenidos muestran, que generar un numero de datos grande
no influye de forma decisiva en la determinacion adecuada de la funcion de
ajuste. Asi, el grupo A gener6 25 pares de puntos frente a los 13 del grupo Fy
ambos grupos obtuvieron la misma funcion.

Esta parte de la actividad se centra en la parte técnica y, limitadamente, la
parte tecnologica de la actividad planteada como praxeologia. Los apartados
practicos y teoricos no se manifiestan en ningun momento en la actividad de los
alumnos, que realizan y enfocan su trabajo como un proyecto puramente técnico:
deducir una expresion mediante el uso técnico, aprendido previamente, de un
programa informatico. Los grupos Ay F no plantean el problema como la bus-
queda de la expresion analitica de una funcién que posea una grafica que
cumpla una condicion determinada (ajustar una serie de puntos del plano) sino
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Gréfico 4. Datos y funcion obtenida por el Grupo D: f(x) = 0.11x + 11

como la busqueda de la ecuacion de una recta. Los puntos del plano que obser-
van en la pantalla son puntos en el plano y no pares de puntos vinculados por
una relacion de dependencia entre valores numéricos. Asi, la variable y del
par (x, y) no es considerada una variable dependiente de una funcion por deter-
minar, sino que es tomada como la segunda coordenada de un punto del plano.
Lo dicho cobra mayor sentido con la forma de obtener la expresion algebraica
del grupo A, que plantea y resuelve el problema determinando la ecuacion de la
recta que pasa por dos puntos concretos. En su caso, ni siquiera la nocion de
variable se haya presente o tiene repercusion alguna en su trabajo de forma
clara. Dilucidar si realmente los alumnos consideran los conjuntos de datos como
variables funcionales en estas dos fases resulta complicado, pero el hecho de
que dos de los seis grupos determinen la expresion como una recta (que ajusta
todos los datos o que pasa por dos de los puntos visibles) lleva a pensar que no
es asi. Se podria especular que los integrantes de los otros grupos —que determinan
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Graéfico 6. Datos y funcion obtenida por el Grupo F: y = 0.02x + 9.7
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una funcion- si identifican los datos como variables funcionales, pero destaca-
mos que, en realidad, los alumnos se han limitado a usar una técnica aprendida
previamente.

En este punto, se resalta que los alumnos obtienen al término de la sequnda
fase una expresion matematica considerada como resultado matemdtico vy, al
mismo tiempo, real a la cuestion inicial planteada (por simple identificacion de
las variables con las magnitudes fisicas). Esto puede llevar a pensar que los
alumnos han conseguido generar un modelo matematico —al menos en cua-
tro de los seis grupos— de forma exitosa. Incluso se podria afirmar que el resul-
tado de los grupos que obtuvieron una recta como lugar geomeétrico representa
un modelo matematico que relaciona las variables de peso y longitud, restando
importancia al hecho de que no obtengan una funcién para que consigan un
resultado matemdtico. El hecho de que los alumnos obtengan un modelo mate-
matico (la funcién) puede llevar a la conclusion de que han completado el ciclo
de modelizacion en su mayor parte porque han realizado los procesos de simpli-
ficacion, estructuracion, matematizacion y trabajo matematico que conducen a la
obtencion de un resultado matematico (Greefrath, 2011). Como veremos al anali-
zar las respuestas del cuestionario, el saber hacer un modelo no implica que los
alumnos comprendan los conceptos y nociones vinculados a ese saber hacer.

39 FASE: EL SABER

El cuestionario, compuesto por 9 preguntas (Tabla 1), fue planteado con el obje-
tivo de mostrar hasta qué punto los alumnos integraban el saber en el saber
hacer. Acudiendo a su competencia generando un modelo, los alumnos han
demostrado que son competentes pero, iesa competencia puede decirse que sea
una competencia asociada al conocimiento matematico?

Los alumnos contestaron el cuestionario de forma individual. Al entregarles el
cuestionario, se apuntaron en el encerrado las funciones y expresiones obtenidas
por cada uno de los grupos para que observaran que los valores de ay b en la
expresion f(x) = ax + b son, al mismo tiempo, variables y constantes. Esa visibili-
dad de la condicion de parametros de ay b resulta fundamental para las pregun-
tas 2y 3.

Un andlisis completo de las respuestas conllevaria un estudio personalizado
encaminado a mostrar las diferentes rutas que establecen los alumnos (Borro-
meo, 2006; Blum y Borromeo, 2009). Por falta de espacio, optaremos por realizar
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un analisis de respuestas que prime los elementos en comun, entendiendo que
no se pretende un estudio cuantitativo de las respuestas obtenidas a pesar de
mostrar algunas de ellas a través de porcentajes. Para ello, hemos agrupado las
respuestas en funcion del objetivo fundamental de la pregunta. Por un lado,
mostraremos los resultados que se asocian mas a la interpretacion del modelo o
del resultado obtenido (preguntas 1, 6, 7 y 9) y, por otro lado, los resultados rela-
cionados con las variables y parametros que aparecen en el modelo (preguntas
2,3,45y8)

Interpretacion del modelo y del resultado

La primera pregunta del cuestionario solicita que los alumnos identifiquen el tipo
de funcién que han obtenido e interpreten el tipo de funcion en el contexto ori-
gen del modelo. Se buscaba averiguar qué elemento o elementos caracteristicos
usan los alumnos para nombrar la funcion. En la Tabla 2 se muestra que un
porcentaje elevado de alumnos identifican el tipo de funcion con su represen-
tacion grafica (50%). Ademas, el hecho de que identifiquen la representacion
grafica que obtienen con una relacién de proporcionalidad directa entre las va-
riables (22,7%) indica que los alumnos identifican la presencia de una tasa de
variacion media constante con la proporcionalidad directa.

Algunos alumnos convierten una expresion que involucra una relacion fun-
cional en una ecuacioén (Figura 2), algo necesario, seguin Ursini y Trigueros (2006),
para determinar los valores de una variable en funcién de los valores de la otra.
La cuestion fundamental es que esta identificacion no se realiza al determinar
el valor concreto de una variable en funcion de un valor de la otra, sino que la
identificacion es la de la propia expresion funcional con una ecuacion.

La pregunta nimero seis (¢qué longitud se alcanza, seguin el modelo obteni-
do, si no se coloca peso en el muelle?), se centra en comprobar si los alumnos
observaban claramente la diferencia entre los datos que habian obtenido experi-
mentalmente, que dieron lugar a la tabla de datos, y la funcion que modeliza el
fendmeno, construida a partir de dicha tabla de datos. De las seis funciones ob-
tenidas a partir de las tablas de datos confeccionadas en el laboratorio, s6lo dos
funciones poseen un valor de b (f(x) = ax + b) igual al valor correspondiente a
0 g en la tabla de datos (f(x) = 0.02x + 9.1 del grupo E y f(x) = 0.02x + 9.7 del
grupo F). La funcién representa un ajuste de datos, lo que se traduce en que
el valor correspondiente a 0 g obtenido usando la funcion ((0)) sera diferente al
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Tabla 2. Interpretacion de la funcion obtenida

Ne de %
alumnos

Vinculan/Identifican el tipo de funcién con su representacion 11 50
grafica (recta).
Utilizan la forma que toma la expresion algebraica como defini- 1 45
toria de la funcién (polinémica).
Relacionan la representacion grafica y el crecimiento con una 5 22,7
relacion de proporcionalidad directa.
Relacionan la pregunta con la propiedad de continuidad de las 3 13,6
funciones.
No responden. 2 9
Total 22 100

valor en la tabla de datos. S6lo un alumno detecta la contradiccion que represen-
ta disponer de dos resultados diferentes para el mismo peso.

Una parte importante de los alumnos (40,8%) no considera que la modeliza-
cion realizada le resulte util para obtener datos del problema no presentes en
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Figura 2. Identificacién de la funcién con una ecuacion

Transcripcién: Una funcién de una incégnita. f(x) = ax + b El resultado es una recta
He obtenido una ecuacion con dos incognitas x, y
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la tabla de datos, como muestra el hecho de que usen la tabla de datos y no la
funcion para obtener su respuesta. Los siete alumnos (31,8%) que mencionan
que el valor obtenido es lo que mide el muelle son los Unicos que realmente
interpretan el resultado.

El objetivo de preguntar si el muelle se puede alargar indefinidamente (pre-
gunta 7), es comprobar si los alumnos distinguian adecuadamente entre la fun-
cion obtenida y la funcién aplicada en el caso concreto de la modelizacion
realizada o, lo que es lo mismo, la interpretacion del resultado matematico en el
contexto real. Evidentemente, el muelle no puede ser estirado indefinidamente ni
encogido (valores negativos de longitud), sometido a un peso negativo o a un peso
igual a + oo, EI dominio de definicion de la funcién aplicada al modelo real debe
ser [0, G] siendo G el peso maximo que se corresponde con el peso en el que el
muelle alcanza la longitud del alambre usado para construir el muelle (L). De esa
forma, el recorrido de la funcién resulta [| L] siendo [ la longitud del muelle sin
ser sometido a peso. Conviven, por tanto, dos funciones: la funcion matematica,
de dominio y recorrido igual a Ry la funcion matematica que representa una
modelizacién del fendémeno fisico, con dominio y recorrido diferente.

Nos encontramos de nuevo ante el 5° paso del ciclo de modelizacion de
Blum y Leiss (2007) —Interpretacion— en el que los resultados son trasladados a
la situacion real para obtener un resultado real asociado al modelo real median-
te un proceso de validacion. Asi mismo, se halla presente el aspecto F5 descrito
por Ursini y Trigueros (2006) que consiste en determinar los intervalos de varia-
cion de una de las variables, dado el intervalo de variacion de la otra.

A partir de los resultados obtenidos, podemos afirmar que los alumnos no
utilizan explicitamente el dominio y recorrido de la funciéon ni responden en térmi-
nos de un intervalo concreto de la variable independiente y su correspondiente
para la variable dependiente. Tampoco mencionan que la funcion obtenida debe
ver modificado su dominio para poder obtener una funcion como resultado real.
Solo tres alumnos senalan la relacion de la pregunta con el dominio y recorrido
de la funcion y la relacién entre intervalos que establece la funcién, pero también
resulta claro que los alumnos son conscientes, en general, de que el muelle no
puede ser alargado indefinidamente. Ello nos lleva a la conclusion de que existe
una desconexion o ruptura, en un porcentaje alto de alumnos entre el resultado
matemdtico y el resultado real asi como en su interpretacion en contexto. Los
alumnos no realizan el proceso de interpretacion en términos propios relativos al
conocimiento de las funciones (dominio, recorrido e intervalos). Volvemos a encon-
trar claras deficiencias en el conocimiento matematico relacionado con el saber.
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Figura 3. Respuesta de un alumno en relacién con las caracteristicas de cada
muelle

Transcripcion: Para empezar, un muelle era diferente de los demds y las medidas no coincidian,
ademds el muelle se movia y las mediciones eran hechas con una regla, la cual se sujetaba con
las manos y los pulsos no eran muy estables, lo cual, propicia a variar los resultados

El hecho de que los diferentes grupos obtengan funciones diferentes no con-
duce a los alumnos a vincular las caracteristicas de cada muelle con los parame-
tros presentes en las funciones obtenidas (pregunta 9 del cuestionario), con lo
que la interpretacion del resultado matematico en el contexto real resulta, nueva-
mente, deficiente. Es mas, separan el fenomeno fisico del modelo matematico
hasta el punto de considerarlos independientes. En la Figura 3 se muestra la
respuesta de un alumno en la que queda recogido lo anterior. Solo un alumno
identifica los parametros presentes con las caracteristicas especificas de cada
muelle usado aunque, la mayoria de ellos, mencionan la diferencia en las carac-
teristicas fisicas de los muelles (77,3%).

Nuevamente aparecen deficiencias en la interpretacion del resultado en
contexto, lo que indica la escasa importancia que concede el alumno a la inter-
pretacion del resultado. El alumno considera que debe, Unicamente, obtener un
resultado matematico a una tarea encomendada, siendo la interpretacion del
mismo un elemento secundario cuando no prescindible.

Variables y parametros
La atencion se centra en comprobar si los alumnos reconocen y diferencian las

variables dependientes de las independientes y si vinculan los nombres asigna-
dos en la funcion a las variables (x e y) con las magnitudes del fenémeno fisico
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estudiado (peso y longitud). Se intentd6 comprobar si los parametros del modelo
eran reconocidos y si eran mencionados como variables o no. Es aqui donde se
tratan los aspectos F1, F4 y F6 descritos por Ursini y Trigueros (2006): la diferen-
ciacion jerarquica entre variable y parametro y la condicion de variable constante
de los parametros (Drijvers, 2003).

En la sequnda parte de la pregunta 3 (¢qué significado tiene el parametro en
el experimento?) se pretende dilucidar si los estudiantes comprenden las conexio-
nes y relaciones que existen entre los distintos pasos del ciclo de modelizacion:
la obtencién de la funcion de ajuste consiste en una matematizacion de un caso
real, con lo que nos encontramos en una fase intramatematica (trabajo en el
seno de la Matematica), fuertemente relacionada con algo extramatematico (la
situacion real a modelizar).

En la Tabla 3 se observa que solo 36,4% de los alumnos identifican correcta-
mente las dos variables (dependiente e independiente). Los errores al identificar
las variables provienen, por ejemplo, de considerar en la expresion f(x) = ax + b,
el valor b como variable independiente porque su valor no depende del valor de
x 0 no varfa (identificando la variable independiente con una constante-variable).
En la misma linea, el valor a o ax, es identificado como la variable dependiente
porque su valor depende del valor que tome x. Es decir, la distincién entre varia-
ble dependiente e independiente se realiza en funcién de su vinculacion con x

En el siguiente extracto de una de las entrevistas podemos observar lo que se
acaba de exponer:

30 Profesor: &Y la independiente?

31 Alumno 6: El 11, que no varia.

20 Alumna 3: [.] Eh, si, la dependiente es la que depende de la x entonces la
independiente es la que es siempre constante [.] [Se riel.

50,1% de los alumnos consideran los parametros como variables dependien-
te o independiente al constatar que su valor varia en las expresiones que obser-
van en el encerado. Aparecen, por tanto, las dificultades en la comprension del
parametro asociadas a su condicién de constante-variable (Drijvers, 2003). En
definitiva, los resultados obtenidos muestran que un porcentaje elevado de alum-
nos (72,7%) no sabe qué es un parametro. Este resultado contrasta con el hecho
de que estos alumnos han trabajado con parametros en multiples contextos
(continuidad, derivada y sus aplicaciones, estudio y determinacion de asintotas)
desde 32 de la ESO. Por otra parte, se pone en cuestion las ventajas del uso de los
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Tabla 3. Identificacion de las variables dependiente e independiente

Ne de %
alumnos
Identifican la variable x como pesoy 3 136
la variable y como longitud.
\dentifican Identifican la variable independiente 1 45
correctamente la como xy la dependiente como
variable dependiente y P Y
e independiente. Identifican el peso como la variable 4 182
independiente del problema'y la
longitud como la dependiente.
Identifican 0.11xy 10.8 0 11 como 6 273
variable dependiente.
|[dentifican de forma Identifican como variables 5 228
deficiente las dependiente e independiente los
variables. numeros ay b de la expresion
f(x) =ax +b.
Otras opciones. 3 136
Total 22 100

programas de geometria dinamica y de deslizadores para una mejor compren-
sion del concepto de parametro (Drijvers, 2003).

Las preguntas 4 y 5 se corresponden claramente con los aspectos F2 y F3
descritos por Ursini y Trigueros (2006). El objetivo de estas preguntas es que los
alumnos apliquen el modelo obtenido para calcular datos que no aparecian en
la tabla de valores. Como se puede observar en la Tabla 4, solo 27,2% de los
alumnos usan la funcion en ambas preguntas y un porcentaje alto de alum-
nos utilizan en una o ambas preguntas la regla de tres (50%).

En la Figura 4 se muestra la respuesta de un alumno que utiliza la regla de
tres para responder a la pregunta 4.

El uso de la regla de tres por parte de los alumnos, nos remite a la considera-
cion del problema como un caso en que las magnitudes son proporcionales o, lo
que es lo mismo, se identifica la relacién entre variables con una relacion que
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Tabla 4. Uso de la funcion para obtener nuevos datos

N2 de %
alumnos

Utilizan la funcién para obtener los datos solicitados en las dos 6 2772
preguntas.
Utilizan la regla de tres para obtener los datos solicitados en las 8 364
dos preguntas.
Utilizan la regla de tres en una de las preguntas y la funcién en 3 136
la otra.
Usan la regla de tres y la funcién en la misma pregunta. 1 45
Incluyen Gnicamente un valor numérico en sus respuestas. 3 13,6
Para calcular el peso, aproxima el valor mediante valores proxi- 1 45
mos de la tabla de datos.

sigue una ley de proporcionalidad directa. De esta forma, aparece claramente la
confusion entre tasa de variacion media constante y proporcionalidad direc-
ta, que ya hemos comentado con anterioridad, que se encuentra en relacion con
la representacion grafica de una recta:

15 Profesor: Sigue una recta pero, ées directamente proporcional?

16 Alumno 2: Si, creo que si, si.

70 Alumna 3: Claro, porque tienes la tabla de datos y dices, si tengo esto y
tengo tanto entonces de esto tengo que tener otro tanto y haces una regla

de tres (...)
L‘l =2 A00 3 S \B’q . 6. ls/q = dq‘g,k
Eﬁoé SeCm————— = o o'e) =

Figura 4. Uso de la regla de tres en la pregunta 4
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Sobre el escaso numero de alumnos que usan la funcion para calcular los
valores solicitados, en las entrevistas aparece con claridad la mencion al saber
asociado a las funciones. En el siguiente extracto, el alumno reconoce la influen-
cia que ese conocimiento tiene sobre las respuestas al cuestionario para no
aplicar la funcién:

138 Alumno 7: () claro, es que si no tienes realmente el concepto de funcion
después no lo vas a saber aplicar. De hecho aqui [senala una de sus
respuestas] ni menciono que es una funcion esto. Si no sé que esto es
una funcién, {cémo lo voy a aplicar aqui? [Senala su respuestal. Yo creo
que es ese el problema que teniamos.

148 Alumno 7: (.) claro, la notacién que se utiliza y todo, eso tienes que co-
nocerlo realmente para saber de qué estas hablando (..)

La pregunta 8 (deducir cémo conocer el peso colocado en el muelle si se
conoce la longitud del muelle), se relaciona con el aspecto F2 descrito por Ursini
y Trigueros (2006) y con las operaciones con funciones. Se pretendia evaluar si
los alumnos conocian el significado de la funcién inversa y si sabian aplicarlo al
caso concreto de la modelizacion realizada. De los 22 alumnos, s6lo una alumna
menciona expresamente la inversa de la funcion, aplica el método algoritmico
que ha aprendido (cambia la x por la y y viceversa) pero se equivoca al realizar
el calculo de la funcion inversa y la nombra como y en vez de £ (Figura 4).

La forma de presentar el resultado parece indicar que los alumnos consideran
la expresion de la funcion como una relacion entre variables que permite calcular
una variable en funcion de la otra. Las palabras sustituir y despejar aparecen a
menudo. El cdlculo es un calculo algebraico sin relacion alguna con las funcio-
nes y su significado. El andlisis es algebraizado y, como ya comentamos breve-
mente con anterioridad, las expresiones funcionales son consideradas y tratadas
por los alumnos como igualdades, ecuaciones o expresiones en las que las va-
riables no son variables funcionales y deben ser despejadas, llegando a ser nom-
bradas por algunos alumnos como incognitas (Figura 5).

Es importante que el alumno transforme la relacién funcional en una ecua-
cion para obtener un resultado (Ursini y Trigueros, 2006) pero, ademas, esa trans-
formacién debe ser interpretada en términos funcionales para que resulte un
aspecto positivo en el contexto de la actividad que se realiza. Dicho de otro modo,
los alumnos realizan un calculo y obtienen un resultado pero no utilizan el “sa-
ber” asociado al “saber hacer” del calculo.
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Figura 5. Calculo de la funcion inversa
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Transcripcion: Haciendo la inversa de la funcion x=0.02y+9.7; y = w2
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Figura 6. Identificacion de la funcién con una ecuacion

Se sustituyen las incognitas por los valores (en este caso se sustituiria la “y" por la longitud del

u

muelle obtenida) y se calcularia la X"

CONCLUSIONES

¢Cudl es la razon por la cual los alumnos desconocen, de forma mayoritaria
(63,6%), el significado de “variable dependiente’ y “variable independienté’, asi
como los términos de uso habitual y basico al estudiar funciones? éCudl es la
razon de que practicamente la totalidad de los alumnos participantes (95,5%)
desconozcan el significado del término ‘pardmetro™ La razén fundamental se
encuentra en que los ejercicios que realizan habitualmente se resuelven repitien-
do una serie de pasos prefijados, lo que los convierte en ejercicios rutinarios o de
tipo algoritmico. Como consecuencia, la comprension, uso de conceptos, nociones
y terminos se hace innecesaria. La ensenanza basada en el uso de algoritmos
transforma las funciones y su uso en ecuaciones o formulas para resolver el
ejercicio propuesto de una forma fija e invariable.

Se cree que uno de los peligros al hablar de la introduccion de la modeliza-
cion en la Ensenanza Secundaria, es que el profesor suponga, por ejemplo, que
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en el proceso de obtencion de la tabla de datos los alumnos han identificado dos
variables presentes en el problema (masa y longitud) con dos variables matema-
ticas (dependiente e independiente), con lo que han realizado un primer proceso
de matematizacion de la realidad. Ese primer paso lleva a plantearse la resolu-
cién de un problema matematico: iqué tipo de relacion matematica se establece
entre las variables (fisicas y matematicas)? La sequnda fase da respuesta a esa
pregunta, puesto que obtienen una expresion matematica que relaciona ambas
variables, podremos suponer que el modelo matematico que obtienen integra
todo aquello que una funcién conlleva: variable dependiente e independiente,
relacion de dependencia entre variables mediante una expresién matematica,
parametros, relacién de la expresion analitica con la grafica de la funcion, etc.
(Greefrath, 2011).

En definitiva, se supone que obtener un resultado matematico representa que
la praxis se ha integrado en el logos, caracteristica de las evaluaciones del cono-
cimiento que priman la obtencion de resultados correctos. Un profesor puede, por
tanto, plantear la modelizacién como una actividad encaminada a la obtencion de
un modelo matematico, suponiendo la integracion de praxisy logos. Asi, la ense-
nanza de las matematicas se centra en el aprendizaje de técnicas, T, resultando
de menor importancia la tecnologia asociada a la técnica, ¢, y 1a teoria que justi-
fica dicha tecnologia, 6. Como consecuencia, el bloque praxeoldgico [I/t/¢/6] se
halla claramente descompensado. Ademas, la practica docente encaminada a que
el alumno obtenga un resultado correcto lleva a que éste no se cuestione el resul-
tado que obtiene. Si utiliza adecuadamente las técnicas que ha aprendido, no es
necesario interpretar el resultado porque solo se le solicita obtener un resultado.

Los alumnos pueden obtener un modelo sin problemas al término de la 2¢
fase, lo que podria llevar a pensar que han integrado Sabery Saber hacer, pero
al responder preguntas en la 39 fase es cuando las desconexiones entre praxis y
logos resultan evidentes. Por ejemplo, el uso mayoritario de la regla de tres para
responder a las preguntas 4 y 5, representa una constatacion de la identificacion
de la recta y la tasa de variacion media constante con una relacién de proporcio-
nalidad directa. Ademas, representa también la presencia de deficiencias impor-
tantes en el proceso de matematizacion y trabajo matematico, pues el modelo
obtenido no es usado para responder las preguntas. Representa, al mismo tiempo
y en relacion directa con lo anterior, una ruptura o desconexion entre sabery
saber hacer.

La obtencion de la funcion parece no ser Util para alcanzar datos no presen-
tes en la tabla de datos, para una parte importante de los alumnos. Por tal motivo,
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el paso del ciclo de modelizacion consistente en el traslado del modelo a la situa-
cion real y su validacién no se produce. El hecho de que algunos alumnos usen
la funcion en una de las preguntas y una regla de tres en la otra nos lleva a
pensar que no tienen una idea clara de lo que han conseguido hacer (obtener
un modelo). De hecho la importancia que conceden a la tabla de datos a la hora
de obtener nueva informacion, lleva a pensar que aunque deducen la funcion,
no la consideran de utilidad para estudiar el fenomeno fisico que analizan. La
tabla de datos resulta mas fiable y util, quedando la funcion como un simple
calculo que los alumnos debian realizar.

Ademas, la comparacién de sus respuestas a la pregunta 9, con las respues-
tas a las preguntas anteriores, nos lleva a pensar que se halla presente una de-
ficiente comprension del significado de variable funcional y pardmetro, de igual
manera se muestra una limitada comprension de lo que significa dominio de
definicion y recorrido, asi como las relaciones entre intervalos de la variable de-
pendiente con intervalos de la variable dependiente al hablar de funciones. Re-
sulta destacable que la mayoria de los alumnos asuman que las caracteristicas
del muelle modifican el valor de la funcién y que, sin embargo, esta conviccion
no se manifestase claramente en las preguntas precedentes al hablar de las va-
riables presentes en el modelo. La modificacion de la funcion se limita al valor
de ay b en cada muelle usado, aunque la forma de la funcién se mantiene
(f(x) = ax+b). Los alumnos tienen en cuenta que cada muelle se comporta de
forma diferente, por tanto da lugar a una tabla de datos diferente en cada caso.
Pero este hecho no lo explican en términos de conceptos y conocimientos asocia-
dos a las funciones. Por ejemplo, los alumnos comprenden la utilidad del calculo
de la funcion inversa y, de hecho, utilizan el proceso de calculo de la funcion
inversa en el contexto de la modelizacion, pero ambas cosas aparecen desvincu-
ladas, de forma que calculan la funcion inversa pero no le dan ese nombre.

En resumen, las relaciones (R) entre la situacion problematica real (S) y la
coleccion de entidades matematicas (M), son claramente deficientes cuando no
inexistentes, lo que hace que la actividad entendida como una tripleta (S, M, R)
resulte una modelizacion claramente deficiente.

Todos los conceptos y conocimientos mencionados son basicos en el estudio
de las funciones, los alumnos conocian muchos de ellos anos antes de realizar
las experiencias. La funcion asociada al modelo es una funcion afin, que no pue-
de ser calificada como una funcién compleja, aun asi, los alumnos tienen serias
dificultades con los elementos presentes en el modelo. Creemos que solo desde
la descontextualizacién, compartimentacion, desconexion o la desvinculacion
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entre sabery saber hacery la algoritmizacion del saber matematico es posible
explicar estos hechos. Como afirma Bolea (2002, p. 49), en relacién a las defini-
ciones en la Ensenanza Secundaria, las ‘definiciones hacen un papel esencial-
mente descriptivo con la finalidad de precisar ciertas caracteristicas de objetos
supuestamente conocidos”. El problema es que los objetos “supuestamente cono-
cidos” son, en realidad, “objetos desconocidos’, con lo que las definiciones apor-
tadas o alcanzadas en las clases no forman parte del saber matematico que los
alumnos deben comprender, asimilar y adquirir.

En el marco de una ensefanza basada en la resolucion de ejercicios a través
de métodos basicamente algoritmicos, la comprension adecuada de conceptos y
nociones, las definiciones, propiedades, teoremas, etc. carecen de utilidad, con lo
que el alumno tiende a prescindir de ellas o restarles importancia. Se produce de
esa forma una trivializacion del saber matematico (Gascon, 2001), que reduce el
saber matematico a la realizacion de calculos rutinarios al servicio de problemas
o situaciones intramatematicas o extramatematicas.

REFLEXION FINAL

Si las actividades de modelizacion, como la que se ha descrito anteriormente, son
llevadas al aula de Secundaria o Bachillerato de forma que se prime la obtencion
de la funcion de ajuste, gran parte de su utilidad se perdera y no contribuira a
que los alumnos adquieran y comprendan mejor conocimientos considerados
como basicos en el estudio de las funciones en estas etapas educativas. Cree-
mos que las consecuencias de este modelo de ensenanza-aprendizaje, basado
en una ensenanza compartimentada o dividida en bloques aislados y basado en
la ensenanza de algoritmos (incluidos los problemas reducidos a algoritmos),
constituye un obstaculo de origen didactico que puede manifestarse con fuerza
en actividades de modelizacién como la aqui descrita. La forma de evitarlo o re-
ducir su influencia debe basarse en que la actividad de modelizacién constituya
una praxeologia completa, por tanto, debe evitarse que la actividad de modeliza-
cién se vea limitada o reducida a la obtencién del modelo o la realizacion de
calculos utilizando la funcién obtenida (obtener una longitud a partir de un peso,
por ejemplo).

Desde nuestro punto de vista, serfan necesarios cambios en la propuesta
realizada, de forma que las preguntas que se han analizado (u otras) se planteen
durante y no al finalizar el proceso de obtencion del modelo. Por ejemplo, la
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confusion entre tasa de variacion media constante con la proporcionalidad direc-
ta estard ya presente en la fase de obtencion de datos. Es ese el momento en que
se deben realizar preguntas que lleven a los alumnos a comprender qué signifi-
ca una relacion de proporcionalidad directa y la diferencia entre una relacion de
proporcionalidad directa entre variables y una relacion que conlleva que la tasa
de variacion media es constante. Esa misma pregunta puede dar lugar a nuevas
preguntas que introduzcan la 2¢ fase, momento en que se podrd tratar qué va-
riables fisicas y matematicas estan presentes, la diferencia entre la grafica de una
funcion que describe una relacion de proporcionalidad directa de otra que no,
etc. Los parametros, el dominio y recorrido diferente de la funcion matematica y
de la funcién en contexto, etc. serfan temas a tratar en ese momento. También
podria plantearse la misma modelizacién en edades mas tempranas y usarla
como medio de introduccién de conceptos y nociones clave en funciones: varia-
bles, relacion funcional, expresion analitica de una funcion, variables dependien-
te e independiente, parametros, grafica, etc. Entran en juego en este punto las
creencias y concepciones del profesor, que derivan en un modelo epistemoldgico
y docente (Gascon, 2001), lo que condiciona el uso o enfoque de la modelizacion
en la ensenanza (Borromeo, 2006).
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Abriendo las puertas del razonamiento: los
“problemas de Olimpiada” como herramienta

A path to reasoning: Using problems from Mathematical
Olympiad

Claudia Gémez Wulschner y Esteban Landerreche Cardillo

Resumen: A partir de las respuestas de los alumnos en la Olimpiada de Mayo, evento donde
son aplicadas pruebas a estudiantes de primaria y secundaria en todo México, se intenta
plantear un enfoque diferente para la ensenanza de las matematicas en la educacion basica.
Los problemas “Tipo Olimpiada” trascienden el plan de estudios y el bagaje académico de los
estudiantes. Es por ello que postulamos que presentar problemas de este tipo, los cuales lle-
van al alumno a considerar diferentes formas de llegar a una respuesta, tiene un impacto
positivo en el desarrollo logico matematico de los jovenes y se traduce en un mejor entendi-
miento de las matematicas.

Palabras clave: concursos de matematicas, problemas de olimpiada, problemas de res-
puesta abierta.

Abstract: From the students’ answers in the Olimpiada de Mayo, which is applied to elemen-
tary and secondary school students all over Mexico, it is intended to pose a different approach
on the instruction of mathematics in elementary education. The “‘Olympic Type” problems
transcend the study plan and the students’ academic baggage. It is why we postulate that
presenting problems of this sort, that push the student to consider different ways of reaching
an answer, have a positive impact on the development of the youth's mathematical logic,
which translates on a better understanding of mathematics.

Keywords: Mathematics Competitions, Olympiad problems, open-ended questions.
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INTRODUCCION

Desde hace varios anos hemos tenido la oportunidad de formar parte del equipo
que califica los exdmenes de la Olimpiada de Mayo. Este concurso es la etapa final
de las competencias organizadas por la Academia Mexicana de Ciencias: la Com-
petencia Cotorra y el Concurso de Primavera. Cada competencia divide a los parti-
cipantes por edad, de manera que la Competencia Cotorra, dirigida a alumnos aun
en la escuela primaria, en la actualidad estd dividida en dos niveles: menores de
11 y menores de 12 anos, que por lo general cursan quinto y sexto ano de prima-
ria, respectivamente. A su vez, el Concurso de Primavera se organiza también en
dos niveles: el primero es para alumnos menores de 13 afnos y el segundo para
menores de 15 anos; en este ultimo caso se trata de estudiantes de secundaria.

Estos concursos no tienen ganador unico, sino que los participantes se clasi-
fican como medalla de oro, de plata y de bronce, segun el numero de puntos que
hayan obtenido. En el afo en el cual se baso este articulo hubo 250,000 partici-
pantes en la primera ronda a nivel nacional. La segunda ronda estuvo conforma-
da por los mejores 35,000 y en la tercera fueron invitados solamente 3,000, que
es la etapa en la cual nos basamos. De esta ultima solo 1,573 participantes entre
Primer Nivel de Primavera y la Competencia Cotorra tuvieron en su examen el
problema que analizamos.

El nimero de participantes se ha incrementado, y en las competencias mas
recientes han concursado casi medio millon de alumnos por ano. Todos ellos
pasan dos filtros eliminatorios para llegar a la ronda final, en la cual -a diferencia
de los examenes anteriores, que son de opcion multiple- deben exhibir todo su
razonamiento. Se les pide que escriban todo lo que piensan sobre un problema,
pues la calificacion comprende distintos puntajes en los que se beneficia un ra-
zonamiento correcto, aunque no sea totalmente completo, es decir, se otorga
crédito parcial por ciertos avances en la direccion correcta hacia la solucién. La
calificacion de estos exdmenes conlleva, entonces, una revision minuciosa de las
respuestas. No basta con la lectura de un resultado.

Durante la revision de los examenes siempre nos han llamado la atencion
las distintas formas que encuentran los alumnos para expresarse. Desde dibujos
que representan claramente tanto la alegria de un problema resuelto o la frus-
tracion de no entender de qué se trata, como imagenes de anime, -expresiones
de frustracion y hasta frases completas escritas sin ningun temor (ver Figura 1).
Lo curioso es que la mayoria de las veces no se refieren a todo el examen, sino
a algun problema en particular.
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Figura 1. Imagenes de los alumnos para expresarse durante la realizacion de
los examenes.

Las condiciones en que se efectian los exdmenes son singulares, pues son
de participacion voluntaria y no se sabe quién va a revisar el examen, ademas de
que si se obtienen pocos puntos no tiene ninguna trascendencia. Es decir, los
resultados del examen no tienen ningun efecto en el historial escolar del alumno,
aunque si sabemos de casos en los que el haber participado en este tipo de
concursos tiene impacto positivo en el rendimiento académico.

Haber observado las distintas formas en que los alumnos se expresan y te-
niendo en cuenta las condiciones en las cuales se llevan a cabo los examenes,
nos hizo pensar en la gran oportunidad que algunos problemas ofrecen para
que los alumnos manifiesten sus inquietudes y para que nosotros entendamos
cuales son las posibles dificultades de algin tema en particular.

En general, los alumnos estan familiarizados con los preceptos y las formas
de la escuela. Podriamos decir que las matematicas son percibidas como una
coleccion de algoritmos fijos, y los problemas que se resuelven en primaria y
durante los primeros anos de secundaria son directos: calcula, mide, grafica..,
ademas de ser usualmente muy parecidos a los ejercicios presentados en clase.
Esto se debe, sobre todo, a que la educacion primaria se basa en crear los fun-
damentos sobre los cuales se va a construir el razonamiento. En muchos casos
esto adquiere la forma de reglas, que pueden parecerle arbitrarias al alumno, por
ejemplo la ortografia. Antes de poder razonar criticamente el estudiante necesita
tener una base tedrica, la cual solo puede obtener de esta manera. Debido a lo
anterior, gran parte del trabajo escolar destinado a estas edades consiste en apli-
car los algoritmos aprendidos, sin pensar demasiado.
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En contraste, los problemas de los concursos de Primavera y Cotorra tienen
como finalidad permitir que el alumno luzca su creatividad y, si bien es cierto que
se requiere algo de conocimiento formal, se trata de problemas en los cuales los
alumnos deben razonar, descubrir y convencer al lector de su solucion.

Queremos presentar uno de los problemas que nos llam6 mucho la atencion
y que consideramos representativo para lo que queremos hacer notar: la impor-
tancia de los problemas de razonamiento en la educacién matematica temprana.
Sin el afan de volver a calificar, sino simplemente para tratar de descubrir el ra-
zonamiento del alumno y de leer nuevamente las frases y soluciones, revisamos
un total de 1,573 exdmenes. En este caso, los participantes habian pasado por la
primera ronda entre 250,000 alumnos, y la sequnda ronda con 35,000 concursan-
tes, es decir, se trata de alumnos de alguna manera seleccionados. El problema
aparecio en lo que actualmente se clasificaria como Segundo Nivel de Cotorra'y
Primer Nivel del Concurso de Primavera.

EL PROBLEMA

Figura 2. Cuadrado de 11 x 11 dividido en cinco rectangulos

En el interior de un cuadrado de 11 x 11 (ver Figura 2) Pablo dibujé un rectan-
gulo y, prolongando sus lados, dividio al cuadrado en 5 rectangulos, como lo
muestra la figura. Soffa hizo lo mismo, pero ademas logré que las longitudes de
los lados de los 5 rectdngulos sean nimeros enteros entre 1y 10, todos distintos.
Muestra una figura como la que hizo Soffa.

Este problema no necesita de mayor conocimiento previo. Solo se trata de
acomodar los numeros del 1 al 10 para representar las longitudes de los lados
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de los nuevos rectangulos. Lo que nos sorprendi6 fue encontrar una gran can-
tidad de chicos que contestaban lo que en un curso regular hubiera sido califi-
cado como “cualquier respuesta casi sin sentido’. Muchos alumnos contestaron
cosas muy diferentes a lo que se pedia, algunos trabajando con triangulos o
simplemente diciendo que en el dibujo era claro que los rectdngulos eran dife-
rentes. Sin embargo, hubo otro grupo de participantes que cuestionaban el plan-
teamiento del problema y expresaban claramente la confusion o la falta de
atencién a las condiciones del mismo.
Veamos algunos ejemplos:

W i

~q Loy ,

Jorge (Concurso de Primavera, pri-
gl mer nivel) escribe: Fue sencillo, solo
v {% o, tuve que reducir el cuadrado a

' 10 x 10 y saqué facilmente 5 rectan-
gulos, cada uno de diferente medida.

[ ﬂ:-'ﬂ": ‘gjﬁx“"

I:Ejt;_io»iww 1w . Fom

Figura 3. Respuesta de Jorge

T

Pero el cuadrado es... de i11 x 11! Por alguna razoén, Jorge decidié que podia
cambiar las condiciones del problema. EI mismo expresa que le resultd méas facil
dar su solucion. No obstante, llama la atencion la arbitrariedad con la que modi-
fica el problema, y es mas inquietante aun la necesidad que tiene de usar centi-
metros y de dar una escala, sin percatarse de que esta repitiendo nimeros, pues
el rectangulo que marca con 5 cm representa, en efecto, un cuadrado de 5 x 5.

Encontramos también respuestas en las cuales quedaba claro que, puesto
que el problema esta relacionado con figuras geomeétricas y numeros, los alum-
nos aseguran que es imposible resolverlo sin el uso de algun instrumento, o
bien simplemente hacen referencia al hecho de no contar con regla, como Carmen
(Competencia Cotorra).
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Notemos en este otro ejemplo que
Fernando (Competencia Cotorra) no
. expresa las dimensiones y, por tan-
E—: L"j" c}’:fo to, no responde. Sin embargo, si hay
El dado mediarw una comparacion entre los lados. Lo

%5 fzﬁﬂ” df/'m edro que llama la atencion es que no
' dice mas porque se le acaban los
@
3?" > /LJ d nombres para los lados.
dy feren

Figura 4. Respuesta de Fernando

EI Lade mayor

Recordemos que en la escuela primaria, la geometria es la parte de la clase
donde se establecen relaciones entre mediciones, magnitudes, formas, etcétera,
usando siempre algun tipo de herramienta, como es el juego de geometria. Por
ello, cuando un alumno esta frente a un problema geométrico busca el uso de
instrumentos, porque relaciona automaticamente la geometria con la ‘regla
graduada’.

Pm}jlem;\ =

NO}?A A %e,\y:\\cx ‘(Q,‘.?‘;\a

Figura 5. Respuesta de Carmen
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En el siguiente ejemplo lo que Luis Fernando (Concurso de Primavera, primer
nivel) responde nos permite ver como razona: “Como son cinco rectangulos debe
haber 10 lados distintos... son las medidas posibles, ninguna va a sobrar’. La Fi-
gura 6 muestra lo que Luis Fernando escribio.

“ . . - L |
S S W
i 11:".\_\_? ¥

§ e L

+-:f1'1 (1 5| Aqui establece
6 — la correspon-
B - dencia.

3 -

,. IRREHE

Figura 6. Respuesta de Luis Fernando

Si bien el razonamiento de Luis Fernando no garantiza obtener la respuesta,
si asegura que no es posible que haya cuadrados en la configuracion, y que to-
dos los rectangulos deben tener lados diferentes entre si. Luis Fernando encuen-
tra las parejas de numeros que suman 11 y luego ve como puede crear los
rectangulos. Las lineas entre el 3y el 9y entre el 5y el § se ven representadas
con rectangulos en la siguiente imagen (Figura 7). Parece ser que eso es lo que
lo lleva a establecer la solucion, que por cierto es correcta.

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS

Decidimos clasificar de alguna manera el tipo de respuestas encontradas en
1,573 examenes, repartidas entre los dos niveles que tuvieron este problema: la 2
en el Concurso de Primavera (Primer Nivel) y la 5 en el Concurso Cotorra.!

1. No hay respuesta: no hizo nada, ni siquiera un dibujo.

1 Cuando fueron aplicados estos examenes solo habia un nivel en la Competencia Cotorra. Unicamente
podian participar menores de 12 anos.
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Figura 7. La respuesta final de Luis Fernando

Intenta, sin resolver:

Compara con un triangulo.

Hace operaciones, como divisiones y hasta raices, para obtener la me-
dida de los lados de los rectangulos.

Obtiene muchos rectangulos dentro del cuadrado original; en este caso,
en general no toman en cuenta la indicacion de que Sofia hizo la mis-
ma construccion.

Trabaja con la idea de que un rectangulo debe estar asociado con dos
longitudes diferentes.

Hace un ordenamiento de rectdngulos con numeros diferentes, confun-
diendo esta clasificacion con la medida de los mismos.

Obtiene cuadrados o rectangulos diferentes, pero no abarcan todo el
cuadrado original. O bien, aparecen en distintas figuras o dispersos
dentro de un cuadrado.

Copia el dibujo igual. No hace ninguin cambio, sin embargo a veces hay
comentarios como: los lados son diferentes a “simple vista”.

Dibuja con acomodo o medidas diferentes; por ejemplo, hace un dibujo
cambiando un poco las medidas, pero no les asigna ningdn numero.
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5. Hace un dibujo con la regla. Utiliza su instrumento para construir un
cuadrado y -por las explicaciones que a veces algunos alumnos dan- se
infiere que la solucion depende del manejo de la regla. Aqui también
quedaron clasificados los examenes en los cuales se advierte que se ca-
rece de la regla y que, debido a esto, no se puede resolver el problema. En
este rubro clasificamos, asimismo, a todos los alumnos que, aun sin regla,
insisten en trabajar con centimetros.

6. Usa numeros que suman 11. En muchas ocasiones hace la figura y en-
cuentra numeros que suman 11, pero al presentar la solucién no los co-
loca bien. Esto, sin embargo, es el primer paso para dar la solucion
correcta. Falta entonces, en varios casos, pasar de las parejas de lados
correctas, por ejemplo 9y 2, a efectivamente colocar todas las posibilida-
des en el orden correcto.

7. Trabaja con cifras equivocadas:

» Comete errores aritméticos.

* Coloca numeros con los cuales es imposible que forme un cuadrado.

* Hace el dibujo con la regla, pero adapta su solucion a su dibujo y da la
respuesta incluso con punto decimal.

* Adapta el dibujo a otras medidas, con frecuencia cambia el problema
por un cuadrado de 10 x 10.

8. Da la respuesta correcta, aunque recurra a alguno de los procedimientos
descritos en los otros tipos de respuestas, por ejemplo el uso de la regla o
el uso de centimetros.

Por otra parte, dividimos los examenes en ganadores y no ganadores, para ver
si habia una diferencia notable en los grupos de alumnos a quienes les fue me-
jor en la prueba total. Presentamos aqui los resultados, de acuerdo con la clasifi-
cacion:

Concurso de Competencia
Primavera Cotorra
Categorias No gané | Ganador | No gandé | Ganador
1| Sin respuesta 11 0 27 0
2 | Intentos diversos sin éxito 60 0 57 0
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Concurso de Competencia
Primavera Cotorra
Categorias No gané | Ganador | No gané | Ganador
3 | Solo copia el dibujo 120 0 163 0
4 | Hace un dibujo con distintos 216 1 261 4
arreglos

5 | Utiliza una regla 60 2 44 8
6 | Coloca numeros que suman 11 221 6 132 19
7 | Tiene errores aritmeticos 41 2 35 5
Respuesta correcta 12 52 4 10
Total 741 63 723 46

Al analizar la tabla, siendo conscientes de que no representa un andlisis es-
tadistico valido, podemos inferir varios datos interesantes. Lo mdas notable es
coémo, porcentualmente, hay mas participantes que entran en la sexta categoria
en el Concurso de Primavera, de 151 que habia en el Concurso Cotorra a 227.
Generalmente el hecho de encontrar parejas de nimeros que suman 11 consti-
tuye el primer paso para llegar a la solucion, lo cual pareceria indicar que al ser
mayores los alumnos logran entender mejor como tratar el problema, aunque no
den el ultimo paso. El crecimiento de esta categoria se contrarresta con la caida
en el numero de personas que solo copian el dibujo, o que dibujan un rectangu-
lo con diferentes arreglos. Estas dos categorias son consecuencia de una in-
correcta comprension del problema, por lo cual la disminucion del numero de
personas en estas categorias es congruente con la idea de que la habilidad
de razonamiento matematico se desarrolla junto con la madurez del individuo.
Sin embargo, es preocupante el alto numero de estudiantes que hace el dibujo
solo con distintos arreglos, ya que el problema explicitamente indica que el dibu-
jo es el mismo. Mas de 25% de los alumnos que llegan a la ultima etapa del
concurso no entiende 1a idea basica de lo que se le pide en el problema.
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EL USO DE PROBLEMAS DE RESPUESTA ABIERTA

Si entendemos por problema una situacién que aparentemente no esta ligada
con la informacién que se acaba de discutir en el salén de clases, que requiere
de razonamiento, de abstraccion, del buen uso de la informacion y de conceptos
previamente adquiridos, entonces encontrar la solucion involucra la actitud del
alumno sobre qué hacer cuando no se sabe qué hacer. Esto ultimo tiene como
‘enemigos” principales -tanto para el maestro como para el alumno- la inseqguri-
dad y el miedo, factores que deben ser atacados, pues permitir que el temor se
apodere de los alumnos fortalece la frustracion.

Los problemas que denominamos de Olimpiada resultan muy buenos para
que el alumno se enfrente a este tipo de situacion. Puesto que estas competen-
cias no implican una calificacién que afecte su vida académica, no conllevan el
miedo a equivocarse, lo que si ocurre usualmente en el salon de clases. De ma-
nera similar, si se plantearan problemas de este estilo, con un enfoque mas re-
creativo, en el salon de clases, los alumnos no sentirian la presion y podrian
manifestar mejor sus ideas. Esto abre una puerta al razonamiento de los estu-
diantes, al cual generalmente no tiene acceso el maestro.

Los maestros del ciclo bdsico tienen una gran responsabilidad y estan ex-
puestos a las pruebas nacionales e internacionales (ENLACE y la prueba PISA),
donde quedaran jerarquizados sus alumnos, las escuelas y también ellos como
maestros. Debido a las consecuencias de los resultados de estos examenes, del
prestigio de la escuela y hasta de su economia, el enfoque de la educacion se
vuelca mas a que los resultados de estas pruebas sean altos. Se tiende a entrenar
a los alumnos para el examen, en vez de buscar alimentar su creatividad. Sin
embargo, las consecuencias de esta actitud a largo plazo no son las buscadas,
porque no conducen a un desarrollo critico en los alumnos, sino que solamente
los limitan a ser repositorios de informacion. Entonces, creemos que plantear y
resolver problemas no debe entenderse como un tema mas, sino como el hilo
conductor de todo el proceso de adquisicion de conocimientos.

UN CAMBIO DE ACTITUD
Permitir la participacion de los alumnos en la solucion de problemas no es sen-

cillo, ya que en general no tenemos la suficiente paciencia para escuchar a al-
guien que razona de una manera distinta a la nuestra, y la tendencia es privilegiar
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a quien si lo hace. Es necesaria una actitud abierta y flexible para lo nuevo. Los
alumnos son muy sensibles a notar esto ultimo, y pueden tener miedo a externar
sus ideas y dudas. Esto es justamente lo que distingue la participacion de los
alumnos en las Olimpiadas de Matematicas; algunos podran sentirse nervio-
sos el dia del concurso, sin embargo estan dispuestos a someterse a un trabajo
individual, contra reloj, tranquilos de que no habra un juicio personal por sus
respuestas.

En la Figura 8 observamos el examen de Rafael (Competencia Cotorra): los
intentos que hace, no los borra, discretamente los tacha y presenta su solucién
final. Esto es lo que podriamos considerar la exhibicion del proceso completo.

En general, el uso de la goma de borrar o el miedo a no tener la respuesta
correcta al primer tanteo causan que los alumnos se paralicen y no hagan ni
siquiera una deduccion. Este es el caso con el cual muchos de nosotros nos en-
frentamos. Durante el examen es comun que los alumnos tengan, en calidad de
amuletos, una goma de borrar en una mano y en la otra su calculadora, que
invariablemente se les cae, como si el ruido fuera un conjuro.

¢Por qué no pedir a los alumnos que no borren? éPor qué no explicar que es
importante que muestren su trabajo completo? Si intentaron resolver el problema
siguiendo varios caminos, aunque no lo hayan resuelto, puede ser ventajoso
que mantengan estos intentos escritos, marcandolos con una cruz para indi-
car que no son parte del resultado final. Justamente como lo hizo Rafael en la
Ultima imagen. Ahora presentamos su respuesta final (Figura 8b).

Claro, como maestro es mucho mas facil corregir problemas que solo conten-
gan la respuesta final, y por ello se indica a los alumnos que eviten mostrar los
borradores, para facilitar al maestro el proceso de correccién. Ahora veamos el
caso de un examen que no es del concurso (Figura 9).

En este examen el alumno tacha sus intentos, después de darse cuenta de
que no son correctos. La persona que lo corrige, en rojo, le indica que use un
lapiz para que pueda borrar sin necesidad de tachar. Sin embargo, si se hace
de una forma ordenada el hecho de dejar el procedimiento, aunque no sea co-
rrecto, puede servir como apoyo didactico para que el maestro comprenda cémo
estan interpretando los conocimientos sus alumnos.

Como alumnos, estamos acostumbrados a resolver los problemas exacta-
mente como nos ensenaron, intentar solucionarlos por un camino diferente se ve
mal, nos expone como alguien que no domina el tema. Pero si en la clase se
destinara un tiempo a plantear problemas que integraran mas los materiales
y temas, que permitieran tomar diversos caminos para llegar a una misma
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Figura 8. La respuesta de Rafael
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Figura 8b.

solucién, nos sentiriamos tranquilos, sin juicios sobre qué tan inteligente se es'y
con la libertad de guiarnos por la intuicion.

En los siguientes ejemplos notemos que los alumnos explican su sentir o su
razonamiento. Si los maestros usaramos un metodo similar en clase, podriamos
ver cuales son las dificultades o lo que no entienden los estudiantes, incluso
hasta sabriamos cémo interpretan las preguntas.
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Figura 9. Un examen que no viene del concurso
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Figura 10. Isaac solo dibuja el cuadrado, porque no le dan las medidas
(Competencia Cotorra)
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Figura 11. José cuestiona el planteamiento del problema (Concurso de
Primavera)
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Figura 12. lvonne dice que no entiende ni la idea basica (Competencia Cotorra)

Figura 13. Rocio (Competencia Cotorra) escribe: “Un triangulo podria ser un
ejemplo... en este sus lados son iguales,pero al dividirlo todas las medidas
cambian”

Figura 14. Sonia dibuja un cuadrado igual al de Pablo, porque eso pedia el
enunciado (Competencia Cotorra)
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Figura 16. Luz no entendio, aunque deja muy claro que lo leyo varias veces
(Concurso de Primavera)
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Figura 17. Jesus Alberto apela a la geometria para hablar de la imposibilidad
de dividir el cuadrado (Competencia Cotorra)
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Figura 18. Merary define su algoritmo muy claramente, asi como su base
tedrica (Competencia Cotorra)
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Figura 19. Perla intenta dividir el cuadrado en partes iguales (Concurso Cotorra)
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Figura 20. Maria (Competencia Cotorra) explica: “Yo traté las combinaciones
como quedarian contando el ancho de lo ancho de los rectangulos, podrian ser,
por ejemplo, un ancho 1, otro 2, otro 3y otro 4, y traté solo con 2 porque en
este caso son 1, 2, 3y 5,y asi sale la figura anterior’. Aunque su explicacion no

es clara, 1a solucion que presenta es correcta
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Figura 21. Ana Sofia cree que Pablo es un mentiroso (Concurso de Primavera).

CONCLUSION

Los problemas de Olimpiada nos permiten dar una ojeada al proceso de pensa-
miento de los estudiantes. La posibilidad de que los alumnos trabajen en un
ambiente libre de presiones y escrutinio abre una ventana a como piensan, y esto
va mas alla de lo que saben; es decir, no solo la informacion guardada en la
memoria, también su posible uso y aplicacion. Sin embargo, creemos que esto no
deberfa limitarse Unicamente a eventos como la Olimpiada, sino que deberia ser
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algo que suceda dia a dia, en el salén de clases. Empezar a plantear problemas
‘de respuesta abierta’, no necesariamente matematicos y desde una temprana
edad, puede estimular el pensamiento logico de los jovenes. Asimismo, si el
alumno se empieza a encontrar problemas matematicos que requieran de crea-
tividad en su vida escolar, es mas facil que dé el paso hacia una comprension
mas completa de las matematicas.

No es suficiente con solo presentarle este tipo de problemas a los alumnos:
hay que fomentar también que se aventuren a tomar distintos caminos y encon-
trar diversas formas de resolverlos. Los chicos no deben sentir que si no obtienen
la solucién a la primera tentativa es porque no pueden o no son capaces, sino
porque tal vez sea necesario releer el problema, trabajarlo durante mas tiempo, o
bien abordarlo por otro camino.
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Para obtener problemas como el que aqui presentamos, visite la pagina de la
Academia Mexicana de Ciencias y busque las convocatorias de los concursos de
Primavera y Cotorra. http://www.amc.mx/

Otra fuente de problemas se encuentra en la pagina de la Olimpiada Mate-
matica Argentina. http://www.oma.org.ar/enunciados/
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La CIAEM en su décima cuarta edicion,
una mirada de novicios

La Conferencia Interamericana de Educacion Matemdtica (CIAEM) es el congreso
que reune a la comunidad de educadores e investigadores en la educacion ma-
tematica, mas antiguo de América Latina, su existencia data de 1961. Esta confe-
rencia es organizada cada cuatro anos por el Comité Interamericano de Educacion
Matemdtica, cuyo objetivo, segun se declara en su pagina web, ha sido: “integrar
a los educadores de las Américas para potenciar la Educacion Matematica, pero,
en especial, para propiciar el desarrollo de los paises de América Latina."

Esta resena la escribimos con el objetivo de compartir nuestra experiencia al
ser participes de este foro por primera vez. Para ello, consideramos tres partes:
contenido del evento, sus fortalezas y aspectos que se pueden mejorar, y algunas
areas de oportunidad. Por supuesto, cada una de estas secciones refleja prin-
cipalmente nuestra experiencia, pero también algunas que nos fueron comparti-
das por otros participantes.

CONTENIDO DEL EVENTO

La conferencia tuvo dos temas principales: “Formacion de educadores en las
matematicas: inicial y continua” y “Uso de tecnologias en la Educacién Matema-
tica’, incluyendo, ademas, muchos otros temas, como puede constatarse a través
de las comunicaciones, didlogos, mesa plenaria, talleres, conferencias, posters y
cursos presentados en la conferencia.

Se pudieron percibir topicos recurrentes en la investigacion en educacion
matematica como resolucién de problemas matematicos, formacion de profesores
de matematicas, modelacion matematica, y etnomatematica; pero también, topi-
cos emergentes como el rol de los dispositivos maviles y las redes sociales en la
ensenanza de las matematicas; el uso de videojuegos en la ensenanza de las
matematicas, y la insubordinacién creativa de educadores matematicos.
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No sélo las tematicas abordadas en la conferencia son variadas, sino tam-
bién, la comunidad que participa en ella, la cual esta integrada por investiga-
dores —en formacién, jovenes, y consolidados—, profesores de matematicas (la
Asociacion Nacional de Profesores de Matematicas de México es una de las
organizaciones patrocinadora del evento) y estudiantes. Entre la comunidad
participante se percibe una mayoritaria representacion iberoamericana, pero
también asistentes de paises como Alemania, Estados Unidos, Francia, Dina-
marca e Inglaterra, lo que hace que la conferencia tenga un caracter plural e
internacional.

El evento se inicié con la entrega de la medalla Luis Santald, premio que se
otorga a personas que han apoyado significativamente las acciones del Comité
Interamericano de Educacion Matemdtica (CAEM) y a la Educacion Matematica
en las Américas. En esta ocasion, la medalla Luis Santalo6 fue otorgada a Michele
Artigue por sus logros académicos en la investigacion en Educacion Matematica,
y por sus acciones de apoyo y colaboracion con la region iberoamericana, que ha
propiciado la vinculaciéon de dicha region con el resto del mundo académico. Tras
recibir la medalla, Michele Artigue dicto la conferencia plenaria inaugural llama-
da “Mejorar la formacion inicial del profesorado y apoyar su desarrollo profesio-
nal: un desafio mayor”.

El resto de las conferencias plenarias estuvieron a cargo de Celia Hoyles (Rei-
no Unido), Carlos Vasco (Colombia), Maria Teresa Tatto (E.UA), Abraham Arcavi
(Israel-Argentina), Diane Briars (EUA) y Alicia Avila (México).

Celia Hoyles abord6 el problema de involucrar y atraer a los jovenes al estu-
dio de las matematicas en esta era digital, pero sin sacrificar el rigor y la esencia
de la discipling; ella sugiere que el uso de herramientas como la programacion
en computadora puede ayudar a alcanzar este fin.

Carlos Vasco, por otro lado, presentd un programa neo-estructuralista para las
matematicas, que de acuerdo a él, permite una reformulacion sistémica coheren-
te de todas las ramas de las matematicas, su historia y su epistemologia, y pro-
mete convertirse en una nueva fuente de propuestas pedagdgicas y didacticas
para la educacion matematica.

En su conferencia, Maria Teresa Tatto describi6 algunos resultados de un estu-
dio colaborativo internacional llamado “Teacher Education and Development Study
in Mathematics', cuyo proposito es determinar si lo que los futuros profesores de
matematicas aprenden en su formacion inicial, conduce a un conocimiento mas
efectivo de las matematicas y las matematicas para la ensenanza.
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Por su parte, Abraham Arcavi presentd un proyecto basado en el uso de vi-
deos, que tiene como objetivo favorecer el desarrollo de destrezas introspectivas
en los profesores de matematicas, que les permitan mejorar su practica docente
y su conocimiento matematico pedagdgico, esto por medio de la reflexion vy el
analisis colectivo de videos de clase.

El foco de Diane Briars, en su conferencia fueron los “Principios para acciones’
propuestos por el National Council of Teachers of Mathematics de Estados Uni-
dos (NCT™M), los cuales son una serie de practicas de ensenanza basadas en in-
vestigacion que, de acuerdo a los autores, son esenciales para lograr proveer a
los estudiantes de una educacién matematica de calidad.

Finalmente, Alicia Avila presenté una conferencia cuyo propésito fue ofrecer
una vision restrospectiva de la investigacién en educacion matematica en Méxi-
co durante los ultimos cuarenta anos. Ademas de ofrecer una caracterizacion de
la investigacion en educacion matematica en México, senald algunas de sus
debilidades.

Esta descripcion puede dar al lector una idea general de la variedad de topi-
cos presentados en la XIV Conferencia Interamericana de Educacion Matemdtica.
Por cuestiones de espacio no nos es posible resenar el resto de las actividades
académicas de la conferencia, sin embargo aquellos interesados en profundizar
en las tematicas y los trabajos presentados, pueden consultar el programa de
actividades (ver http://xiv.ciaem-iacme.org/public/download/sp/programa.pdf), ade-
mas, pueden acceder a la mayoria de los manuscritos de las conferencias y
comunicaciones presentadas a través del sitio web de la conferencia (ver http://
xiv.ciaem-iacme.org/).

FORTALEZAS Y ASPECTOS QUE SE PUEDEN MEJORAR

Esta conferencia como lo hemos mostrado anteriormente, constituye un foro de
gran importancia tanto para la difusion como para el desarrollo de la Educacion
Matematica en las Américas. Pero, como todo foro, tiene grandes fortalezas asi
como aspectos que podrian mejorarse para enriquecerlo, renovarlo, ampliarlo
y consolidarlo. Presentamos en esta seccidon algunas reflexiones que intentan
poner de manifiesto estos elementos.
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ALGUNAS FORTALEZAS DE LA CIAEM

Es un evento plural que presenta diversidad de visiones sobre los mismos te-
mas, pero también una diversidad de temas. Ademas, convoca y reune a dife-
rentes comunidades de educadores matematicos, lo que la constituye en un
foro de desarrollo e intercambio para la comunidad internacional de educado-
res matematicos.

Su poder de convocatoria va mas alla de la comunidad de investigadores en
educacion matematica, contando con una gran participacion de estudiantes, pro-
fesores e investigadores en formacion y en desarrollo.

ALGUNOS ASPECTOS DE LA CONFERENCIA QUE PUEDEN MEJORARSE/INNOVARSE
Un lugar mas importante para la comunidad brasilena

En la CIAEM, existe una fuerte presencia de la comunidad brasilena que no se
refleja en los espacios de las conferencias plenarias, a pesar de que una de ellas
habia sido asignada a Ubiratan D'’Ambrosio, finalmente fue dictada por Carlos
Vasco de Colombia. Mas lugares en las plenarias a cargo de ponentes brasile-
nos podria contribuir a un mejor conocimiento mutuo de las comunidades brasi-
lena e hispanohablante que participan en esta conferencia. Por otra parte, no
hubo un cuidado sobre las traducciones hechas de las conferencias plena-
rias, donde la lengua privilegiada fue la castellana. Es cierto que las lenguas
castellana y portuguesa son muy cercanas, aun asf consideramos que un gesto
incluyente podria ser traducir al portugués todas las conferencias plenarias.

Conferencias plenarias que reflejen el estado de la investigacion
en Iberoamérica

Una de las partes mas interesantes de la CIAEM, es sin duda las conferencias ple-
narias, en esta edicion, hubo siete conferencias y una mesa plenaria. Todas
ellas nos parecen haber sido interesantes y aportar elementos a la reflexion y al
desarrollo de la Educacion Matematica en las Américas. Sin embargo, considera-
mos que faltan espacios para conferencias de esta misma indole que reflejen el
estado de la investigacion realizada en Iberoamérica. Desde nuestro punto de
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vista, la conferencia de Alicia Avila y la mesa plenaria, “La preparacion de docen-
tes en la ensenanza de las matematicas’, fueron los espacios que contribuyeron
con este papel, que consideramos de suma importancia en nuestra comunidad.

MIEMBROS JOVENES QUE LLEVEN LA VOZ Y LAS NECESIDADES DE OTROS JOVENES

La organizacion de este evento nos parece se veria altamente beneficiada al in-
cluir en su comité ejecutivo, al menos, una voz que represente las necesidades
de los jovenes educadores matematicos en desarrollo o en proceso de consolida-
cion. Este tipo de practicas es comun a otro tipo de eventos como el Congreso
Europeo de Investigacion en Educacién Matemdtica (CERME), con resultados bas-
tante positivos, pues se logra reunir experiencia y juventud, atendiendo con ello
a diferentes necesidades de la comunidad de los educadores matematicos, como
se expone mas adelante.

AREAS DE OPORTUNIDAD

Creemos que esta conferencia cuenta con elementos y condiciones que podrian
ser aprovechadas para hacer de ella un evento académico aiin mas provechoso
para sus asistentes. Consideramos esta combinacion de elementos y condiciones
como “areas de oportunidad” y enseguida senalamos algunas de ellas.

ESPACIOS PARA INVESTIGADORES JOVENES EN FORMACION Y EN CONSOLIDACION

Fue evidente, para nosotros, que la CIAEM es un espacio que reune experiencia y
juventud academica, es decir, es un espacio en el que convergen investigadores
experimentados y jovenes investigadores. Sin embargo creemos que se debe fa-
vorecer aun mas la interaccion entre estas dos esferas de participantes en la
CIAEM. Es claro, que estas interacciones se generan, pero quiza son mas de carac-
ter fortuito que intencionado. Consideramos que es posible aprender del congre-
S0 europeo, CERME, en el que actualmente una jornada y media antes del
congreso se genera un espacio de formacién para jovenes investigadores (YERME
day), bajo la responsabilidad de investigadores consolidados, quienes preparan
conferencias, talleres y actividades que permitan mostrar mas que el producto, el
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desarrollo de una investigacion en Educacion Matematica. Estas experiencias son
invaluables en la formacion de investigadores, ademds de generar relaciones
académicas e incluso futuras colaboraciones entre los participantes.

Por ejemplo, en esta edicion de la CIAEM se contaba con la presencia de edi-
toras, de revistas como zbM (Gabriele Kaiser) y Educacion Matematica (Alicia
Avila), ambos importantes espacios de difusién en nuestra disciplina; hubiera
sido mas que interesante la organizacion de un taller sobre el proceso de publi-
cacion, profundizando en las caracteristicas de las revistas, las formas de presen-
tar el desarrollo y resultados de trabajos, la manera de leer, comprender y
responder arbitrajes, etc. Este es un ejemplo, pero la consideracion es generar
estos espacios de manera ‘formal” o “institucional” en el marco de la CIAEM, todo
con el objetivo de aprovechar la conjuncion de investigadores experimentados y
jovenes para favorecer particularmente el desarrollo de estos ultimos.

ESPACIOS PARA NETWORKING

Consideramos que la CIAEM, como parte de la Comision Internacional de Instruc-
ciébn Matemética (Icmi, por sus siglas en inglés), podria generar espacios que
permitan una interaccién entre los participantes con el objetivo de generar co-
laboraciones y redes. Esta propuesta esta basada en la gran pluralidad de los
participantes que retine este foro y que podrian, bajo un cierto formato, generar
proyectos y trabajos conjuntos a diferentes niveles, desde lo macro hasta lo micro.
Por ejemplo, en esta edicion de la conferencia, uno de los temas abordados fue
la formacion de profesores. La ultima mesa permitio mostrar las similitudes y di-
ferencias de los programas de formacion de paises como Colombia, Costa Rica,
Cuba y Venezuela. Esta mesa sienta las bases de un proyecto que pudiera ser
desarrollado por investigadores de otros paises americanos y que tuviera como
objetivo estudiar las formas en que las investigaciones en Educaciéon Matematica
responden a los retos actuales que enfrenta esta region. Este estudio podria ge-
nerar una reflexion y un trabajo conjunto que permita fortalecer a la comunidad
de investigadores y de formadores en América. Mas alla de espacios propiamen-
te académicos, consideramos fundamental la inclusion de espacios culturales y
de convivencia en el programa de actividades, ya que éstos representan una
oportunidad para compartir preocupaciones, preguntas, intereses, retos e incluso
nuevas ideas que den pauta a proyectos colaborativos.
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A MANERA DE CONCLUSION

Debido a la importancia de esta conferencia en la vida de la comunidad de edu-
cadores matematicos, consideramos necesario resenarla, reconocer su calidad y
su potencial innovador. Esperamos que esta reflexion encuentre eco entre las
personas responsables de configurar este importante espacio académico.

DATOS DEL EVENTO

Conferencia Interamericana de Educacion Matematica, del 3 al 7 de mayo de 2015
Tuxtla Gutiérrez, Chiapas, México
http://xiv.ciaem-iacme.org
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La revista EDUCACION MATEMATICA es una publicacion internacional arbitrada que
ofrece un foro académico para la presentacion y discusion de ideas, conceptos,
propuestas y modelos que puedan contribuir a la comprension y la mejora de la
ensenanza y el aprendizaje de las matematicas en diversos contextos y latitudes.
La revista aparece tres veces al ano y publica articulos de investigacion y ensayos
tedricos sobre temas relacionados con la educaciéon matematica. Adicionalmente,
difunde contribuciones para la docencia en matematicas y resefnas de libros y
eventos de interés para la comunidad de educacién matematica.

OBIJETIVOS
EDUCACION MATEMATICA se propone:

* Actuar como un foro académico internacional en lengua espafnola en
el que se discutan problematicas y hallazgos en torno a la ensenanzay el
aprendizaje de las matematicas en diferentes contextos.

* Facilitar la comunicacion entre investigadores, estudiantes de posgrado y
maestros de matematicas.

* Promover la investigacion en educacion matematica en los paises ibe-
roamericanos.

» Colaborar en la comprension de la naturaleza, la teoria y la practica de la
ensenanza y el aprendizaje de las matematicas.

LECTORES

EDUCACION MATEMATICA esta dirigida a investigadores de la educacién matematica,
maestros en formacion y en ejercicio, estudiantes de posgrado, disefiadores de
programas y proyectos educativos, evaluadores, administradores y cuadros técni-
cos vinculados con la educacion matematica.

PRINCIPALES TEMATICAS

El contenido de EDUCACION MATEMATICA se orienta principalmente a los siguientes

temas:
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e Educacion matematica en el nivel basico.

e Educacion matematica en el nivel preuniversitario.

e Educacion matematica en el nivel universitario.

* |os sistemas educativos y las politicas educativas en educacion matematica.

e Saberes matematicos y procesos de ensenanza y de aprendizaje de las
matematicas en contextos no escolares.

 Historia y epistemologia de las matematicas y de la educacion matematica.

INFORMACION PARA LOS AUTORES

e La revista EDUCACION MATEMATICA publica articulos de investigacion y otras
contribuciones (ensayos, resefas y contribuciones para la docencia) en
espanol, y eventualmente en portugués, en las tematicas enlistadas en esta
Politica Editorial.

» Todos los escritos que se reciben se someten a un proceso de evaluacion
doble-ciego.

¢ El Comité Editorial, con base en los resultados de la evaluaciéon de los es-
critos, se reserva el derecho de aceptar o rechazar un material o hacer su-
gerencias de correccion para su publicacion.

* kI Comité Editorial y la Sociedad Mexicana de Investigacion y Divulgacion
de la Educacion Matematica tendran los derechos de publicacion de los
articulos aceptados, para lo cual el autor debe firmar una licencia de publi-
cacion no exclusiva que se hard llegar a los autores una vez aprobada la
publicacion.

CARACTERISTICAS Y PREPARACION DE LOS ESCRITOS

La revista EDUCACION MATEMATICA publica articulos en espanol y, eventualmente,
articulos en portugués.

ARTICULOS DE INVESTIGACION:
* Deberan tener originalidad y rigor y mostrar, explicitamente, el aparato

conceptual y metodologico utilizado.
* Prepararse electronicamente, en Word o en algun otro procesador compatible.
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* Debera tener un maximo de 10 000 palabras, incluidos resumen, notas,
referencias bibliograficas, tablas, graficas y figuras. Se recomienda amplia-
mente que en total la extension del articulo no sea mayor de 20 cuartillas.

* Se deberd incluir un resumen de entre 150 y 180 palabras en el idioma en
que se haya escrito (espafiol o portugués). Ademas, se incluira una version
en inglés del titulo y el resumen, y cinco palabras clave en los dos idiomas
elegidos.

* El anonimato de los articulos, para su envio a los arbitros, correra por cuen-
ta de los autores. Los editores no eliminaran ni los nombres, ni las citas o
referencias que permitan identificar a los autores.

* En archivo aparte, deberd prepararse una cardtula que contenga: a) titulo
del articulo; b) declaracion de que el material es original e inédito y que no
se encuentra en proceso de revision para otra publicacién (debe mencio-
narse, explicitamente, si el material ha sido presentado previamente en
congresos y ha aparecido de manera sintética (maximo seis cuartillas)
en las memorias del mismo); ¢) el nombre, institucién de adscripcion (in-
cluido Campus, Departamento, Facultad o Division, conforme a la organiza-
cién institucional), direccién electrénica, teléfono, domicilio completo
(incluyendo codigo postal) del autor o los autores.

* las figuras, tablas e ilustraciones contenidas en el texto deberan ir inclui-
das en el archivo del escrito. En caso de que el articulo sea aprobado, se
enviaran las fotografias o ilustraciones en formatos jpg, .tif o .eps, insertos
en el documento y también en archivo aparte, con una resolucién minima
de 300 dpi.

» Debera evitarse el uso de siglas, acronimos o referencias locales que no
sean conocidas por un lector internacional; si estas se utilizan, deberd ex-
plicitarse su significado a pie de pagina, la primera vez que aparezcan.

* Las referencias dentro del texto deben senalarse indicando, entre paréntesis,
el autor, ano de la publicacion y pagina o paginas (Freudenthal, 1991: 51).

» Al final del articulo se debe incluir la ficha bibliografica completa de todas
las referencias citadas en el texto siguiendo el modelo APA.

Briand, . (2011). El lugar de la experiencia en la construccion de las matematicas
en clase. Educacion Matemdtica, 23 (1), pp. 5-36.

Fuenlabrada, I. (compiladora) (2008). Homenaje a una trayectoria: Guillermina
Waldegg. DIE-CINVESTAV/COMIE/UPN. México.
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Stigler, J. W. y I. Hiebert (1999). The Teaching Gap. Best ideas from the World's
Teachers for Improving Education in the Classroom. Free Press. New York.
Moreno, Ly J. Kaput (2005). Aspectos semioticos de la evolucién historica de la
aritmeética y el dlgebra. En: M. Alvarado vy B. Brizuela (compiladoras). Haciendo
numeros. Las notaciones numéricas vistas desde la psicologia, la diddctica y

la historia. Paidés. Col. Educador Num. 179. México.

Hernandez, S. y H. Jacobo (2011). Descripcion de algunas tesis de maestria en
educacién matematica. Revista Electrénica de Investigacion Educativa, 13 (1).
Consultado el 28 de marzo de 2012 en: http://redie.uabcmx/vol 11nol/conte-
nido-hdezjacobo.html

ENSAYOS

EDUCACION MATEMATICA publica ensayos de alta calidad con un maximo de 8000
palabras (y 16 cuartillas incluyendo imagenes y bibliografia), que aborden de
manera rigurosa y original algun tema relevante en el campo de la educacion
matematica. A diferencia de los articulos, los ensayos implican la interpretacion de
un tema desde el punto de vista del autor, sin que sea necesario explicitar el
aparato metodoldgico o documental especifico que lo sustenta, ni aportar datos
empiricos. Los ensayos se someten al mismo proceso de arbitraje que los articu-
los de investigacion.

CONTRIBUCIONES PARA LA DOCENCIA

EDUCACION MATEMATICA considera para su publicacién un numero limitado de
Contribuciones para la docencia, consistentes en propuestas originales de pre-
sentacion de un tema o acercamientos novedosos con sustento conceptual que
hayan sido probados en clase. Asi mismo, se consideran en esta seccion como
puntos de vista fundamentados conceptualmente sobre algun programa o mate-
rial educativo y, en general, cualquier producto de la experiencia en el aula o de
planeacion de proyectos en educacién matematica que se hayan elaborado con
sustento conceptual y rigor metodologico y que se considere valioso compartir
con los docentes de los distintos niveles educativos y los investigadores del cam-
po. Las contribuciones para la docencia no deberan exceder 6 000 palabras o 12
cuartillas incluyendo tablas, grdficas y figuras, y deberan enviarse en formato
Word, con los mismos lineamientos de presentacion que los articulos.
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RESENAS

EDUCACION MATEMATICA publica también resenas de libros especializados, libros
de texto, software, tesis de doctorado y eventos relevantes relacionados con las
tematicas de la revista y que hayan aparecido recientemente. Las resefnas deben
expresar el punto de vista de su autor; es decir, que no serdan meramente descrip-
tivas, y no excederan 2 000 palabras. Asimismo, deben incluir la ficha completa
del texto o software resenado; el nombre, institucion de adscripcion vy el correo
electronico del autor. En el caso de las resenas de tesis de doctorado, se incluira
también el grado, institucion, director de tesis y fecha de defensa. Las resefnas
serdn revisadas al interior del Comité Editorial.

PROCESO DE ARBITRAJE
ASPECTOS GENERALES

Todos los manuscritos recibidos estan sujetos al siguiente proceso de arbitraje:

El Comité Editorial hace una primera revision del manuscrito para verificar si
cumple los requisitos basicos para publicarse en EDUCACION MATEMATICA. Esta re-
vision interna se realiza en un plazo aproximado de dos meses. En este término,
se notificara por correo electronico al autor si su manuscrito sera enviado a eva-
luadores externos. En el caso en el que el manuscrito no se considere adecuado
para su eventual publicacion en EDUCACION MATEMATICA, se expondran, por escrito,
las razones al autor.

ARTICULOS Y ENSAYOS

Las contribuciones que cumplan los requisitos basicos para ser evaluados seran
enviadas para arbitraje doble-ciego de dos expertos en el tema. Este proceso de
arbitraje se realizara en un plazo maximo de tres meses. Después de este periodo,
el autor recibird los comentarios de los revisores y se le notificara la decision del
Comité Editorial: Aceptado en su version original, Aceptado con modificaciones
menores, Aceptacion condicionada a incorporacion de modificaciones mayores, o
Rechazado.

El autor deberd responder electronicamente si esta de acuerdo o no en elabo-
rar una segunda version de su contribucion, incorporando los cambios propues-
tos. La version revisada, acompanada de una relacion de los cambios efectuados,
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debera enviarse en un periodo no mayor de tres meses. Si el autor o autores
envian su segunda version en un plazo mayor al estipulado, el escrito serad con-
siderado como nueva contribucién, y se reiniciara el proceso de arbitraje.

El caso en que un arbitro apruebe una contribucién con modificaciones me-
nores y otro la rechace, la contribucion se enviara a un tercer revisor. Prevalecera
la opinion de dos de los tres arbitros.

CONTRIBUCIONES PARA LA DOCENCIA

Las contribuciones para la docencia se someten a un proceso de arbitraje en el
que participan como arbitros un miembro del Comité Editorial y un arbitro exter-
no. Los plazos del proceso son los mismos que para los articulos y los ensayos.
En caso de discordancia en las evaluaciones, se sequira un proceso similar al de
articulos y ensayos.

RESENAS

Las resenas son evaluadas por un miembro del Comité Editorial y el resultado de
su evaluacion se comunica al autor una vez que haya sido discutido en el pleno
del Comité Editorial. Para hacer la evaluacion, en este caso, se consideran la ac-
tualidad y relevancia del objeto de la resena y la calidad de la perspectiva perso-
nal que el autor incorpora en su escrito.

ENVIO DE LOS ESCRITOS

Los escritos deberan enviarse en archivo electronico a la siguiente direccion elec-
tronica: revedumat@yahoo.com.mx.
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se termino de editar electronicamente
en Formas e Imagenes, SA. de CV,
formaseimagenes@gmail.com
en el mes de junio de 2015.
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