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RESUMEN

Mostraremos coémo pueden trabajarse los conceptos y procedimientos relativos a los
topicos de la optimizacion de funciones con la ayuda del pertinente software computacional y
de representacion grafica. En particular, se expondrd la experiencia con dos herramientas
concretas: Wolfram Mathematica para el tratamiento puramente computacional y GeoGebra
para el tratamiento grafico que facilite una mejor comprension del problema mediante la

visualizacion grafica.

ABSTRACT

This paper shows how computational and graphical representation software can be used
in the teaching of the concepts and procedures corresponding to optimization of functions. More
concretely, we expound our experience using two particular tools: Wolfram Mathematica for the
computational treatment and GeoGebra for the graphical handling to ease a better understanding

via graphical visualization.
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1. INTRODUCCION

En la disciplina del Analisis Matematico, la optimizacion de funciones (tanto de
una como de varias variables) es uno de los problemas mas clasicos a estudiar y
resolver. En parte este interés se debe a la modelizacion de fendmenos reales mediante
funciones y a la necesidad de conocer como se podria obtener el mejor comportamiento
del fenomeno en base a los factores de los que depende éste. Por ejemplo, cuando una
empresa estudia los niveles de coste de su produccion en base a los distintos factores
que intervienen en dicha produccién (e. g. salarios, materia prima, impuestos...), esta
interesada en poder tomar una decision sobre las imputaciones presupuestarias que hara
a los distintos factores con el fin de obtener el menor coste posible. Igualmente,
podriamos plantear el problema con niveles de beneficio y ahora se buscaria obtener las
imputaciones para el mayor nivel de beneficio posible.

Este tipo de problemas los resuelve la optimizacion matemadtica. El fendémeno
que se quiere estudiar (en los ejemplos anteriores el coste o el beneficio de la empresa)

se modeliza mediante una funcién real de varias variables f:0" — % en la que las

variables de la funcion representan los distintos factores que afectan al fenomeno y la

expresion algebraica de f se corresponde con la relacion que existe (o se deduce

empiricamente) entre dichos factores. Por tanto, si lo que queremos es el mayor (o el
menor) valor que alcanza el fendmeno estudiado nos limitamos a optimizar la funcion.
Al ser uno de los problemas clésicos del Andlisis Matematico, la optimizacion es
uno de los contenidos habituales del Calculo en todas las titulaciones en las que se
cursan asignaturas de matematicas. Dependiendo del nivel de formaciéon matematica
que debe de recibir el alumnado, los conceptos y procedimientos se tratan con mayor o
menor profundidad y formalismo. Sin embargo, no resulta extrafio que el tratamiento de
estos contenidos se haga desde una perspectiva tradicional usando algoritmos de “lapiz
y papel”, de tal modo que el alumnado debe realizar todos los calculos a mano sin ayuda
de un sistema algebraico computacional (SAC). El uso de SAC permite, como ya indico
Pérez Jiménez (2005), que nuestro alumnado se centre en mostrar sus competencias
conceptuales y procedimentales sobre la temadtica tratada y su resolucion no esté

condicionada por sus problemas en la realizacion de operaciones y célculos. De este
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modo, el uso de un software como complemento de la actividad del estudiante permite
centrar nuestra atencion en el proceso mental y l6gico que sigue nuestro alumnado para
resolver el problema de manera razonada.

Pero el uso de ordenadores y de software para el tratamiento de problemas
matematicos no debe basarse en lo indicado anteriormente, sino que la formacion de
nuestro alumnado debe ser la apropiada para el siglo en el que viven y, por tanto, el
desarrollo de las competencias digitales para la resolucion de problemas matematicos
debe estar presente en nuestra actividad docente tal y como plantean, entre otros,
Montero (2006), Tenorio (2010) y Martin-Caraballo y Tenorio (2011). El tratamiento
matematico que transmitimos a nuestro alumnado no se puede limitar al utilizado en el
s. XIX sino que debemos ir incorporando las técnicas, recursos y procedimientos que
van apareciendo y que conllevan una modificacion en el tratamiento y la resolucion de
problemas, los cuales deberian también reflejarse en el paradigma docente. Pero es mas,
el uso de software computacional es también un recurso magnifico para estudiar las
competencias matematicas del alumnado sin tener en cuenta factores previos que
distorsionen una evaluacion competencial tal y como exponen Oliver y Tenorio (2012)
y Tenorio y Martin-Caraballo (2012).

Ante este planteamiento, el objetivo del presente trabajo es mostrar como el uso
del software apropiado puede ser de suma utilidad en el proceso de
ensenanza/aprendizaje de nuestro alumnado a la hora de tratar los contenidos y las
competencias correspondientes a la optimizacion de funciones. Las actividades y
propuestas aqui presentadas se han trabajado con nuestro alumnado en mayor o menor
medida en las asignaturas en las que tenemos docencia y que abarcan tanto titulaciones
técnicas como de ciencias sociales (Ingenieria Informatica, Economia, Finanzas y

Contabilidad y Administracion y Direccion de Empresas).

2. OPTIMIZACION DE FUNCIONES OBJETIVO

En esta seccion planteamos los distintos problemas de optimizacion que
explicamos a nuestro alumnado en las Asignaturas antes referenciadas y hacemos un

pequeiio repaso de los conceptos y resultados que se trabajan en las distintas sesiones y
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para cuya mejor comprension y asimilacion puede ser de suma utilidad un software de
Matematicas tal y como se mostraré en la Seccion 3.

Aunque los conceptos y procedimientos son habituales en los manuales de
Matematicas, tanto para las ingenierias como para las ciencias economicas y
empresariales, haremos una pequefia descripcion de los aspectos en los que centramos
nuestra atencién cuando usamos el software como recurso docente para la correcta
adquisicion de los conceptos y procedimientos, sin centrarnos en la realizacion de
calculos; lo cuales son necesarios para alcanzar los niveles de competencia adecuados,
pero pueden trabajarse en una segunda etapa tras la correcta comprension de los
contenidos. Para una descripciéon completa de los métodos que se mencionan en esta
seccion, consultese Pucell et al. (2007), Fernadndez et al. (2002), Fernandez-Lechoén y
Castrodeza-Chamorro (1986).

Nuestro alumnado debe enfrentarse a las tres tipologias de problema de
optimizaciéon que existen: la optimizacion propiamente dicha, la maximizacion (o
mayoracion) y la minimizacién (o minoracion); siendo los dos ultimos, casos
particulares del primero en los que se buscan solo parte de las soluciones del problema
de optimizacion completo. Los tres problemas anteriores suelen denotarse como sigue
respectivamente:

Max f(x,,x,,...,X,) Min f(x,,x,,...,X,) Opt f(x,,x,,...,X,)

Se dice que un punto a& Dom( f) es un maximo de la funcion f cuando, en un

entorno de a, la funcion toma siempre valores que no superan f(a) (i. e. f(x)=< f(a)

para todo xEDom(f) tal que d(x,a)<g). Esto es facilmente observable y
comprensible para nuestro alumnado si lo exponemos graficamente, como ocurre en las
graficas de la Figura 1 donde es facil observar un minimo en cada una de ellas:
solamente es necesario trazar la recta paralela (resp. plano paralelo) al eje (resp. a los

ejes) que permite representar a Dom( f) y ver que la grafica queda por debajo.
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Figura 1. Ejemplos de maximos en funciones con 1y 2 variables.

Anélogamente se procede a definir el concepto de minimo sin mas que cambiar

el sentido de la desigualdad (i. e. f(x)= f(a)) y asegurar que los valores de la funcion
S siempre superan f(a). Ahora, la idea es que la grafica esté siempre por encima de la

recta (resp. plano) referido en el parrafo anterior tal y como se muestra en Figura 2.
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Figura 2. Ejemplos de minimos en funciones con 1 y 2 variables.
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Obviamente la idea intuitiva de maximo y minimo (y, en general de dptimo, si
no distinguimos entre maximos y minimos) es bien simple y el alumnado podria
asimilarla en dimensiones bajas mediante simulacion grafica. Es mas, partiendo de una
primera definicion como la dada, el alumnado podria por si mismo alcanzar la nocion de
optimo global y local y de 6ptimo estricto y no estricto por medio de la simulacién antes
mencionadas con familias de funciones seleccionadas por el equipo docente para que se
vayan planteando las distintas cuestiones y que, de manera auténoma y por medio de la
observacion, pueda ir sacando conclusiones para asi afianzar mejor los conocimientos
que va trabajando y adquiriendo.

Es mas, en el caso de funciones de una variable, el problema de optimizacion
puede trabajarse también en relacion con el problema del crecimiento/decrecimiento de
la funcién objetivo estudiada. Simplemente basta con orientar a nuestro alumnado
indicando que estudie el comportamiento de la funciéon en cuanto a crecimiento y
decrecimiento se refiere y que relacione dicho comportamiento con el hecho que la
funcién en un punto tenga un maximo o un minimo. De este modo, serd el alumnado el
que llegue a la conclusion de que los maximos son los puntos en los que la funcion deja
de crecer y empieza a decrecer y los minimos son aquellos en los que ocurre lo
contrario.

Existen dos resultados esenciales en la optimizacion de funciones objetivos: uno
es el Teorema Local-Global y el otro es el Teorema de Weierstrass. El primero asegura
la globalidad de los Optimos, si existen, segtn el tipo de funcion. Asi, en una funcién
convexa, los maximos son siempre globales y en una funcioén céncava, los minimos son
siempre globales. Por su parte, Weierstrass asegura la existencia de los dos tipos de
optimos cuando se esta trabajando con conjuntos compactos.

Nuevamente, la representacion grafica con ordenador puede ser de suma utilidad
para asentar estos resultados en nuestro alumnado ya que con las representaciones de las
familias que previamente se le ha dado se podria pedir que deduzca las dos propiedades

referenciadas.
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2.1. Optimizacion de funcion objetivo en conjuntos abiertos

En base a lo ya expuesto, parece natural empezar a optimizar una funcion
objetivo sin pedir ninguna restriccion sobre las variables de la funcidén. Es decir,
trabajamos sobre todo su dominio que, en el caso del algebra y composicion de
funciones elementales reales, corresponde a un conjunto abierto.

En este caso y tras haber asentado con nuestro alumnado el concepto de maximo
y de minimo, hay que presentarle procedimientos de célculo que le permita obtener
dichos puntos mediante un procedimiento algoritmico. Como es bien sabido el
procedimiento simplemente consiste en: a) obtener los puntos (denominados criticos)
que anulan al gradiente de la funcion; b) determinar el signo de la matriz hessiana de la
funcion en los puntos obtenidos en el paso anterior. En cuanto al signo de la matriz, si
ésta es definida positiva, el punto es un minimo, mientras que si es definida negativa, el
punto es un maximo. Sin embargo, cuando la matriz es indefinida, el punto no es ni
maximo ni minimo... de hecho, dependiendo de la direccion por la que nos acerquemos
al punto, este se comportara en esa direccidon como un maximo o como un minimo. De
esta forma, introducimos a nuestro alumnado los puntos de silla de una funcioén.

Obviamente, este planteamiento estd pensado en varias variables y no se afronta
la tematica como una cuestién general de varias variables, sino que primero se hace un
acercamiento a la situacion desde las funciones reales de una variable (usando las
derivadas primeras y segundas de modo que se conecta con los procedimientos que ha
debido trabajar en Bachillerato) y después se generalizan los resultados en varias
variables tal y como hemos indicado.

Tras plantear el problema de optimizacion sin restricciones, se plantean las
restricciones de desigualdad estricta, que corresponden en " a la definicion de
conjuntos abiertos. Estariamos hablando de un problema de optimizacion con la forma:

Optimizar f(x,,x,,...,X,)
sujetoa  g,(x,,x,,...,x,) < b,

(1)
g,.(x.,x,,..,x,)<b,

donde g, :R" — R es una funcioén lineal, b, = 0 es una constante real para 1<i<m y

el sentido de las desigualdades también podria ser el contrario (>). El conjunto
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determinado por las restricciones se denomina el conjunto factible sobre el que se
optimiza la funcion objetivo f.

El alumnado debe tener muy claro (y eso es sumamente facil de hacer con la
manipulacion del problema mediante representacion grafica) que la propiedad de
optimo es de tipo local para la funcién y que esas restricciones no afiaden ninguna
modificacién a la determinacion de dichos puntos, salvo la de comprobar que los
optimos detectados deben estar en el conjunto factible considerado.

También es necesario que el alumnado entienda que, en el caso de varias
variables, la tipologia de los puntos criticos cuya matriz hessiana es semidefinida no
puede determinarse solo a partir del signo, debiéndose utilizar otras propiedades de la

funcion que permitan determinar si es un 6ptimo o un punto de silla.

2.2. Optimizacion de funcion objetivo en frontera: método de Lagrange

No obstante, en ocasiones la optimizacion no se lleva a cabo en un conjunto
factible abierto, sino que ésta se realiza en conjuntos cerrados. El primer tipo de
cerrados que el alumnado ha de considerar corresponde a los bordes de recintos o lo que
es lo mismo a conjuntos definidos por ecuaciones (y no por inecuaciones como pasaban
con los abiertos en la subseccion anterior). En resumen, la ecuacion (1) pasaria a ser

Optimizar f(x,,x,,...,X,)
sujetoa  g,(x,,x,,...,X,)=b,

()
g, (x.,x,,...,x,)=b,

En este caso, existen dos alternativas que pueden trabajarse con el alumnado
para obtener los Optimos; ambas requieren de multiples calculos a los que a veces
nuestro alumnado le da més importancia, no centrandose en el proceso. Precisamente, el
uso de un SAC permitiria reducir la importancia de los célculos y centrar el trabajo con
el alumnado en los procedimientos para una correcta comprension y asimilacion de los
mismos.

La primera opcion para resolver este problema de optimizacion consiste en
resolver el sistema de ecuaciones que forman el conjunto de restricciones y la solucion
paramétrica del sistema sustituirla en la funcidén objetivo, para obtener una funcién
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objetivo auxiliar con menos variables y no sujeta a restricciones. Este acercamiento al
problema plantea dos problematicas: la primera consiste en que el sistema no siempre es
resoluble de manera exacta, por lo que el alumnado deberia tener muy claro si puede o
no resolver dicho sistema (e incluso, a veces, si interesa resolverlo); y el segundo
problema reside en que hay que tener en cuenta todas las coordenadas del punto original
cuando se establece el 6ptimo y no limitarse solo a las coordenadas correspondientes a
las variables que han quedado en la funcidn objetivo auxiliar.

La alternativa a la resolucion del sistema de ecuaciones que forman el conjunto
factible consiste en crear la funcidon objetivo auxiliar, no por sustitucion y supresion de

variables, sino por modificacion de la funcion objetivo f insertando de cierta manera

las restricciones en las propia funcion objetivo. Esta alternativa, que se va a comentar a
continuacion, consiste en el Método de Multiplicadores de Lagrange y solventa las dos
problematicas del acercamiento expuesto anteriormente para los problemas de
optimizacion: se puede aplicar con cualquier sistema de ecuaciones definiendo el
conjunto factible y los 6ptimos obtenidos tienen todas sus coordenadas. No obstante,
surge un nuevo problema: ahora el 6ptimo de la funcidon objetivo auxiliar tiene mas
coordenadas ya que tiene variables auxiliares, por lo que el alumnado debe tener en
cuenta la supresion de dichas variables auxiliares.

Como hemos indicado, la propuesta del método de Lagrange consiste en crear
una funcién auxiliar 2 combinando la funcidon objetivo y las restricciones.

Concretamente, se introduce una variable real auxiliar A, por cada restriccion

gi(xlaxza---,xn) = bil

m

ZERNE VIR EY (C O DESNVIE FHETENNERES

i=1
Esta funcion & se considera la funcion objetivo a la que ya no le afectan restricciones,
siendo el conjunto factible el dominio completo de A. A esta nueva funcion, se le aplica
el procedimiento expuesto para los conjuntos abiertos sin mas que tener en cuenta que
el gradiente se calcula de la manera habitual y la matriz hessiana solo considerando

como variables de derivacion las variables de la funcion objetivo original.
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2.3. Optimizacion de funcion objetivo sobre convexo: Teorema de Kuhn-Tucker

Desafortunadamente, en Economia, muchas veces las restricciones que
satisfacen las variables de la funcidén objetivo no corresponden a ecuaciones, sino a
inecuaciones. Por tanto, el conjunto cerrado no es del tipo considerado anteriormente.
No obstante, si suele ser habitual que los conjuntos factibles cerrados usados en la
optimizaciéon de funciones con significado econdémico correspondan a conjuntos
convexos, por lo que el problema de optimizacion vendria dado por la modificacion de
la ecuacion (1) como sigue:

Optimizar f(x,,X,,...,X,)
sujetoa g, (X,,X,,..,x, )< b

g, (x,%,),...,x,)<b,

Precisamente, el Teorema de Kuhn-Tucker busca generalizar el Método de
Multiplicadores de Lagrange para resolver esta cuestion. Basicamente, este método
consiste en resolver el problema no lineal como uno sin restricciones utilizando la
funcion de Lagrange. Una vez hecho esto, si la solucion 6ptima encontrada no cumple
la totalidad o parte de las restricciones del problema se activan tales restricciones (esto
puede realizarse en conjunto o secuencialmente) y se resuelve nuevamente. Esto se
repite hasta llegar a un conjunto de restricciones activas cuya solucion satisface también
las restricciones omitidas.

Las condiciones de Kuhn-Tucker son necesarias de optimalidad local, es decir,
se verifica que si Xo es maximo local, entonces satisface las condiciones de Kuhn-
Tucker para maximo y si Xo es minimo local, entonces satisface las condiciones de
Kuhn-Tucker para minimo. Por tanto, si un punto satisface las condiciones de Kuhn-
Tucker para méximo, s6lo podemos decir que es un “posible” maximo local; si en
cambio, no las satisface, si podremos asegurar que no es maximo local.

Las condiciones de Kuhn-Tucker son:
1. Vf(x,)= Eﬂl g.(x,) (esta condicion obliga a que el gradiente de la
i=1

funcion objetivo en xy sea combinacion lineal de los gradientes de las

restricciones en Xx).
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2. Ag,(x,)=0 Vi (esta segunda condicién, obliga a que los

multiplicadores de Kuhn-Tucker asociados a restricciones no saturadas
en xo sean nulos):
1. Si la restriccion g; esta saturada en Xo: ( gi(xg) = 0) entonces: 4
gi(xg) = 0 para cualquier valor de 4,.
ii. Si la restriccion g; no esta saturada en xo: (gi(xg) <0) entonces la
unica posibilidad para que 4; gi(xg) =0 es que A; = 0.

3. 4 =0 Vi, si el problema es de maximizar o bien A <0 Vi, si el

problema es de minimizar, (es decir, cuando el punto satisface Kuhn-
Tucker para maximo, todos los multiplicadores deben ser positivos;
cuando el punto satisface Kuhn-Tucker para minimo, todos los
multiplicadores deben ser negativos).

4. g.(x,)=0 Vi (esto nos dice que el punto xy debe satisfacer todas las

restricciones del problema, es decir, debe pertenecer al conjunto de
soluciones factibles del problema).

La interpretacion geométrica de las condiciones de Kuhn-Tucker puede
expresarse como sigue: en un punto de posible méximo, el gradiente de la funcion
objetivo es combinacion lineal positiva de los gradientes de las restricciones saturadas
en xy. Andlogamente, en un punto de posible minimo, el gradiente de la funcion objetivo
es combinacion lineal negativa de los gradientes de las restricciones que se saturan en
X0.

Sabemos que las condiciones de Kuhn-Tucker son solo necesarias en general,

pero también son suficientes cuando hay convexidad.

2.4. Programacion lineal

En la programacion lineal, la funcion objetivo f:R" — %R es lineal y se
establece una serie de restricciones mediante ecuaciones y/o inecuaciones lineales, entre
las que debe imponerse obligatoriamente que las variables sean positivas (condicion de
no negatividad de las variables); i. e. condiciones del tipo g,(x,,x,,....;x,)=<b,,
g:(x,x,,.,0x,)=zb, o g,(x,x,,..,:x,)=>b,, donde g,:R" =N es una funcion

XXIII Jornadas ASEPUMA — XI Encuentro Internacional 12
Anales de ASEPUMA n° 23: 111



Explicando la optimizacion de funciones con el uso de software de dlgebra computacional y geometria dinamica

lineal y b, = 0 una constante real para 1 <i < m . El conjunto de restricciones determina

el conjunto factible en el que queremos optimizar la funcion objetivo.
Formalmente, el problema al que debe enfrentarse nuestro alumnado tendria la
siguiente expresion (salvo el signo de desigualdad en las restricciones determinadas con

las funciones g, ):

Optimizar f(x,,x,,..,X,) =a,X, +a,X, +...+4a,x,
sujetoa  g,(x,,x,,...,x,)<b,

g.(x,x,,.,x,)<b,
x; z0,Vie{l,---,n}

Existen muchos métodos para obtener los 6ptimos de la funcién objetivo en un conjunto
factible en los supuestos de la programacion lineal, pero en todos ellos el resultado que se utiliza
es el siguiente: los vértices del conjunto factible (puntos de interseccidn resultantes de intersecar
los conjuntos determinados por las restricciones del problema) son los candidatos a 6ptimo de la
funcidn objetivo y se denominan soluciones basicas. Por tanto, la resolucion de un problema de
programacion lineal se basa en localizar las soluciones factibles y determinar cudl de ellas tiene
el valor 6ptimo (maximo o minimo, segin proceda) en la funcioén objetivo.

Precisamente, en este hecho se basa la técnica de resolucion grafica de los problema de
programacion lineal, segin la cual se procede representando graficamente el conjunto factible y
posteriormente se representan las distintas curvas de nivel de la funcion objetivo buscando la
curva del mayor o menor nivel (segiin busquemos el maximo o el minimo, respectivamente) que
corte al conjunto factible.

Esta metodologia, que solo puede usarse para funciones objetivo con 2 o 3 variables, es
de suma utilidad pedagégica para introducir la programacion lineal y que el alumnado pueda
experimentar con los conceptos bésicos para una correcta comprension y asimilacion mediante
la manipulaciéon y simulaciéon con la ayuda de un software de geometria dindmica (como
expondremos en la Seccidn 3).

Como es sabido, el método del simplex es el método algoritmico con el que
habitualmente se resuelve este tipo de problemas cuando se trabaja en dimensiones superiores a
3 y la representacion grafica no es aplicable. El método de simplex se centra en localizar una
solucion basica y determinar si existe alguna solucién basica que mejore a la anterior. No
entraremos en detallar los pasos del método pero si queremos hacer énfasis en que para

optimizar el esfuerzo y trabajo del alumnado seria sumamente conveniente el uso de recursos
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complementarios que permitieran como ya hemos dicho la simulacién por parte de nuestro
alumnado permitiendo ver el comportamiento del método y la decisiones que deben tomarse en
los distintos pasos en base a ir modificando datos del problema a solucionar. Sin embargo, esto
no seria posible si dichas simulaciones tienen que hacerse aplicando el método manualmente sin
ayuda de los paquetes informaticos. En este sentido, se haran algunas indicaciones en la Seccion
3 sobre herramientas computacionales existentes que permiten visualizar por parte del alumnado
las distintas etapas del método y las decisiones que deben ir tomandose para obtener el 6ptimo

buscado.

3. USO DE SOFTWARE PARA ASISTIR EN RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Cuando el profesorado deja de preocuparse en exceso sobre el aprendizaje
correcto y formal de la ejecucion manual de un algoritmo (incluida la comprobacion de
todas las hipotesis necesarias para su aplicacién) y comenzamos a pensar que lo
realmente importante es que el alumnado sea capaz de aplicar correctamente dicho
algoritmo y de utilizar la respuesta que éste devuelve en el contexto del problema
trabajado, es entonces cuando toma sentido el uso de los ordenadores y de software de
calculo simbolico y de geometria para el tratamiento de problemas matematicos
(Montero, 2006; Pérez-Jiménez, 2005).

Nada mas lejos de nuestra intencion el suprimir la explicacion y tratamiento de
procedimientos de la manera tradicional usando lapiz y papel. Obviamente esto es
completamente necesario ya que ese aprendizaje permite adquirir una serie de
competencias matematicas que solo pueden obtenerse de ese modo. Pero si afirmamos
que las asignaturas no pueden enfocarse solo en el uso de este tipo de aprendizajes;
creemos que es fundamental dar su lugar al tratamiento computacional de problemas
matematicos en las asignaturas (Martin-Caraballo y Tenorio Villalon, 2014).

Al usar un software de calculo simbdlico en nuestra practica docente, podemos
realizar preguntas al alumnado que de otro modo no podriamos hacerle y que no se
centran en la simple realizacion correcta de calculos (ya que los hace el ordenador), sino
en la asimilacion de conceptos y adquisicion de competencias matematicas. Podemos
centrarnos en si el alumnado sabe cudndo y como deben aplicarse los métodos tratados
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y si sabe interpretar adecuadamente (y, por tanto, utilizar) las soluciones devueltas por
el software al problema que se haya planteado. Las preguntas no deben limitarse a
escribir simplemente la salida dada por el software.

El uso de software matematico en la docencia permite que el alumnado manipule
por si mismo los problemas, experimentando con diferentes ejemplos y testeando de
manera autonoma lo que acontece cuando se modifican las condiciones iniciales de un
problema; tales modificaciones ya no supondrian un aumento significativo del trabajo a
realizar por el alumnado pues no conllevan realizar célculos sino que simplemente sera
el ordenador el que procederd a recalcular todos los valores a partir de los datos
modificados. De hecho, para el testeo, el alumnado solo tendria que cambiar las
condiciones iniciales pertinentes y ejecutar nuevamente la aplicacion. De este modo, el
alumnado puede trabajar en una primera fase de aprendizaje mediante una técnica de
ensayo acierto/error que le facilitara la posterior asimilacion abstracta del problema en
cuestion. Como ejemplos practicos de esta metodologia docente, remitimos a Martin
Caraballo y Caro Chaparro (2010) o Martin Caraballo y Tenorio (2011), en los que se
expone el uso del software “GeoGebra”. Para el uso de esta metodologia con un paquete
de calculo simbdlico, el lector puede consultar Tenorio (2010) o Tenorio et al. (2010)

Un ejemplo de lo expuesto es la utilizacion del software de geometria dindmica
“GeoGebra” para trabajar graficamente la resolucion de un problema de programacion

lineal, donde las restricciones y la region factible se representan facilmente (Figura 3).
B

2 SOPRNCED

| » vista Gréfica

{x+2y S10)A( 2eey=d

Max 2x+3y

sa x+2y<10
y=<4
2x+y>6
x=2
X,y=0

"

Figura 3. Representacion de la region factible.
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Ademas, podemos representar el vector gradiente (para ver el sentido de
crecimiento de la funcidn objetivo) y, creando un deslizador, se puede cambiar el valor

de la funcidén objetivo y movernos en el sentido de crecimiento del gradiente para
maximizar la funcion objetivo (Figura 4).

Uﬁx‘l\‘ soc] =2 @]

(==
=
o
Max 2x+3y
yey=10 s.a x+2y<10
y=4
2x+y=6
x=2
X,y=0
-(3)
V= 5 |
vaoo=s
® P
B
Clbd e olof N +] <
> Vista Agebraica [ vista Gréfica ]
egfac = {(x+ 2y <10 ( o y=o
AN Max 2x+3y
x+2y=10 -

s.a x+2y<10
y<4
2x+y=6

x=2

X,y=0

Figura 4. Moviendo la funcioén objetivo para encontrar el maximo.

Con la utilizacién de este software también es facil e intuitivo ver qué ocurre
cuando van cambiando los valores de las restricciones (término independiente o

coeficientes) y de los coeficientes de la funcidon objetivo. Es decir, se puede realizar un

andlisis de sensibilidad y ver graficamente qué va cambiando.
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Utilizando GeoGebra, se puede conseguir con la representacion grafica del
problema (de la funciéon y de la region factible) que la asimilacion del concepto de
optimo sea mas sencilla. Ademas, se puede ver facilmente cuando la funcion pasa de
creciente a decreciente y asi ver la relacion que existe entre Optimo y crecimiento (esto
es muy intuitivo cuando se trabaja en GeoGebra con funciones de una variable).
Destacar que aunque hemos utilizado un ejemplo con solo dos variables, las ultimas
versiones de GeoGebra permiten utilizar un médulo de representacion en 3D.

Otro de los problemas planteados es el problema de programacion lineal. Para
resolverlos, podemos utilizar otro software como Lindo, o bien utilizar programas
online como phpsimplex, que es de uso libre y gratuito, ademds, por supuesto de
GeoGebra. En la Figura 5 puede verse una salida de phpsimplex, donde se ha resuelto el
mismo problema que anteriormente realizamos con GeoGebra. La herramienta
phpsimplex permite resolver el problema graficamente o bien utilizando el método del

simplex, en las Figuras 5 y 6 se ha resuelto el problema graficamente:

- 5 € [ wwwphpsimplexcom/simplex/grafico2 php?o=ma : 8= esur]_1=18&r1_2=28:d1=-18y1=108&r2_1=08r2_2=18d2=-18y2

MAXIMIZAR: 2 X1 +3 32

1% +2X2 <
0X1+1Xe<
2X1+13X22
1X1+0X22
1% +0X22
0X1+1Xe2

0

So e s n

X1,%220

1 3 5 7 a

Figura 5. Conjunto factible y funcién objetivo en el dptimo (phpsimplex).
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€ 9 C [} wwwphpsimplexcom/simplex/grafico2 php?o=maxBud =28x2=381rt=68y= 28] =estur]_1=18r1_2=26d1=-18y1=108r2_1=06r2_.

y2=463 1=28r3_2=18:d3=18y3=64r4_1=18r4 2=08:04=18y4=261'5_1=18r5_2=08d5=184, @ 77| =

Coordenada X (X1) | Coordenada Y (X2) = Valor de la funcién objetivo (Z)

1) Mostrar resultados como fracciones.

NOTA:
En color verde los puntos en los que se encuentra la solucion.
En color rojo los puntos que no pertenecen a la region factible.

Resolver mediante el método Simplex

Figura 6. Resolucion del problema de programacion lineal (phpsimplex).

Si ahora elegimos la opcion de resolucion analitica del problema en phpsimplex,

obtenemos las salidas que pueden verse en las Figuras 7 a 10:

€ - C [ wwwphpsimplexcom/simplex/page2 php?o=maxgixl = 28ex2=38irt=68:v= 28 =esturl 1=1&rl_2=2&:d1=-18y1=108r2 1=08&r2 2=18d2=-18y2=48:r3 1=28r3 2=18:d3=18y3=68r4_1=18rd_2=08:dd=18yd=28&r5_1=18r5_2=0&d5=18y5

Pasamos ¢l problema a la forma estandar, afiadiendo variables de exceso, holgura, y artificiales segin corresponda (mestrar/ocultar detalles)

« Como la restriccion 1 es del tipo '<' se agrega la variable de holgura X3.
* Como la restriccion 2 es del tipo '<' s agrega la variable de holgura Xa.
* Como la restriccion 3 es del tipo ' se agrega la variable de exceso X5 y la variable artificial Xo.
« Como la restriccidn 4 es del tipo ' se agrega la variable de exceso X6 y la variable artificial X1o.
* Como la restriccion 5 es del tipo ™' s¢ agrega la variable de exceso X7y la variable artificial X11.
« Como la restriccion 6 es del tipo ™' se agrega la variable de exceso X8 y la variable artificial X12.

MAXIMIZAR: 2 X1 + MAXIMIZAR: 2X1+3X2+0X3+0X4+0Xs5+0X6+0X7+0Xs+0Xo+0
3X2 Xi10+ 0 X11 + 0 X2

1X1+2X2<10 1X1+2X2+1X3=10

0X1+1X2<4 0X1+1X2+1X4=4

2X1+1X2>6 Il- 2X1+1X2-1Xs5+1X0=6

1X1+0X2>2 1X1-1X6+1X10=2

1X1+0X2>0 1X1-1X7+1X11=0

0X1+1X220 0X1+1X2-1Xs+1X12=0

X1,X2>0 X1, X2, X3, X4, Xs, X6, X7, X8, X9, X10, X11, X12>0

Pasamos a construir la primera tabla de la Fase I del método de las Dos Fases.

Solucién directa

Figura 7. Resolucion analitica con phpsimplex (Paso 1).
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€ > C [ wwwphpsimplexcom;/simplex

php?l=es

PHPSimplex

Inido Teorfa Eemplo  Ayuda  Salir v Twittear (173 841 130 | [FICRRY {1455

Método Simplex de las Dos Fases

Tabla 1 olololofofolo]o]a]a
Base G P P B P« P P P P B Pu
» o0 10 12 1 0|00/ 0|0o 0 0
% 0|4 0|1 0 1]|0]0ol0o]ololo
B 1|6 21,0 0|-1]00]0 1|0
o | 210 0|00 o0 0 1
Pu |1 o [l oo o lofo afolo]o
P2 |10 01 0 000 a0 o
z 8 4|20 0|11 100

Mostrar resultados como fracciones.

La variable que sale de la base es P11 y la que entra es P1

Figura 8. Resolucion analitica con phpsimplex (Paso 2).

€ > C [ wwwphpsimplexcol

Inico  Teoria Ejemplo  Ayuda  Salr W Twittear 173 841 130 | [FINEEY | 1465

Meétodo Simplex de las Dos Fases

Tabla 1 0ololo
Base © P P1 P2 Ps
P |0 8|0 2|1
B0 40|10
B | 12010
Po |1, 20 00
Pio 1 2 1 0 0
P2 | 1 00 0
z 6120

Mostrar resultados como fracciones.

La variable que sale de la base es P12 y la que entra es P2.

0 00
P+ Ps Ps
0,01
1,0/]0
0 1] 2
0]0/|-1
00 1
0 0|0
0. 1]0

Continuar

~lolololl

o oo

Figura 9. Resolucion analitica con phpsimplex (Paso 3).
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€« C' [ www.phpsimplex.com/simplex/paged.php?f=08&l=es

PHPSimplex

Inicio  Teora Ejemplo  Ayuda  Sar W Twittear | 173 841 130 [FTTIEEY | 1485

Método Simplex

Operaci di Itar detalles)
Tabla 5 2 3/0/0/0 /0|0 0
Base C Po P P2 P3s P« Ps Ps P1 B
Ps 0 8 0 0 1 0 0 1 0 2
Ps 0140 0 2 0 1 0 0 3
P 0 4 0 0 0 1 0 0 0 1
b7 0100 0 1 0 0 0 1 2
1 2 (101|010 f0]|0fO0]2
P2 3 0/0 1,000 00 1
Z 2000 |0 20 0]0|0]1
Mostrar resultados como fracciones.
La solucién éptima es Z =20
=10
X2=0

Resolver mediante el método Grafico

Figura 10. Resolucion analitica con phpsimplex (Paso 4).

Al utilizar esta herramienta, el objetivo no es que los alumnos sepan hacer los
calculos; sino que, de forma constructiva y secuencial, entiendan cémo funciona el
método del simplex y asimilen cdbmo van entrando o saliendo las variables de la base en
cada uno de los pasos, asi como cuando se llega a la tabla dptima y por qué. De esta
forma, el alumnado puede asimilar de una forma mas intuitiva las competencias
procedimentales del método del simplex.

Otro software que utilizamos con nuestros estudiantes es el paquete de calculo
simbdlico Mathematica, que también nos puede ser muy util en nuestra docencia asi
como facilitar a los estudiantes la comprension del problema planteado. Del software
Mathematica queremos destacar especialmente la herramienta “Wolfram Alpha”, que
puede ser utilizada bien en el propio paquete de Mathematica o bien online. Asi, si
queremos resolver un problema de optimizacién (ya sea con o sin restricciones) lineal o
no, podemos utilizar esta util herramienta.

Como ejemplo, vamos a resolver el problema

Optimizar x> + y*> + y -1

s.a xP+yi=l
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utilizando la herramienta Wolfram Alpha online (www.wolframalpha.com), podemos

ver el resultado en la Figura 11:

+on+x9%5E2%2By%5SE2<%3D1
3% WolframA
extrema X" 2+y"2+y-1 0N X" 2+y~2<=1 =] ‘

Examples Random

2, 2
X +y +y-1
extrema
X*ryt=1

max{® +y* +y—1|xX* +y* =1} =1 at (x, ) = (0, 1)

2, 2 2, 2 5 1
min{.\"+y‘+y—l|x‘+y“sl}=—:‘ (x,y):(O,—E)

G Enable interactivity

Figura 11. Resolucion de un problema de programacion no lineal con Wolfram Alpha.

Es importante destacar que con esta herramienta obtenemos, ademdés de la solucion
optima buscada, informaciéon adicional ya que también nos dice si los 6ptimos obtenidos son
locales o globales, asi como el valor de la funcidon objetivo en los dptimos calculados. En
nuestro ejemplo, se tiene un méaximo global en el punto (0,1) y un minimo global en el punto
(0,-1/2).

Por otra parte, es sumamente Util como herramienta pedagdgica que podamos ver
graficamente la funcidn objetivo (y sus curvas de nivel) y las restricciones del problema para asi
poder hacernos una idea més clara del problema que queremos resolver. Esto mismo se puede
hacer con GeoGebra, aunque sin tener informacioén sobre la globalidad o no de los 6ptimos.

Por ultimo en la Figura 12 puede verse la soluciéon que nos da el software Mathematica
cuando utilizamos Wolfram Alpha para resolver el siguiente problema con mdas de una
restriccion:

Optimizar log(x) +log(y)
s.a 10x+5y <350

0.1x+0.2y <8
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“3 Untitled-1 * - Wolfram |}

{| File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

| Wolfram Mathematica | STUDENT EDITION D ions | | Wolfram C ity | Help
I'a
ra- Q xtrema log(x Hog(y) on {10x+5y<=350, 0.1x+0.2y==8] J
Assuming “log” is the natural logarithm | Use the base 10 logarithm instead

Input interpretation:

log(x) +1log(y)
10545y 23504015402y <8

logl} i the natural logarithm
&_1ne_25... is the logical AND function

Global maxima:

no global maxima found)

Global minima:

1o global minima found)

Local maximum:
max(log(x) +log(y) | 10x + 5 < 350 A0.1 x+0.2 p < B = 639693 =t [, 3) = (20, 29.9999)

3D plot:

75% +

Figura 12. Resolucion de un problema de programacion no lineal con Wolfram Alpha

dentro del entorno de Mathematica.

4. CONCLUSIONES

En aquellas asignaturas en las que se emplea software tanto de célculo simbolico como
de geometria dinamica (Mathematica y GeoGebra principalmente) es posible complementar y
reforzar el proceso de ensefianza/aprendizaje del alumnado, no solo ensefiando acorde a lo que
demanda una sociedad digitalizada como la nuestra; sino que también nos permite, mediante la
asignacion de actividades durante el semestre, el comprobar la asimilacién de conceptos y
procedimientos por parte del alumnado; pues muchas de estas actividades pueden realizarse y/o
complementarse con el uso del pertinente software para evitar las dificultades operativas que

pueden tener algunos estudiantes. Ademas, el uso de un software de geometria dindmica es
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también una herramienta eficaz para que el alumnado pueda desarrollar, siempre que sea
posible, una vision espacial y geométrica del problema a resolver; con lo que se favorece la
comprension de dicho problema puesto que lo puede visualizar y no se trata de una cuestion
abstracta, que suelen ser de suma dificultad para los estudiantes pero que son esenciales en la
formacion matematica que debe recibir en el nivel universitario.

Por ultimo, nos gustaria resaltar que el alumnado presenta algunas dificultades en el
manejo de paquetes de calculo simbolico. La principal es el rechazo del alumnado a la
utilizacion de tales programas, aun cuando su uso es bastante intuitivo (como es el caso de
GeoGebra). Aunque existe, este rechazo es significativamente menor cuando estamos
trabajando con estudiantes de los grados en Ingenieria y, en especial, en las Ingenierias
Informatica en las son bastante favorables al uso del ordenador y al tratamiento computacional
de los problemas. Respecto al software Mathematica, existe la dificultad afiadida del idioma,
puesto que la version estudiante estd en inglés y a parte del alumnado esto le supone una

dificultad anadida.
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