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Resumen

La epidemia del VIH/SIDA le ha costado a la humanidad innumerables
pérdidas tanto materiales como humanas, su estudio se ha convertido en
una prioridad para la comunidad cientifica mundial, con la idea de estable-
cer una politica efectiva de control y posteriormente de erradicacién. En
este trabajo se propone un modelo con Cadenas de Markov basado en el
andlisis de la matriz de transicién con vista a disefiar una estrategia futura
para reducir la aparicién de nuevos casos y disminuir la letalidad de esta
epidemia.
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Abstract

The HIV/AIDS has cost humanity countless material and human losses.
Study its dynamics has become a priority for the global scientific commu-
nity, with the idea of establishing an effective control policy and subse-
quently analyzing its eradication. This paper presents a model based on
transition matrix of Markov chains with the objective to design a future
strategy to reduce the appearance of new cases and decrease the lethality
of this epidemic.

Keywords: transition matrix; HIV; AIDS; control strategy.
Mathematics Subject Classification: 60G07, 60G25, 62M05, 92B05, 92D30.

1 Introduccion

El estudio y modelado matematico de las enfermedades infecciosas es un pro-
blema que ha sido abordado frecuentemente a lo largo de la historia para ayu-
dar a plantear estrategias en aras de mejorar la prevencion, deteccion temprana
y tratamiento de los afectados, asi como de establecer medidas de control de
su evolucién, [2], [5], [7], porque representan uno de los problemas de mayor
transcendencia que atafie a las autoridades sanitarias.

En este contexto, existen varios trabajos en la literatura que analizan la epi-
demia de VIH/SIDA, que es, desde todo punto de vista, un hecho sin precedentes
en la historia de la humanidad, [13], [6]. Su rdpida diseminacién por el mundo,
las bajas que ha causado a su paso y los riesgos que implica para la calidad de
vida humana la sitdan entre las enfermedades més temibles en la actualidad. Ha
movilizado més recursos e investigaciones, que cualquier otra epidemia, por la
ausencia de cura, la rapidez de su avance, las diversas formas de contagio que
dependen principalmente de la conducta sexual de los individuos y los cambios
degenerativos que afectan la salud del enfermo [9], [12].
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Por el gran impacto social que genera la gravedad y magnitud de esta pan-
demia, desde su aparicién, ha sido motivo de preocupacién para la comunidad
cientifica mundial, del que no escapa el interés por su modelacién y andlisis
matemadtico, en aras de aportar esencialmente a las politicas de control de su de-
sarrollo. En la literatura se han propuesto distintos modelos de la epidemia en
funcién de los factores que se pueden tener en cuenta o las técnicas utilizadas
([17, [13], [31, [4], [6], entre muchos otros).

La mayoria de las investigaciones sobre el VIH/SIDA, se dedicaron al en-
tendimiento de su ocurrencia y presentacion en las poblaciones y sus entornos.
Posteriormente y hasta la actualidad las investigaciones se han concentrado en la
exploracién de su transmision del VIH en grupos particulares que han facilitado
la proliferacién del virus, y el impacto econémico en los sistemas de salud y el
mercado laboral [9], [12].

El estudio del VIH/SIDA en el caso de Cuba es especialmente interesante ya
que la enfermedad presenta una incidencia muy baja, especialmente si se com-
para con el resto de los paises del Caribe, segunda zona de mayor proliferacién
mundial, [6], [4]. Segin el Anuario Estadistico de Salud de Cuba [10], en el
2014 mas del 90% de los casos detectados de VIH/SIDA fueron en estadios pre-
coces, el SIDA se muestra como la vigésima causa de muerte en Cuba en general,
siendo la decimosexta causa de muerte en el sexo masculino y la vigésimoctava
en el sexo femenino. En ese mismo afio hubo 344 muertes a causa del SIDA, de
ellas, 290 hombres y 54 mujeres.

En este trabajo se presentan preliminares sobre Cadenas de Markov, em-
pleadas para el anélisis de la matriz de transicién en un modelo de transmision
del VIH/SIDA. Ademads se proponen estrategias de control y las conclusiones
obtenidas. Las experimentaciones computacionales se realizaron con el software
Matlab 2013a.

2 Preliminares

Las cadenas de Markov se deben al matemético ruso A.A. Markov alrededor de
1905. Su intencidn era crear un modelo probabilistico para analizar las vocales
en poemas y textos literarios. El éxito del modelo propuesto por Markov radica
en que es lo suficientemente complejo como para describir ciertas caracteristicas
no triviales de algunos sistemas pero al mismo tiempo sencillo para ser analizado
matematicamente [16], [14].

Definicion 1 Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiempo dis-
creto {x,, : n = 0,1,2,...} con espacio de estado discreto, y que satisface
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la propiedad de Markov, esto es, para cualquier n > 0, y para cualesquiera
estados xo,T1,...,Tnt1, Se cumple

P(zpi1|xo, 1, ... 2n) = P(Tpg1|zn).

Esto quiere decir que el proceso al tiempo futuro n + 1 depende tinicamente
del estado de proceso al tiempo n, y no depende de los estados en los tiempos
pasados 0,1,2,...,n— 1.

En una cadena definida con m posibles estados E1, Fo, ..., FEy,, se puede
introducir la notacién:

pij=Plxn=j|an1=1), 4,j=1,...,m,

para definir la probabilidad condicional de que estando en el estado 7 en el mo-
mento anterior inmediato pase al estado j.

e Si p;; > 0 entonces el estado £; estd comunicado con el E;. Si, ademds,
pji > 0 entonces la comunicacion es mutua.

Los p;j se denominan probabilidades de transicion y todas ellas forman la matriz
de transicion de dimension m x m:

T = [pij]-
Esta matriz cumple las siguientes propiedades:

e (Cada fila de la matriz es una distribucién de probabilidad
m
> pij=1.
j=1

e La potencia de la matriz de transicion se puede tomar como:
™ = CL"C7 Y, (1)

L: matriz diagonal con los valores propios de T.
C': matriz que contiene los vectores propios asociados a los valores pro-
pios correspondientes.

Las aplicaciones en la investigacion biomédica de las cadenas de Markov han
sido muiltiples, tanto en la experimentacién animal [17], como en los estudios
humanos ([15], [8]).
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3 Modelo general

Para el estudio de la epidemia, definimos los cuatro posibles estados por lo que
transitard un individuo, S: susceptible, I: infectado, N: muerte natural, y F:
muerte por la enfermedad. Establecemos una cadena de Markov con los estados
anteriores, considerando afios, la unidad de tiempo n.

Denotemos:

o : probablidad de mantenerse en el estado de susceptible.

[ : probabilidad de mantenerse en el estado de infectado.

w : probabilidad de muerte natural.

v = P(zp, =1 | xy,—1 = S) : probabilidad de estando en el estado
susceptible pasar al estado de infectado.

€ = P(x, = FE | x,—1 = I) : probabilidad de muerte por la enfermedad
dado que estd en el estado infectado.

Observaciones:

1. Setiene a+~+pu =1, 8+ u+e = 1 para que se cumplan las propiedades
de la matriz de transicion.

2. La muerte natural tendrd la misma probabilidad condicional si partimos
del estado de susceptible o infectado.

Las relaciones existentes entre los posibles estados dadas por las probabi-
lidades de transito, se representa en la siguiente tabla:

Estados | S I N FE
S a v pu 0
1 0 B pu €
N 0 0 1 O
E 0 0 0 1

La matriz de transicion 7' de este proceso tiene la forma:

co o0
o o™
= RS
=R =)
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A continuacién se presenta una comparacion entre los valores de las probabili-
dades de transicién del estado susceptible al infectado y del estado muerte por
enfermedad a partir del estado infectado al paso del tiempo. Los pardmetros
fueron tomados fijos (a = 0.25, v = 0.65, u = 0.1, 8 = 0.7, y e = 0.2), de
forma hipotética con el objetivo de construir un escenario factible para el desa-
rrollo de la epidemia. Se tom¢ el valor de la probabilidad oz de mantenerse en el
estado susceptible, menor que la probabilidad ~ de infectarse siendo susceptible.

Tiempo vy €

n =10 | 0.00227840690 0.79921875

n =20 | 0.000002225240047 0.799999237050547
n =30 | 0.000000002173086 0.799999999254942
n =40 | 0.000000000002122 0.799999999999272

Tabla 1: Variacioén de v y € en el tiempo (n).

La probabilidad +, a pesar de que va disminuyendo con el paso del tiempo,
atn ocupa un lugar significativo en la dindmica de la epidemia y en la aparicién
de nuevos casos, provocando que crezca la probabilidad de muerte por la enfer-
medad. Estos resultados avalan la necesidad de establecer alguna estrategia de
control sobre dichas probabilidades, ver Tabla 1.

4 Estrategias de control

4.1 Control con tratamiento

La estrategia de control se establece sobre la cantidad de muertes por la enfer-
medad al paso del tiempo, o sea, se aplica tratamiento a los pacientes con el obje-
tivo de alargar su vida, pero manteniendo la calidad de la misma. Para ello en el
mundo entero se aplica la terapia antirretroviral de gran actividad (TARGA), que
no es mds que el uso de varios farmacos con el objetivo de controlar la expan-
sién del virus en el organismo. Los criterios para la aplicacién de terapia pueden
ser diversos dependiendo del sistema de salud de cada pais o regién, entre ellos
pueden destacarse [2]:

e Conteo de células CD4 entre 150 y 350 por milimetro cibico de sangre.

e Personas infectadas a la vez por VIH y por el virus de la hepatitis B o
Virus de la hepatitis C.

e Personas con parejas que son VIH negativas, personas con mds de 50 afios,
etc.
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La idea de esta estrategia es la ponderacién del pardmetro €, que tributa a la efi-
cacia con la que se va aplicar el control (tratamiento). La matriz de transicién
para la aplicacién de control con coeficiente de ponderacién s es:

oo
S O ™2

Haciendo variar el tiempo n y trabajando con distintos tipos de eficacias de
control s, se obtuvieron los resultados mostrados en las Tablas 2 y 3.

Tiempo s=0.1 s=0.2 s=0.3

n =10 | 0.780958702023144 0.758622444137909 0.730657794146233
n =20 | 0.782605216929038 0.761890621541738 0.736790200379170
n =30 | 0.782608688317894 0.761904700987483 0.736841669625796
n =40 | 0.782608695636711 0.761904761642328 0.736842101606812

Tabla 2: Variacién de ¢ en el tiempo (n) con estrategia de control.

Tiempo s=0.1 5s=0.2 s=0.3

n =10 | 0.00434058690748 0.007935678337621 0.013988152097806
n =20 | 0.000009151542868 0.000018559226468 0.000117403904240
n = 30 | 0.000000009371580 0.000000147283552 0.000000985370224
n =40 | 0.000000000040679  0.00000000634504  0.000000008270206

Tabla 3: Variacién v en el tiempo (n) con estrategia de control.

Considerando un periodo de 40 afios, se obtuvo reduccién en la probabilidad
de muerte por enfermedad y con mejor eficacia es mds aceptable, lo que cumple
con el objetivo deseado. Sin embargo, la probabilidad de pasar del estado sus-
ceptible a infectado aumenta en comparacion al modelo sin control, este com-
portamiento puede atribuirse a que como se reduce la muerte por enfermedad,
aumenta el nimero de infectados interactuando con los susceptibles, lo que tam-
bién produce que disminuya la probabilidad de mantenerse en el estado suscepti-
ble. A nivel experimental, con esta estrategia de control se cumplen los objetivos
esperados, sin embargo, al aumentar la probabilidad de infectacidn, la epidemia
seguird propagandose.
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4.2 Control combinado

La idea estd en combinar dos estrategias de control, la presentada anteriormente
en la seccién [4.1] y la de establecer control sobre los infectados. Para con-
trolar el contagio por via sexual, que es el principal modo de adquisicién de la
enfermedad, se definen dos métodos fundamentales [4]:

1. Métodos Naturales: La abstinencia o no prictica de sexo, esta puede ser
periddica o la pareja se abstiene de tener sexo en los dias fértiles, que es
la tinica manera 100% segura de prevenir el embarazo y las ITS.

2. Métodos no Naturales: Uso de preservativos, que se pueden utilizar en el
sexo vaginal, anal y oral.

Para esta estrategia de control se propone la siguiente matriz de transicion:

a (I—s1)y 0

10 g uwo (1—s)e
Tew = 0 0 1 0
0 0 0 1

Los resultados, a nivel experimental, muestran que la estrategia combinada
es mds eficiente pues logra reducir tanto las muertes por la enfermedad como el
nimero de infectados, lo que debe permitir una desaceleracion de la epidemia.
En la Tabla 4 se muestra los resultados al aplicar el control combinado para
s1 = 0.6 ys = 0.3y se compara con el estudio sin control en cuanto a la
probabilidad de transmision.

Tiempo | 51 =0.6,5 =0.3 Sin control

n =10 | 0.001953124800000 0.00227840690

n =20 | 0.000001907348633 0.000002225240047
n =30 | 0.000000001862645 0.000000002173086

Tabla 4: Variacién de  con estrategia de control combinada.

Lo obtenido en nuestras experimentaciones, muestra que aplicando ambos
controles de manera simultdnea se logra reducir las muertes por la epidemia y
ademds reducir el nimero de casos que pasardn al estado de infectado, lo que
significaria, controlar la epidemia.
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5 Conclusiones

En este articulo se presentan modelos mateméticos basados en la matriz de tran-
sicidn de una cadena de Markov para la dindmica de tratamiento y de contagio
del VIH/SIDA. Esta herramienta matematica permite modelar y simular el com-
portamiento de la epidemia, gracias al andlisis en el tiempo de los principales
parametros que caracterizan la dindmica de transmisién. Esta propuesta es apli-
cable a otras epidemias, teniendo en cuenta la correcta seleccién de las proba-
bilidades y tasas que se estudian, asi como a otras regiones, paises y sociedades,
para tributar a una politica de control eficiente.

Los resultados obtenidos y las comparaciones presentadas muestran las dife-
rencias en la eficacia de las estrategias de control aplicadas sobre los pardmetros
de mayor influencia en la transmision.

Se recomienda extender el estudio a otras epidemias.
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