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Resumen:

En este articulo se presenta la descripcion y el modelo
matematico del Péndulo Invertido Rotacional o Péndulo
de Furuta, plataforma pedagogica para demostraciones y
desarrollo de leyes de control, con el fin de tener material
de referencia para los interesados en realizar
implementaciones con el modulo existente en el
laboratorio de Ingenieria Electronica-Sogamoso.

Abstract:

This paper present the description and the dynamic of the
Rotational Inverted Pendulum or Furuta Pendulum,
educational platform for demonstration and development
of control laws, in order to have reference material for
those interested in perform implementations with the
existing platform in the Electronic Engineering
laboratory-Sogamoso.
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1. INTRODUCCION

El péndulo de Furuta es un sistema subactuado de dos grados
de libertad y altamente no lineal desarrollado por Katsuhisa
Furuta (Furuta, Yamakita, & Kabayashi, 1992). Desde
entonces se ha utilizado para realizar demostraciones de
leyes de control lineal y no lineal (Akesson & Astrém, 2001),
(Olfati-Saber, 2001), ademas de sujeto de algunos textos
(Fantoni & Lozano, 2002), (Egeland & Gravdahl, 2002).

Algunos autores se han preocupado por deducir, usar y
publicar la dindmica correcta de este sistema como lo son
Kevin Craig (Craig & Awtar, 2005) y Ben Cazzolato
(Cazzolato & Prime, 2008). El reporte de Cazzolato se
utilizara para deducir la dindmica para el sistema en cuestion,
incluyendo la dinamica del motor.

El problema de control del péndulo lo expone de manera
clara Aracil (Aracil & Gordillo, 2005): “El problema de
llevar el péndulo desde la posicion de reposo a la invertida
(vertical arriba) se conoce como swing up, por lo que en el
problema de control del péndulo aparecen 2 subproblemas: el
de llevar el péndulo desde su posicion de reposo a las
proximidades de la posicion deseada, y el de estabilizar el
péndulo en la posicion invertida”. Entre las estrategias de
control desarrollas las mas importantes se basan en control
hibrido, control conmutado y el control basado en energia
(Astrém & Furuta, 2000).

Este articulo esta organizado de la siguiente manera, en la
seccion 2 se presenta la descripcion y la dindmica del
Péndulo de Furuta, en la seccion 3 se obtiene el modelo
linealizado alrededor al punto de equilibrio inestable
(posicion invertida) seguido del analisis de estabilidad,
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2.DESCRIPCION Y DINAMICA DEL SISTEMA
2.1 Descripcion

El Péndulo Invertido Rotacional como se observa en la figura
1 esta montado sobre un motor DC, el cual se usa para aplicar
torque T ) al brazo el cual rota en el plano horizontal,
acoplado a este se encuentra el péndulo quien puede rotar
libremente en el plano vertical.

Elbrazoyelpénd}llo tilenen 1ongitudesLl ‘,[‘2 y masah h
a una distancia ‘1 , .“2 respecto a su centro de masa, con

momentos de inercia’l ,/2 respectivamente.
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|Figura 1. Descripcion fisica Péndulo Invertido Rotacional.
FUENTE: (Cazzolato & Prime, 2008)

Blimomento total de inercia del brazo sobre la punta del ejefas
y lainerciatotal del péndulo sobre la punta de su eje es
Cada unfén betacional tifine coeficientes de amortiguamiento
ViSCoso s , donde by es el amortiguamiento
suministrado por las escobillas del motor y es el
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Para definir las entradas se usa el sistema coordenado dado
por la regla de la mano derecha, la rotacion angular del Brazo
( )esmedidaen el plano horizontal en direccidon opuesta de
las manecillas del reloj (positiva). La rotacion angular del
peadulo

( )esmedidaen el plano vertical en direccion opuesta de las
manecillas del reloj (positiva); cuando el péndtﬁ@ =dh
suspendido en equilibrio estable (abajo) 1% posicion es

El torque que el motor aplica al brazo () es positivo en la
direccion opuesta a las manecillas del reloj.

2.2 Supuestos

A fin de deducir la dindmica del sistema Cazzolato
(Cazzolato & Prime, 2008) entrega los siguientes supuestos:

- Launién entre el eje del motor y el brazo es rigida.
Se dapor hecho que el brazo y el péndulo sonrigidosy
delgados.
- Lainercia para el rotor del motor se asume despreciable.
Solo el amortiguamiento viscoso es considerado, otras
fricciones no son tenidas en cuenta.

2.3 Modelo Matematico

La formulacion del Lagrangiano es utilizada para deducir la
dindmica completa del sistema. En las ecuaciones (1) y (2)
se entrega el mode]o no lineal que describen la dindmica del

sis@ihd gladueigin et Bz atfle 808(ha, 2008). O
—a,sin(0,)0; + 7,08, sin(20,)+hP, =t

af, cos(®,)+.J.8, —%Jze'ﬁ sin(20,) 2

+b8, +a,sin®0,)=0

a, =m,Ll,
Donde:  a, =gm,l,
=g+ mlllz
J, =)+ m2l22
Sy =J +myly
2.4 Modelo Motor DC

La ecuacion diferencial que describe el subsistema para un
motor DC usado en el péndulo de Furuta puede deducirse por
medio de la ley de Kirchhoff de voltaje como se muestra en la

ecuacion (F.; + R, i+ K,0, =V 3
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Donde:

V' : Voltaje aplicado al motor.
{ :Corriente que fluye a través del motor.
K., : Constante electromotriz y del torque.
 : Inductancia eléctrica del motor.
: Resistencia eléctrica del motor.

El torque producido por el motor DC esta dado por la
on (4 ‘
ecuacion (4) T=K i @

3.OBTENCIONMODELO LINEALIZADO

Para la obtencion del modelo linealizado se necesita
acomodar la dindmica del sistema dada por las ecuaciones (1)
y (2) junto con las ecuaciones (3) y (4) a la representacion en
espacio de estados como se ?trgg%a en la ecuacion (5), donde
se incluye otra variable d¢ eStado: El vector de
estado corresponde al dado en la ecuacién representa las
posiciones angulares de los eslabones, sus velocidades y la

corrienta dal matar racnantivamanta
X, =X
X, =X,

,ﬁ,l

T I, +a’cos(x,) — T2+ T2 cos(x,)

_ B,
o Jy+af cos(x,) —JF +.J7 cos(x, )’

. 1 R,
X5 =L—V—L—x5 -

m

X

©)

Xy

m

L

m

Xy

Dog  _jbx+Jk

—2J7x,x, sin(x, ) cos(x,) +a, cos(x, )b, x,

x; +J,a,x; sin(x,)

m”'s

(6)

+a, cos(x, )a, sin(x, ) —a, cos(x,)* J,x; sin(x,)

B, = aj cos(x,)x; sin(x,) +a, sin(x,)J,
+sin(x, )a,J, —sin(x, )a,J, cos(x, )’
—a, cos(x, )bx, —J,x7 sin(x, ) cos(x, )J, )
+a,cos(x,)K, x; — 2a, cos(x,)’ J,x,x, sin(x,)
—cos(x,)’byx,J, — Jix; sin(x, ) cos(x,)

+byx,J, +cos(x,)’ Jrx sin(x,) +b,x,J,

[ ©» % x “ts]T:[Ol 0, 0 0, E]T ®)

3.1 Puntos de Equilibrio
Haciendo cero las ecuaciones de estado no lineales se

obtiene los Eunté)f(fie %%uﬂi@ri(b daﬁljys por la@c}uaci(’)n

iy




Los puntos de equilibrio importantes del sistema
corresponden a la posicion vertical-arriba (equilibrio
inestable) representado por la ecuacion ,

=[o = 0 0 o] (o

xieql
Ademas de la posicion vertical-abajo (equilibrio estable)
representado por la ecuacion .

[0 oo o0 o an

X. =

ieg2
3.2 Linealizacion
Realizando la linealizacion alrededor del punto de equilibrio

inestable dado en la ecuacion , se obtiene el sistema
linealizado en gpagio d?est%domé)s adoenlaecuacion.

i 1]
X X,
. 0 0 0 | 0 0
B0 4y o4, a4y sk |0
= 2 53 4 whall 1t v (12)
N 0 A, A4, 4, BK, | 0
Ay Xy
-K -R
X, 0 0 o0 | X i
','Jh ]-.‘f\ ,,':F.‘
i i, ayd,
. A, = - A= 5
Donde. ) Jo"r"- ay ! “'r\l‘Ji —dr
i -Lb - —ab
o Jols = ”12 v Sl _uw_’
A = —a,h, 7[72“”(1
g = Ay = p
dpdo—a] T, —d]
g, o,
B = — 3 B, = . B
Jn"r: —4 J(-'Iz —

La salida del sistema estd dada por la ecuacion . Esta
representa las variables medibles fisicamefte Bzl sistema
real, en este caso son las posicignds angulares de los
eslabones( vy )

e
L 00 0 0f -
y= X, (13)
01 0 0 0f -
Xy
X

3.3 Identificacion de Parametros

Los parametros del modelo son tomados del sistema de
Péndulo Invertid~ Potecionnl axictente en el laboratorio
(figura 2) constrt »se Luis Rodriguez
como proyecto d s se entregan en la
tabla 1.
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Tabla 1. Parametros del Modulo

Descripcion Notacion __ Valor Unidades
TInductancia Parametros Motor
Resistencia Lm 1.97 mH
Constante Rm 1.85 1)
Constante torque Km 0.0424 Nm/A
Constante viscoso b1 3.7E-6 Nms/rad
Parametros Brazo
Longitud L, 0.15 m
Longitud al C.M. 11 0.023 m
Masa mi 0.17 kg
Momento Inercia en C.M J 0.0016 kgm?
Coheficiente viscoso b, 1 E-4 Nms/rad
Parametros Péndulo
Longitud Ly 0.21 m
Longitud al C.M. 12 0.0865 m
Masa my 0.03 kg
Momento Inercia en C.M. Jj2 2.081 E-4 kgm?
Constante gravitacional g 9.81 m/s?

FUENTE: (CaipaRoldan & Rodriguez, 2009)

4. ESTABILIDAD, CONTROLABILIDAD Y
OBSERVABILIDAD

4.1 Estabilidad

Reemplazando los respectivos valores de los parametros en
el modelo linealizado dado por la ecuacion , se procede a
calcular los valores propios del sistema, los cuales se

CHICER BT 1438 84871 —0.4125] (14)

Como se puede aprecia en la ecuacion aparte de tener un
valor propio en cero, el sistema tiene un valor propio en el
semiplano derecho por lo que en este punto de equilibrio el
sistema es inestable (equilibrio inestable). Para evaluar el
tipo de comportamiento del sistema en este punto de
equilibrio se realiza la simulacion del sistema no lineal en
Simulink de Matlab, donde se obtiene la respuesta que se
muestra en la figura 3, ante una condicion inicial cercana al
punto de equilibrio inestable.

Como se puede apreciar en la figura 3 el punto de equilibrio
inestable dado por la ecuacion se comporta como un tipo
fuente (cualquier condicion inicial cercana no termina en
este punto), ademas se puede apreciar en la figura 3 el punto
de equilibrio dado por la ecuacion, el cual es estable, tiene un
COMYYpHtat hetipe dieténnicial

cercala o leiana termina enieste punto).
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4.2 Controlabilidad

El sistema lineal descrito por las ecuaciones de estado y es

controlable siy solo sila matriz de controlabilidad

Co=[B 4B .. A'B] tiene rango 5. Realizando la

construccion de Coy evaluando el rango se obtiene:
rank(Co) =35 (15)

Entonces el sistema es de estado totalmente controlable en
este punto de eq@'librio. Se procede a evaluar la
S

controlabilidad del stsfna discretizado , usando un
ParTRE 88 reo

(150Hz). Co,
Realizando %&Mc iongde y§¥gluando el rango se
obtiene: &) @8

Entonces el sistema discreto es de estado totalmente
controlable en este punto de equilibrio.

4.3 Observabilidad

8b sistenta lineatdefcrito por las ecuaciones de estado y es
observable siy solo si lamatriz de observabilidad

’ 5(Ob) =5 tiene rango, Rf:ahzando la
construcciondé 65) ¥ &?valuando el rangogseé c))btlene:

Entonces el sistema@¥ge estado totalmente observable en
este punto de equilibrio. Se procede a evaluar la
observabilidad del sistema dich\!?zado

Realizando lagmig@bg i de

obtiene:

y evaligndo el rango se

Entonces el sistema discreto es de estado totalmente
observable en este punto de equilibrio.

5. CONCLUSIONES

La dindmica propuesta para el Sistema posee cincoarithles
de estado, las cuales son las posiciones de los eslabones, sus
respectivas velocidades y la corriente del motor; del modulo
se pueden realizar la medicion directa de las posiciones y
lo cual deja la posibilidad en Software del calculo o
estimacion de las velocidades y corriente del motor.

Una buena opcidn para la simulacion de este sistema es el
uso de la S-Function de Matlab, donde se puede desarrollar
la programacion del sistema de ecuaciones no lineales ,
ofreciendo una herramienta ttil, ya que se logra evaluar la
respuesta ante condiciones iniciales y la posible
demostracion de leyes de control por medio de Simulink,
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Este sistema tiene la ventaja de ser tanto controlable como
observable en los dos puntos de equilibrio tratados, lo cual
posibilita el desarrollo de estrategia de control basadas en el
estado del sistema por parte de los estudiantes interesados.
Otra de las ventajas que presenta el modulo de Péndulo de
Furuta desarrollado, es que en su manual se entregan los
parametros necesarios para trabajar con la dinamica
expuesta en este articulo ademas de entregar otras
configuraciones.
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