
SOBRE EL INFINITO DE LOS ESPACIOS
por

J.I. Extremiana*, L.J. Hernández** y M.T. Rivas*.

Resumen: En este trabajo, los autores presentan una panorámica de las técnicas
homotópicas, aleebraicas y categóricas desarrolladas para el estudio del infinito de
los espacios.

Exponen un análisis de diversos trabajos realizados en torno a cateeorfas e
invariantes adecuados para este estudio; de las técnicas para abordar la extensión y
clasificación de aplicaciones propias asf como la clasificación de espacios y se
presenta el estado actual de estas cuestiones, fundamentalmente en el marco de la
homotopfa propia y de la prohomotopfa.

Clasificación ANIS: 55P99, 55N35, 55N05, 55P15, 55P55, 55Q70, 55S35, 55S37,
55U35, 57Q10, 57Q20, 18A25,18B15, 18D20, 18G60, 19A31, 19B28, 01-02.

Palabras clave: Aplicación propia, Homotopfa propia, Prohomotopia. Final de.
Freudenthal, Fmal propio, pro-espacios, pro-grupos, Categorfa de Modelos.

Los autores aeradecen la ayuda económica prestada por el proyecto PB91-081 del
programa de la DGICYT, la Universidad de Zaragoza y la Universidad de la Rioja.

(*) Departamento de Matemáticas, Estadfstica y Computación de la Universidad de
La Rioja.

(**) Departamento de Matemáticas de la Universidad de Zaraeoza

23



0.INTRODUCCION

El estudio del infinito, ha sido y sigue siendo uno de los enigmas que nos
planteamos los humanos. Recordemos la famosa paradoja de la tortuga debida a
Zenón de Elea:

"Aquiles, símbolo de la rapidez, tiene que alcanzar a la tortuga, simbolo de
lentitud. Aquiles corre diez veces más ligero y le da diez metros de ventaja. Aquiles
corre esos diez metros, la tortuga corre uno; Aquiles corre ese metro, la tortuga un
decfmetro; Aquiles corre ese decfmetro, la tortuga corre un centrímetro, y así
infinitamente, de modo que Aquiles puede estar corriendo siempre sin alcanzarla"

En ella aparecen nociones de finitud e infinitud para magnitudes de espacio y
tiempo. También contiene conceptos de infinitésimo y divisivilidad infinita.

El concepto de infinito fue utilizado por Santo Tomás de Aquino para probar la
existencia de Dios: Toda causa es el efecto de una causa anterior. La b ŭsqueda de la
primera causa fue el argumento utilizado para probar su existencia.

En relación con nociones de espacio, recordemos la cuestión, que llevó a la
Inquisición a perseguir a Galileo, sobre si la tierra era o no redonda o versiones más
actuales conjeturando la finitud o infinitud del universo.

También ei los "Elementos'' de Euclides la noción de rectas paralelas está
relacionada con el infinito: son aquellos segmentos que por mucho que se prolonguen
nunca se cortan. Destaquemos aquf los métodos de la geometrfa proyectiva que
añaden puntos en el infinito para que las rectas paralelas se corten.

En el siglo XIX. Bolzano, en sus "Paradojas del Infinito", definió un conjunto
infinito como aquél que se podía poner en correspondencia biunfvoca con un
subconjunto propio suyo. En este mismo si g lo Cantor desarrolló la teorfa de
n ŭ meros transfinitos. Con esta teoría se dispone de una sucesión infinita de.n ŭmeros
transfinitos. La teoría de cardinales y su aritmética es una forma de comprender
mejor el comportarniento del infinito.

En el siglo actual las axiomáticas desarrolladas sobre teoría de conjuntos suelen
postular alg ŭn axioma para determinar el comportamiento del infinito. Por ejemplo,
en la de Zermelo [1.Zer] se incluye el siguiente axioma del infinito:

"Existe al menos un conjunto W tal que el conjunto vacío está en W y si x está
en W, entonces {x) está en W"

Con el nacirniento de la Topologra surge la noción de espacio compacto
(Alexandroff y Uryshon, 1926) que generaliza la de conjunto finito. Esta noción nos
da un nuevo método de abordar el infinito: Aquellos espacios que no son compactos
se acercan al infinito.
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Consideremos algunos ejemplos sencillos: La superficie de una mesa se puede
extender hasta que aparezca la noción de plano; un tubo que nunca se acaba y del que
nadie ve el principio es un cilindro infinito; imaginemos la corteza de un arbol que
contin ŭa creciendo siempre y que cada año sus ramas se bifurcan creándose otras
nuevas.

Hemos intendado describir intuitivamente algunas superficies no compactas y
ahora se plantea el problema de distinguirlas y clasificarlas:

En 1923, B. Kerékjártó encontró una clasificación de las superficies no
compactas, definiendo para ello la noción de punto ideal. En los ejemplos anteriores
el plano tiene un punto ideal, el cilindro dos y la corteza del árbol infinito tiene
infinitos puntos ideales. Las propiedades de estos puntos ideales permiten trasladar el
problema de clasificación de superficies al problema de clasificación de subconjuntos
cerrados del conjunto de Cantor.

Posteriormente H. Freudenthal definió una noción de punto final que generaliza
la de los puntos ideales de Kerékjártó. Añadiendo los puntos finales a un espacio se
obtiene un espacio compacto y el conjunto de puntos finales aparece ahora como un
subconjunto cerrado del compacto. El estudio de los entornos del infinito es
equivalente al estudio de entornos de subconjuntos y de puntos en espacios
compactos.

En este sigib, además de los procedimientos topológicos brevemente descritos,
se han elaborado otras muchas técnicas topológicas, algebraicas y categóricas para el
estudio de los espacios no compactos. La Topología Algebraica ha desarrollado
muchas herramientas y métodos que nos ayudan a resolver muchos problemas que
normalmente se pueden plantear en términos de clasificación de espacios o de
aplicaciones.

Este trabajo quiere dar una panorámica de las técnicas homotópicas, algebraicas
y categóricas desarrolladas para el estudio del infinito de los espacios. La dificultad
de conseguir algunos de los trabajos en este tema y el desconocimento de otros se
puede plasmar en imponantes omisiones que no deben ser interpretadas nada más
que como lo que son: ''puro desconocimento de los autores".

El hilo conductor de esta presentación se ha hecho en concordancia con la
siguiente argumentación: Es frecuente establecer que los problemas básicos de la
Topología Algebraica y Geométrica son:

(i) La clasificación de espacios, (ii) La clasificación de aplicaciones, y (iii) El
problema de extensión.

Estos problemas están relacionados y un paso importante para su solución es
encontrar modelos algebraicos que reflejen lo más fielmente posible a los espacios
considerados. Por consiguiente, a la lista anterior podemos añadir un problema
básico más:
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(iv) Definición de adecuados invariantes algebraicos y desarrollo de técnicas
para su cálculo.

Una de las partes de la Topologfa Algebraica que más ha avanzado en la
resolución de estos problemas es la Teoría de Homotopfa. Esta teoría,
tradicionalmente, considera aplicaciones continuas y obtiene buenos resultados
especialmente en el caso de espacios compactos. Sin embargo, para el estudio de
espacios no compactos, seg ŭn palabras de Sieberunann, es conveniente plantear las
hipótesis de homotopfa en la categorfa de aplicaciones propias.

Una técnica que aporta buenos resultados para los espacios no compactos es la
que consiste en asociar a un espacio no compacto el sistema inverso de las clausuras
de los complementos de sus subespacios compactos; mediante este proceso, el estudio
de la homotopfa propia se puede plantear a través de la categoría de los sistemas
inversos de espacios (proespacios), y la correspondiente noción de homotopfa entre
ellos (prohomotopfa).

Nuestro propósito es resumir diversos estudios realizados en torno a estas
cuestiones y exponer el estado actual de las mismas en el marco de la teorfa de
Homotopfa propia y de la prohomotopfa. Hemos dividido el trabajo en tres capítulos
que recogen los problemas anteriores planteados para espacios no necesariamente
compactos y aplicaciones propias y su extensión a categorfas de proespacios.

El primer calaftulo, que titulamos "Categon'as e Invariantes", aborda el problema
(iv). Algunos de los invariantes algebraicos cuyo estudio planteamos surgen de modo
natural al tratar de resolver los problemas de clasificación mencionados.

El segundo se titula "Extensión y clasificación de aplicaciones propias" y en él se
plantean conjuntamerate los problemas (iii) y (ii) anteriores, dada la estrecha relación
existente entre ambos.

El tercero, "Clasificación de espacios", se centra en el estudio del problema (i).
Para intentar clasificar los tipos de homotopfa propia, se introduce la noción de n-
tipo propio, donde n es un entero positivo. La clasificación de n-tipos propios
aproxima la de los tipos propios cuando n tiende a infinito; en particular, contiene la
clasificación de ŭpos propios de dimensión finita. También se analiza la noción de
equivalencia simple infinita que es más fina que la de equivalencia de homotopfa
propias y ha permitido en algunas ocasiones resolver el problema del
homeomorfismo.

Incluimos una bibliograffa referente a los temas tratados dividida en tres partes.
Las referencias que aparecen son del tipo [1.P.2], donde el n ŭmero de la izquierda
(el 1), indica el capítulo al cual pertenecen, la letra o letras centrales corresponden a
letras iniciales del autor o autores del trabajo y el n ŭmero de la derecha distingue
trabajos que tengan el mismo autor o autores.
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I. CATEGORIAS E INVARIANTES

a) Categorías propias.

En primer luear, recordarnos aleunas definiciones y categorías que son básicas
para este tema.

Consideramos la categorfa P de los espacios topológicos y aplicaciones propias
(dados dos espacios X e Y, una aplicación continua se dice que es propia si
para todo subconjunto K de Y que sea compacto y cerrado se tiene que fK es
también compacto). Dadas dos aplicaciones f,g:X—>Y se dice que f es homótopa
propiamente a g si existe una aplicación propia F:X x I—>Y tal que F(x,0)=f(x),
F(x,1)=g(x) para todo xEX, donde I denota el intervalo cerrado unidad. Si dividimos
por la relación de homotopfa, se obtiene la categoría homotópica que denotaremos
por Ho(P) y a veces por no(P).

Otra categoría de interés es la categoría P de espacios topolóeicos y gérmenes
de aplicaciones propias (si X e Y son espacios topológicos y A, B subconjuntos
cerrados de X tales que cl(X-A), cl(X-B) son compactos, dos aplicaciones propias
f:A—>Y, se dice que tienen el mismo gérmen si existe un subconjunto cerrado
C de X tal que cl(X-C) es compacto, CcArIB y f/C=g/C).

De modo natural se puede considerar la noción de gérmenes de homotopfa
propia lo que delermina la categoría homotópica ico(P c.,), que también denotaremos
por Ho(Pc.,).

b) Prohomotopia.

Los sistemas inversos de espacios topológicos aparecen en diversos contextos de
la topoloda. Asf, la construcción de Cech asocia a un espacio un sistema inverso de
CW-complejos. Una construcción sirnilar en geometría algebraica conduce a la_teoría
de homotopfa étale. La construcción de Postnikov asocia sistemas inversós de
complejos a complejos. Asociados a una inclusión X--+Y se tienen los sistemas
inversos {U}, {U-X}, etc., donde U recorre los entonaos de X en Y. Estos sistemas
inversos determinan la teorfa shape definida originalmente por Borsuk [1.Bor] al
estudiar las propiedades homotópicas globales de los compactos.

Especialmente interesante es, en homotopfa propia, el sistema inverso E(X)
asociado a un espacio X. que se define al considerar la clausura de los
complementarios de los compacto-cerrados de X:

e(X)={ cl(X-K) I K subespacio compacto y cerrado de X }.

Este sistema inverso se denornina proespacio final asociado a X y define un
functor E que permite comparar categorfas de homotopfa propia con categorías
homotópicas de proespacios.
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A. Grothendieck [1.Groti definió morfismos entre sistemas inversos con
distintos conjuntos de índices y consideró una categon'a cuyos objetos son sistemas
inversos de espacios. Asociada a una categorfa C construyó la categoría proC cuyos
objetos son los sistemas inversos de C indicados por categorfas filtrantes y cuyos
morfismos son tales que hacen a los sistemas cofinales isomorfos.

En 1969, M.Artin y B. Mazur [1.A-M], utilizando las construcciones de Lubbin
y Verdier, asociaron a un preesquema localmente noetheriano un proobjeto en
proHo(SS), siendo Ho(SS) la categoría homotópica de los conjuntos simpliciales.
Parte del trabajo realizado en dicha monograffa se dedicó al estudio de la categorfa
proHo(SS), en la que probaron teoremas análogos a los de Hurewicz y Whitehead, y
utilizaron descomposiciones análogas a las de Postnikov.

A.K. Bousfield y D. M. Kan [1.B-K], en 1972, dentro de su monograffa
"Homotopy Limits, Completions and Localizations" realizaron un estudio de las
torres de fibraciones y del limite homotópico inverso. Analizaron también la sucesión
espectral (extendida) asociada a una torre de fibraciones y su convergencia a los
grupos de homotopfa del límite homotópico inverso. Dada una torre arbitraria de
espacios, ésta se puede sus ŭ tuir por una torre de fibraciones, y puede definirse el
límite homotópico inverso de dicha torre como el limite inverso de la
correspondiente torre de fibraciones. Estos interesantes resultados sobre los grupos
de homotopfa de un linŭ te homotópico tienen una buena aplicación a la teorfa de
homotopfa propil ya que el functor de incrustación de Edwards-Hastings, al que nos
referiremos posteriormente, asocia a cada espacio X o-compacto y Hausdorff la torre
de espacios topológicos E(X) aludida anteriormente y que hemos denominado como su
proespacio fmal.

En 1967, Quillen [1.Quil] introdujo la noción de categoría de modelos cerrada
que consiste en una categorfa C junto con tres clases de morfismos: cofibraciones,
fibraciones y equivalencias débiles, que satisfacen seis axiomas que reflejan las
propiedades habituales necesarias para desarrollar una teoría de homotopfa. Por
ejemplo, las categorfas de conjuntos simpliciales SS y conjuntos simpliciales
punteados	 admiten esta estructura tomando como cofibraciones aplicaciones

inyectivas de conjuntos simpliciales, como equivalencias débiles aquellas aplicaciones
que inducen isomorfismo en todos los grupos de homotopfa (en SS, para todas las
elecciones de punto base) y como fibraciones las fibraciones de Kan. También Top
adnaite diversas estructuras de categorfa de modelos cerrada; por ejemplo, se pueden
tomar como cofibraciones las aplicaciones ccrradas con la propiedad de extensión de
homotopfa, como fibraciones las que tenean la propiedad de elevación de homotopfa
y como equivalencias débiles las equivalencias de homotopfa, ver [1.Str].

Una de las cuestiones que podemos plantearnos es la de si la cateeoría P de
espacios y aplicaciones propias admite una estructura de Quillen. La respuesta es
claramente que no, ya que, por ejemplo, el axioma MO de Quillen exige que la
categoría tenga límites y colfmites finitos; sin embargo, la cateeoria P no tiene objeto
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final y en general no existen sumas amalgamadas. Recientemente Baues [1.Ba.1] ha
desarrollado formas débiles de la axiomática de Quillen y se puede comprobar con
facilidad que P tiene una estructura cofibrada de Baues que permite la construcción
de sucesiones de cofibras tipo Puppe. En un párrafo posterior analizaremos los
trabajos de Baues en este sentido.

En 1974, T. Porter [1.P.6] introdujo una procate2oría homotópica Ho(proSS) de
conjuntos simpliciales y la utilizá como una herramienta para el estudio del problema
de la estabilidad en la teorfa de la forma. Definió la categoría Ho(proSS) invirtiendo
formalmente aquellos morfismos de proSS que, salvo isomorfismo, se podían
representar como un sistema inverso de equivalencias débiles (de homotopfa) de SS.
Después, en 1976, desarrolló esta idea en un contexto más abstracto, ver (1.P.11.
Probó que si C es una categoría con una estructura axiomática de Brown [1.Brow.],
entonces se puede dotar a proC de una nueva estructura de Brown. Este
procedimiento permite desarrollar en proC las construcciones habituales de
suspensión, sucesiones de cofibras homotópicas, etc. Como indicaremos después,
Grossman, en 1975, construye otra categoría homotópica Ho(towSS) para torres de
conjuntos simpliciales, y Edwards y Hastings, en 1975-76, dotan a proC de una
estructura de modelos de Quillen si C tiene ya una estructura de este tipo.

Queremos destacar la teon'a de cohomología definida por T. Porter en [1.P.3] a
través de la expresión Hn(.;M)=Ho(proCMod)(.;M(n)), donde Ho(proCMod) es la

categoría obtenida al invertir formalmente equivalencias débiles por niveles de la
categoría de procomplejos de módulos y M (n) es un complejo que tiene en la

dimensión n el promódulo M y cero en las demás dimensiones. Porter estudió
propiedades referentes a sucesiones exactas, coeficientes universales, límites
homotápicos, etc.

En 1978, este mismo autor, en su trabajo "Coherent prohomotopy theory",
(1.P.4], realizó un tratarniento a veces similar y otras disjunto del realizado por
Edwards y Hastings en [1.E-H]. Porter observó que las cateeorías Copro(Kan) y
Ho(proKan) son equivalentes, aunque la primera tiene la ventaja de que los
morfismos se pueden expresar más facilmente que en Ho(proKan). Otros temas que
estudió fueron los teoremas análogos a los de Hurewicz y Whitehead en la categoría
Ho(proKano). También elaborá una teoría de obstrucción en proKano, tomando

como base la cohomología a la que ya hemos aludido.

En 1975, se publicó el trabajo "A homotopy theory of pro-spaces" en el que J.
W. Grossman [1.Gros.1] dió una estructura de categoría de modelos cerrada a la
categoría de torres de conjuntos simpliciales towSS. Consideró como cofibraciones
aquellos morfismos isomorfos a una torre de cofibraciones de SS, como equivalencias
débiles aquellos morfismos que inducen isomorfismos en todos los progrupos de
homotopia para toda elección de puntos base y definió la adecuada noción de
fibración que hacía que towSS tuviera tal estructura. En otro trabajo (1.Gros.2], que
apareció en 1974. Grossman dió la siguiente sucesión exacta corta
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0-11imIco1imj (Ho(SS.)(SXJ,Yi)}—,

Ho(towSS.)( ( Xi } , (Yi } )—>towHo(SS.)( (Xi } , { Yi

que relaciona las clases de morfismos en las categon'as Ho(towSS.), towHo(SS.),

para X. {Xj}, Y=(Yi} torres de conjuntos simpliciales punteados. Grossman
[1.Gros.31 también estudió los grupos de homotopfa de un proespacio, utilizando
técnicas parecidas a las de Brown [Bro.11. Consideró la pro-n-esfera E n cuyo k-ésimo
nivel esta definido por

Za(k)=vi>kSn

y los morfismos de transición que vienen dados por inclusiones. Grossman denominó
grupos de homotopfa de un proespacio X=(Xi} a

rzr, {X }=Ho(towSS.)(I n , X)

Este tipo de invariantes definidos mediante "racimos" de n-esferas los
denonainaremos grupos de homotopfa de Brown-Grossman. En [1.Gros.31 se dan
también algunas caracterizaciones de equivalencias de homotopfa en términos de los
grupos de homotopfa de Brown-Grossman.

En 1976, Edwards y Hastings [1.E-H1, publicaron la monoQrafía titulada "Cech
and Steenrod Homotopy Theories with Applications to Geometry Topology". En
dicho trabajo, por una parte recogieron las ideas de T. Porter, al considerar
categorfas homot6picas obtenidas al invertir equivalencias débiles por niveles, y por
otra, las también mencionadas de Grossman [1.Gros.1], que daba una estructura de
categoría de modelos cerrada a towSS. Edwards y Hastius probaron que si C es una
categoría de modelos cerrada, con alguna propiedad adicional, entonces proC admite
también una estructura cerrada de modelos de Quillen. Para definir Ho(proC)
invirtieron formalmente los morfismos isomorfos a retractos de equivalencias débiles
por niveles. Asf pues, en la literatura aparecen al menos tres tipos de categorías
homotópicas de proespacios: las de Porter, las de Grossman y las de Edwards y
Hastings.

De los resultados de Edwards y Hastings queremos destacar sus teoremas de
incrustación. Consideremos la categoría Pc de espacios a-compactos y Hausdorff

con aplicaciones propias y la categoría (P0 ). que tiene los mismos objetos que Pe

pero cuyos morfismos son gérmenes de aplicaciones propias (dos aplicaciones propias
son iguales si coinciden en el complemento de alg ŭn compacto). Como ya hemos
observado anteriormente, a cada espacio X se le puede asociar su proespacio final
E(X). Este proceso define los functores

Ho((Pc).)-->Ho(proTop)

Ho(Pcr)—+Ho(proTop,Top)
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que Edwards y Has ŭ ng probaron que son incrustaciones plenas. Las categorías
Ho(proTop) y Ho(proTop,Top) son localizaciones de proTop y (proTop,Top)
obtenidas al invertir formalmente las equivalencias débiles. La categoría
(proTop,Top) tiene como objetos morfismos X-->Y, donde X es un proespacio e Y
un espacio topológico (recordemos que Top se puede considerar como una
subcategorfa Ilena de proTop).

En relación con teoremas de incrustación, mencionaremos el trabajo de
Bassendoswski [1.Bas] en el que se destaca la noción de espacio filtrado, que es un
proespacio global X de (proTop,Top) tal que limXi= 0., y las aplicaciones de
transición son inyectivas. Bassendowski observó que la categoría de los CW-
complejos localmente finitos y aplicaciones propias se puede representar como una
subcategoría llena de la categoría de los espacios filtrados que a su vez es una
subcategoría Ilena de (proTop,Top). Este resultado se mantiene si se divide la
primera categoría por bomotopfa propia y las otras por prohomotopfa global. Este
enfoque es diferente al de Edwards-Hastings. Por una parte no es preciso restringirse
a espacios a-compactos; por otra, no se construyen categorías de fracciones, ya que
no se localiza por familias de equivalencias débiles; lo que se bace es dividir por la
noción natural de prohomotopía global.

Dentro del estudio de clases de prohomotopia, tiene especial interés el erupo
Ho(proTop)(S n, X), donde Si denota el proespacio constante n-esfera. Teniendo en

cuenta que el functor "inclusión" Ho(Top.)—>Ho(proTop.) tiene adjunto a derecha

bolim:Ho(proTop *)--›Ho(Top,), ver [1.E-H; pag. 1301, se tiene que

Ho(proTop.)(S n, X)=Ho(Top,)(S n , holina) =nn(holimX).

Estos grupos de homotopfa se suelen denominar grupos de homotopfa de
Steenrod ya que en el contexto de la teoría de la forma los análogos de estos erupos
(grupos de Quigley) están relacionados con los erupos de homoloefa de Steenrod
[1.Ste]. Otra denorninación frecuente de estos grupos es la de grupos de homotopfa
fuerte.

Terminaremos esta sección recordando un técnica muy general para la definición
de pro-invariantes e inj-variantes. Sea A:E--›Ct un functor covariante de una categorfa
de "espacios" (espacios topológicos, conjuntos simplicales) en una categorfa de tipo

al g.ebraico. Entonces se induce de modo natural un functor, proA:pro£—>proCt, y

para el caso de torres towA:towe—nowe.t. Si el functor A es contravariante, se tienen

proA:proE-4injet, towA:tow£ —>injNCI donde inj denota la categorfa de functores de

cateeorfas filtrantes a derecha en la categoría en cuestión e injN denota el caso en el
que la categoría filtrante sea la inducida por los n ŭmeros naturales. Destacaremos a
continuación algunos casos import.antes.
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Si A es el k-ésimo grupo de homotopia, entonces se tienen los progupos de
homotopia, que se podrán aplicar a la categoría de homotopia propia o a la categoría
shape fuerte. Estos invariantes, junto con los de Brown-Grossman, tienen especial
importancia ya que en adecuadas condiciones son capaces de caracterizar
algebraicamente las equivalencias de homotopia.

Consideremos en seeundo lugar el caso en el que A sea un determinado grupo de
homología o de cohomología. Estos detenninan entonces los progrupos de homología
y los inj-g_rupos de cohomología.

Especial interés tiene el grupoide fundamental que es un functor de la categoría
de los espacios en la categoría de los grupoides. El functor inducido asocia a cada
proespacio su progrupoide. Los grupos locales de homotopia son functores del
grupoide fundamental en las categorías de conjuntos, grupos o grupos abelianos.
Estos determinan los progrupos locales de homotopia. Bassendoski [1.Bas] dió
teoremas de Whitehead y Hurewicz para estos ŭ ltimos invariantes.

Finalizaremos con un breve comentario. Los grupos de Brown-Grossman son
invariantes adecuados para torres de espacios o para aquellas categorías de homotopia
que a través de una incrustación se puedan representar por torres. Por ejemplo, en
homotopia propia, aquellos espacios que-sean primero numerables en el infinito. Para
aquellos espacios que tengan más de un final de Freudental, se puede escoger un
conjunto de ptintos base que toquen todas las componentes infinitas de los
complementos de los compactos. Ello induce unos grupos generalizados que fueron
considerados por Taylor y por Farrel-Taylor-Wagoner. Para aquellos proespacios
que sólo se puedan representar por categorías pequeñas,I, más generales
(posiblemente con cardinalidad infinita no contable), es conveniente considerar
g,rupos generalizados de Brown-Grossman o de tipo Taylor.

c)	 Finales de Freudenthal y finales de grupos.

El primer invariante de homotopia propia del que tenemos referencia es la
noción de "punto ideal" definida en 1923 por B. Kerékjártó [1.Ke]. Con esta noción
como invariante principal encontró una clasificación de las superficies no compactas.
Posteriormente, en 1931, H. Freudenthal [1.F] definió la noción de "punto final" de
un espacio topológico, que en el caso de superficies coincide con la noción de "punto
ideal". Una demostración rigurosa sobre la clasificación de superficies no compactas
fue dada en 1963 por I. Richards [1.Ricl. Posteriormente, en 1979, E.M. Brown y
R. Messer [1.B-M] extendieron la clasificación anterior para superficies no compactas
con borde. En este tipo de clasificaciones jue ga un papel fundamental la topologfa del
espacio de finales de Freudenthal y los subespacios deterrninados por los finales no
orientables y no planares, respec ŭvamente.
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En 1943, H. Hopf [1.Ho.1] probó que si K es un poliedro compacto y conexo,

entonces su cubierta universal R tiene O. 1, 2 ó o finales de Freudenthal y denotó
dicho n ŭmero por e(K). También probó que si K y K2 son poliedros compactos y

conexos con grupo fundamental isomorfo, entonces e(KI)=e(K2).

Los resultados de Freudenthal [1.F] y Hopf [1.Ho.11 conducen a la siguiente
teoría de grupos: Si G es un erupo finitamente generado entonces existe un n ŭ mero
e(G) que podemos denominar como n ŭmero de finales (de Freudenthal) de G que
verifica:

(i) e(G) es 0, 1, 2 ó oo

Si K es un poliedro (CW-complejo) compacto y conexo y rel(K)=G

entonces e(G)=e(K).

e(G)-=0 si y sólo si G es finito.

(iv) e(G)=2 si y sólo si G tiene un subgrupo cfclico infinito con índice

finito.

(v) e(G)= 00 si y sólo si G es un producto libre arnalgamado o una HNN

extensión de cierto tipo, ver [1.Sta].

(vi) e(G)=1 en otro caso.

Esta teoría tiene aplicaciones en la clasificación de variedades, teoría de
cubiertas, etc.

En 1980, M. Mihalik [1.M.1] extendió las nociones e(K) y e(G) definidas
anteriormente para poliedros compactos y grupos finitamente generados a espacios
métricos compactos y grupos M-L-F: Un espacia métrico compacto puede expresarse
como X=lim X a donde cada X es un poliedro compacto. Se dice que X es M-L-F si'
{Tr i Xa l n_�.0 } es una torre M-L-F. Una torre de grupos (G n I n�0} se dice que es M-

L-F si satisface la condición de Mittag-Leffler (para cada entero positivo p existe
otro entero cpp tal que para todo r �q Im(Gr—>Gp)=Im(Gq---›Gp)) y cada morfismo de

transición Gn+1-->Gn tiene nŭcleo finito. Un grupo se dice M-L-F si G=Iim G n donde

{G u l n�.(.)} es una torre M-L-F de grupos finitamente generados.

Mihalik observó que si {G n } es una torre N1-L-F de grupos finitamente

generados, entonces e(G n )=e(G m ) para n,m enteros positivos. Definió

e({Gn})=e(Gn), e(G)=e({Gn}) y e(X)=e({rc i X n }) si G=Iim Gn y X=Iim X n . Probó

que si G es un erupo M-L-F entonces e(G)=0 si y sólo si G es compacto (notemos que
G=Iim Gn admite, como límite de grupos discretos, una topolocía), e(G)=2 si y sólo

si G tiene un subgrupo cfclico infinito con fndice finito. También caracterizó los
erupos de este tipo que tienen e(G)=00. Respecto a espacios métricos compactos M-

L-F, consideró 5C=IimXn (Xn es la cubierta universal) y probó que e(X) es el

33



nŭmero de finales de Freudenthal de 	 . En el caso que X sea LC° semilocalmente

conexo, entonces resulta ser la cubierta universal de X.

Si G es un grupo finitamente presentado. K un poliedro compacto y conexo tal

que z i KEG,R su cubierta universal, e g el proespacio final de R y S° el

proespacio constante 0-esfera. Edwards y Hastings [1.E-H1 prueban que la sieuiente
sucesión (similar a la de Grossman ya mencionada) es exacta corta:

0—+ lim (Ho(Top.)(SI,egi)}---›Ho(proTop,)(S°,eg)--IproHo(Top.)(S°,eg)—,0

El nŭmero de finales de Freudenthal de G es el cardinal de proHo(Top.)(S°,eg)

y el nŭmero de finales propios de G es el cardinal de Ho(proTop.)(S°,e g). Si G tiene

un sólo final de Freudenthal resulta que Ho(proTop,)(S°,e g ) =

1im {Ho(Top)(S,eR 1)}. Si G tiene un sólo final de Freudenthal y un sólo final

propio suele decirse que G tiene un final serniestable.

Mihalik, en [1.M.4], prueba que si 1—›1-1—›G—›K--›1 es una sucesión exacta de
grupos infinitos y H tiene un subgrupo normal infinito y finitamente generado,
entonces G tiene un final semiestable. Otros resultados de este tipo pueden verse en
[1.M.2, 1.M.3, IhM.5, 1.J].

d)	 Grupos de homotopía de Brown-Grossman.

Los invariantes de bomotopfa con estructura de grupo (grupos de homotopfa de
Hurewicz etc..) han jugado un importante papel en el desarrollo de las Matemáticas.
En teoría de homotopfa propia se han buscado invariantes que jueeuen un papel
análogo al de aquellos en homotopfa estandar. Citaremos los erupos de homotopfa
propia definidos por E.M. Brown [1.Bro.1] en 1974. Estos grupos están asociados a
un espacio X no compacto y a un final de Freudenthal, representado por un rayo
propio ce[0,00)--4X. E.M. Brown definió estos grupos como clases de homotopfa
propia relativa a [0,00) de gérmenes de aplicaciones propias de S n en X. donde Sn se
construye a partir del intervalo semiabierto [0,00) pegando una n-esfera basada en
cada entero. En este trabajo, Brown caracterizó las equivalencias de homotopfa
propia en la categorfa de los complejos simplicales conexos localmente finitos y de
dimensión finita en función de estos nuevos grupos y de los grupos de Hurewicz

También definió el functor que permite "calcular" los grupos de hornotopfa propia
a partir de sistemas inversos de los grupos de homotopía. En un trabajo posterior
[1.B-T1, con la ayuda de estos grupos, E.M. Brown y T.W. Tucker probaron que si
una 3-variedad no compacta tiene el mismo tipo de homotopfa propia que el producto
F x [0,11 o bien que el producto F x [0,1), donde F es una 2-variedad, entonces dicha
variedad es homeomorfa a F x [0,1] o a F x [0,1), respectivamente. En este orden de
ideas, J.L. Bryant y M.E. Petty [1.B-P] han encontrado obstrucciones algebraicas,
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para (n+1)-variedades M, n�5, con (k+1) ple gamientos de Waldhausen, cuya
anulación supone la descomposicición de M como producto de variedades NxR.

En 1976, J.C. Chipman [1.Ch.1] analizó la estructura del grupo fundamental
propio de Brown de un complejo simplicial a-compacto en el que se toma como rayo
base un representante de uno de sus finales. Observó que si E. denota el grupo
fundamental de 5 1 entonces E actŭa por composición en los grupos fundamentales
propios de dichos complejos simpliciales y para cada complejo simplicial basado K
existe un E-epimorfismo de E en el grupo fundamental propio de K. De este modo se
determinan presentaciones de los grupos fundamentales propios de complejos
simpliciales a-compactos, expresando éstos como grupos cocientes de E. También
observó que el grupo fundamental propio no verifica el teorema de Seifert-Van
Kampen. No obstante, dió un teorema que determina la presentación del grupo
fundamental propio de la unión de dos subespacios conexos con intersección conexa
en función de las presentaciones de los grupos de dichos subespacios. En [1.Ch.2],
utilizando el functor	 de Brown, dió una caracterización para que dos torres de
zrupos sean isomorfas, que el functor	 las transforme en objetos isomorfos
(isomortismo que conmute con los operadores).

e)	 Grupos bigraduados de homotopia asociados a una teoría de
prebordismo.

En 1982, E. Dominguez y L.J. Hernandez {1.D-H.1) definieron los grupos
bigraduados de homotopfa propia asociados a PL-variedades compactas Tr:(X;A,a0)

y posteriormente, en [1.D-H.2], deflnieron grupos bigraduados de homotopía propia
asociados a cualquier teoría de prebordismo. Estas teorías bigraduadas de homotopia
propia están relacionadas con las diferentes teorías de bordismo y cobordismo, así
como con las propiedades de incrustación de variedades en esferas.

Una (n,m)-esfera es un par (S,*) donde S es el complemento en S de una (n-
m)-variedad M compacta y cerrada (para (n-m) negativo se considera M vacía)
incrustada en S n -{*}. Una (n,m)-bola es un par (D,*) donde D es el complemento en
D° de una (n-m)-variedad compacta N incrustada en D°-(*) de tal modo que
Nr,apn=aN. Una relación homotópica entre dos (n,m)-esferas S=S"-M, es
un par (H,{*} x I) donde H es el complemento en S nx 1 de una (n-m+1)-variedad
compacta incrustada en (S nx l)-({*} x I) de modo tal que

Nn(S ax 21)=-aN, aNn(S nx {0})=M, aNn(S fix {1 }

Dado un espacio con punto base (X,x 0), se defIne n-r(X,x 0) como el conjunto de
aplicaciones propias basadas de (n,m)-esferas punteadas en (X,x 0), módulo las
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correspondientes relaciones homotópicas. De un modo análogo, asociados a un par
punteado (X,A,a 0), se definen los conjuntos relativos

Estos grupos dependen de la teoría de bordismo que se esté considerando y
sobre los espacios compactos coinciden con los grupos de homotopfa de Hurewicz.
Por otra parte, las relaciones existentes entre las diferentes teorfas de bordismo
eeneran transformaciones naturales entre los correspondientes grupos bigraduados de
homotopia propia asociados.

El cálculo de estos grupos bigraduados de homotopfa propia suele presentar
dificultades, aunque en algunos casos puede efectuarse ya que algunos de ellos tienen
buenas propiedades. Por ejemplo, para un espacio X a-compacto y Hausdorff con
finales de Freudenthal semiestables, el cálculo de TC 21 se reduce al del grupo
fundamental estandar it, teniendo en cuenta la existencia de un isomorfismo

7t2 (X,x )=-Tr (X,x ), donde X= X L.) lim pron o eX con una adecuada topología que

	

1	 0	 I	 0

extiende la de X, ver [1.D-H.3].

Un tema que puede tener interés, es la posible aplicación de estos grupos
bigraduados al cálculo de grupos de homotopfa de esferas. Se puede definir una
transformación rpt-:(R m )—nca (S') para n �_rn, de modo que si f:S n-M—>lt m representa

un elemento de rcznn (12 m ), entonces ii[f] está representada por la extensión de f que

aplica M en elr2,,unto del infinito de R. Tranformaciones de este tipo permiten
abordar el estudio de los grupos de homotopfa de esferas utilizando técnicas de
homotopfa propia, teorfa de bordismo, teorfas de homologfa asociadas a la teoría de
bordismo y teorfa de incrustación de variedades en esferas.

	

f)	 Grupos de homotopia de Steenrod.

En relación a los erupos de homotopfa de Steenrod para el caso propio,
señalaremos que en 1980, Waldhausen sugerfa la importancia de estudiar los grupos
de homotopfa de Hurewicz del limite homotópico del proespacio final de un espacio
topolóeico. Como ya hemos indicado estos grupos se pueden expresar como

Ho(Top.)(Sn , holimEX) = Ho(proTop.)(S n , EX).

Puesto que S n e(Snx [0, 00 )), utilizando el teorema de incrustación de Edwards
y Hastines se obtiene que

Ho(proTop,)(e(S nx [0, 00 )), EX)=[(S nx [0, cc ), *),(X,a)]p

donde * y a son rayos base. Estos grupos se pueden interpretar como clases de

homotopfa propia (relativa al rayo base) de aplicaciones o gérmenes propios de

S nx [0, 00 ) en X, que precisamente es la definición que Z.terin da en su artículo
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[1.2e], tr.„(X,a)=[(Snx[0,00),*),(X,a)]p. t erin prueba que los grupos de homotopia

de Steenrod de un espacio (X,a) con rayo base resultan ser los grupos de homotopfa
local de Hu [1.Hu] de (X* , c>o a ), donde X * es la compactificación de Freudenthal

de X y 00 cces el punto del infinito determinado por el rayo a.

L.J. Hemández [1.He.1 ], en 1982 define los grupos

T ri (X,a)=[(12 1+ I , *),(X.Wip.

Es decir, las clases de homotopia propia relativas a un rayo base de aplicaciones
propias basadas de Rn+1 en X.

Estos invariantes se denominan grupos relativos de Steenrod por la existencia de
los siguientes isomorfIsmos

(ERn+1 EX

	

[(R n+1 , *),(X,cc)Ip= Ho(proTop * ,Top * )	 J.	 ,
Ro n-1-1	 x j

( Sn	 EX\

	=Ho(proTop* ,Top * )	 J,	 ,
1 x

que interpretan Js clases de homotopia propia basada de R n+1 en X como el n-ésimo

grupo de homotopia relativa de Steenrod de la pareja de proespacios (X,EX).

En la mencionada prepublicación [1.He.1] se prueba la existencia de la siguiente
sucesión exacta larga que relaciona los grupos relativos de Steeru-od, los grupos de
Steenrod y los grupos de Hurewicz:

(X,a)—>rcn(X,a)--nr.,(X,a(0))--K n- (X,a)—)---=n

que también aparece (con diferente notación) en un trabajo posterior de M.G. Brin y
T.L. Thickstun [1.B-T] enfocado al estudio de incrustaciones propias de planos en 3-
variedades. Por otra parte, en la citada [1.He.1], se definen teorías de homología
propia J * , E, que están relacionadas con la homología singular a través de la

sucesión exacta larga:

--)4+1(X)—/En+I(X,a)--11-1,(X)—>J,(X)--/....

Además se prueba un teorema de Hurewicz para los grupos de homotopia
homoloda propia

tn(X,a)---in+I(X)

en el caso absoluto.

M.T. Rivas en su memoria [1.Riv] estudia detalladamente los dupos de Steenrod
de tipo propio. Incluye un análisis de las acciones de los 1- g.rupos de Steenrod, el
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teorema de Hurewicz que acabamos de mencionar con la determinación del n ŭcleo
del homomorfismo y también en el caso relativo, ver también [1.E-H-R.1], y la
introducción y estudio de la noción de CW-complejo propio que incluye un análisis
de la existencia de aproximaciones celulares para aplicaciones entre este tipo de
espacios.

Extrerniana, Hernández y Rivas analizan en [1.E-H-R.21 las propiedades de los
CW-complejos propios: un CW-complejo propio se construye a partir de un espacio
discreto, pegando celdas compactas Dn y no compactas D x [0, 00 ) de modo
que las aplicaciones que se utilizan para pegar dichas celdas, definidas en (3D n y en
a(Dn-1x[0,00 )) sean propias. Un CW-complejo propio se dice re2ular si dichas
aplicaciones son inyectivas y el borde de cada celda, compacta o no compacta, es una
reunián finita de celdas de dimensión inferior. En este trabajo se da un algoritmo que
permite el cálculo de las homologfas J,E,H., para CW-complejos propios

regulares y tinitos. Este algoritmo se generaliza posteriormente para cualquier CW-
complejo propio y finito, ver [1.E-H-R.3]. Ya hemos citado el teorema tipo
Whitehead que Brown probá para los complejos simpliciales de dimensión finita en
términos de los grupos de Brown-Grossman y los de Hurewicz. En [1.E-H-R.2], se
prueba un teorema tipo Whitehead para los CW-complejos propios de dimensión
finita, reduciendo la correspondiente caracterización algebraica a los grupos relativos
de Steenrod y los estándar de Hurewicz. También se observa en este trabajo que en la
categorfa de CW,-complejos propios y aplicaciones propias no se verifica en general
un teorema de aproximación celular propia; sin embargo, se dan condiciones bajo las
cuales puede asegurarse la existencia de aproximaciones celulares propias.

g)	 Grupos de homotopia de Brown-Grossman y su relación con
los de Steenrod y los progrupos de homotopía.

En 1988, Hernández y Porter, ver [1.H-P.1] , observan que puede darse una
definición altenaativa de los grupos relativos de Steenrod de un espacio cr-compacto
X, a través de la expresián

zn(X,a)=Ho(proTop.)(S n , Fp)

donde p:e(X)--›X es la "inclusión" del proespacio final de X en X. y Fp es la fibra

homotópica de p.

Puesto que Ho(proTop,) es una categorfa de modelos cerrada de Quillen, se

puede considerar la sucesión de fibras homotópicas

Si a esta sucesión le aplicamos el functor Ho(proTop,)(S n , -), reencontra-mos la

sucesión exacta mencionada anteriormente.
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También se considera la sucesión de cofibras

donde el morfismo E°—)S° viene inducido por la identidad de S°. En este trabajo, se
aplica esta sucesión de cofibras a la sucesión de fibras anterior, obteniéndose como
resultado un diagrama bidimensional con filas y columnas exactas que relacionan
grupos de Brown-Grossman, grupos de Steenrod y grupos de Hurewicz. Estudiando
nŭcleos y con ŭcleos de este diagrama se obtiene la sucesión exacta cor-ta

que se puede obtener también al aplicar la sucesión espectral de Bousfield-Kan.

Estos resultados se completan con las versiones de tipo global de los erupos de
Brown-Grossman dadas por Hernández y Porter en [1.H-P.21. En estas versiones, en
vez de considerar clases de homotopfa propia de gérmenes de aplicaciones propias de

en X, se toman clases de homotopfa propia de aplicaciones propias de	 en X
(definidas globalmente en Así se obtiene un diagrama bidimensional de filas y
columnas exactas que relacionan los grupos globales de Brown-Grossman con los
wupos de Steenrod y de Hurewicz.

Por otro lado, se comparan los grupos globales de Brown-Grossman con los
erupos de Brown-Grossman definidos en el infinito. Por ejemplo, entre otros
resultados, se oblene la sucesión exacta corta

0—>err.,(X,ct(0))—)(X,ct)—›nr(X,a)-->0

donde an es n-ésimo grupo global de Brown-Grossman, es el n-ésimo grupo de

Brown-Grossman en el infinito y el primer término es una suma numerable de copias
de it1 , el n-ésimo grupo de homotopfa de Hurewicz.

La relación entre progrupos de homotopfa y grupos de homotopfa de tipo
Brown-Grossman viene dada por el functor Y:progrupos--1F-modu1os de Brown, que
para un espacio a-compacto verifica que Y(prorcnEX).-437 (X).

h)	 Categorías cofibradas y homotopia propia

Una de las más importantes axiomáticas desarrolladas para poder obtener
teorfas de homotopfa es la estructura de categorfa de modelos cerrada elaborada por
Quillen [1.Qui]. Sin embargo, en algunas situaciones esta teoría puede ser no
satisfactoria. En 1973, K.S. Brown desarrolló una teoría diferente a la de Quillen
para poder aplicarla a algunas categorfas de haces.

Brown definió una categorfa de objetos cofibrantes como una categoría C con
sumas finitas y objeto inicial 0, que dispone de dos familias que denominaremos
cofibraciones y equivalencias débiles y que satisfacen los siguientes axiomas:

39



A) Los isomortismos son equivalencias débiles. Dados morfismos f:A—>B, g:B—>C, si
dos de los tres morfismos f, g, gf son equivalencias débiles, entonces también lo es el
terc ero.

B) Los isomorfismos son cofibraciones. La composición de cofibraciones es
cofibración.

C) Sean	 una cofibración y f:A—>Y un morfismo, entonces existe el siguiente
cuadrado pushout

y

XXWY

de modo que i es una cofibración. Si i es equivalencia débil, entonces i también lo es.

D) La diagonal	 X x X se puede descomponer como composición de
cofibración seguida de una equivalencia débil

E) Para todo objeto X, el morfismo 0—>X es una cofibración.

Otra versin, con axiomas más débiles que los de Quillen, es la elaborada
recientemente por Baues y que damos a continuación:

Una cate goría cofibrada es una categoría C junto con dos clases de morfismos
denominados cofibraciones y equivalencias débiles que satisfacen las siguientes
propiedades:

C1) Los isomorfismos son cofibraciones y equivalencias débiles. Dados morfismos
f:A—>B, tt:B—>C, si dos de los tres morfismos f, g, gf son equivalencias débiles,
entonces también lo es el tercero. La composición de cofibraciones es cofibracion.

C2) Sean i:A—>X una cofibración y f:A—>Y un morfismo, entonces existe el siguiente
cuadrado pushout

Al> Y

X/X'Y

de modo que í es una cofibración. Si f es una equivalencia débil, entonces lo es y si

i es equivalencia débil, entonces í también lo es.

C3) Cada morfismo f se puede factorizar como f=gi, donde i es una cofibración y g
es una equivalencia débil.
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Utilizamos en lo que sigue la siguiente terminologfa: Se dice que f es
cofibración trivial si f es cofibración y equivalencia débil, y se dice que R es fibrante
si para toda cofibración trivial 	 existe una retracción r:S-->R tal que ri=idR.

C4) Dado X en C, existe una cofibración trivial X-->RX tal que RX es fibrante.

Existen claras relaciones entre estas axiomáticas. Por ejemplo, una categoría
cofibrada con sumas finitas, objeto inicial y en la que todos sus objetos sean
cofibrantes es una categorfa de objetos cofibrantes.

Hemos destacado estas dos axiomáticas ya que por un lado la categoría de
espacios y aplicaciones propias es una categoría cofibrada en el sentido de Baues
como puede verse en [1A-D-Q] y en [1C-E-H1. Pero obviamente también es una
categoría de objetos cofibrantes (espacios sin basar). Ahora el functor de incrustación
de Edwards-Hastings nos conduce a categorías de la forma proTop o proSS en las
que Porter ha considerado algunas estructuras de cateeorías de objetos cofibrantes
(en el sentido de Brown). Este functor permite comparar estas cateeorías de objetos
cofibrantes.

Existen algunas diferencias entre las estructuras de categorías cofibradas
presentadas en [1A-D-Q] y en [1C-E-H1. En el primer trabajo se consideran la
categorfa de espacios y aplicaciones perfectas (la preimaeen de un punto es compacta)
y se toman como cofibraciones aquellas aplicaciones perfectas e inyectivas que tienen
la propiedad de Ixtension de homotopfas perfectas. Además se realiza un estudio de
los diversos grupos de homotopia "perfecta" y sus relaciones. En el segundo se toma
la categoría de espacios topológicos y aplicaciones propias y se toma como
cofibraciones aquellas aplicaciones que son cerradas y verifican la propiedad de
extensión de homotopfa propia. El resultado principal de este seeundo trabajo es el
que prueba que el functor incrustación de Edwards-Hastings preserva las
suspensiones y también las sucesiones de tipo Puppe.

Como consecuencia de la estructura de cateeoría cofibrada P de los espacios y
aplicaciones propias, se deduce que, dado un espacio fijo A, la cateeoría (P A )c es
también una categoría cofibrada. Los objetos de esta categoría son cofibraciones de la
forma i:A—+X. Un morfismo de i en i es una aplicación propia 	 tal que

Un caso interesante aparece cuando se toma como A=T, donde T es un árbol
(infinito y contráctil). Baues [1.Ba.2] estudia con detalle las propiedades de los
9..rupos de homotopfa propia de tipo Brown pero definidos al considerar el árbol T..
También analiza los grupos de homotopfa propia "tipo Steenrod" y las relaciones con
los erupos de Brown, siempre para un árbol fijo T.

Asociado a un árbol. Baues considera la cateeorfa pequeña de los objetos
esféricos n-dimensionales. Cada uno de estos objetos se construye pegando un n ŭ mero
finito de n-esferas (que puede ser cero) a cada vértice del árbol. Los mortismos son
las clases de homotopia propia bajo T. Esta categoría tiene objeto cero y sumas
finitas.
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Una categoría pequeña con objeto cero y sumas finitas es denominada como
una teorfa y los functores contravariantes de la teoría en la categorfa de los conjuntos
punteados son los modelos algebraicos de dicha teoría.

Cada objeto esférico n-dimensional del tipo anterior determina grupos de
homotopfa de tipo Brown o de tipo Hurewicz si sólo se dispone de un n ŭmero finito
de esferas. Si n=1 tendremos estructura de grupo y para n>1 estructura de grupo
abeliano. Fijemos ahora un espacio X con árbol base; es decir, un objeto de la
categoría de homotopfa propia Ho((P T)c); entonces, la restricción del functor
Ho((PT)c)(-,X) a la teorfa de objetos esféricos n-dimensionales determina un modelo
algebraico para la teoría de objetos esféricos n-dimensionales asociado a un árbol.

Notemos que cada final de Freudenthal deterraina un rayo dentro del árbol y
que además se puede considerar la topologfa que tiene el conjunto de los finales del
árbol.Podemos plantearnos la siguiente pregunta: ,Cómo expresar los grupos
globales de Brown definidos por un objeto esférico asociado a un árbol T en función
de los grupos globales de Brown asociados a los diversos rayos que el arbol T
determina en el espacio X? Una respuesta satisfactoria a la pregunta anterior
trasladaría el estudio de los modelos algebraicos anteriores a otros modelos más
sencillos definidos para el caso en el que el árbol fuera un rayo.

Los modelos algebraicos definidos por Baues contienen además toda la
información qus se genera por las aplicaciones propias entre los diversos modelos
esféricos. Son, por tanto, buenos invariantes a la hora de imponer condiciones pero
más complicados resultan cuando se quiere efectuar su cálculo.

Otro de los problemas que presentan estos y otros invariantes propios es que
dependen del encaje del arbol T en el espacio X. Si consideramos dos encajes de T en
X que sean propiamente 0-homotópos, un objeto esférico asociado al árboUT genera
para los dos encajes grupos globales de Brown isomorfos; sin embargo, estos
isomorfismos no determinan, en general, una equivalencia de functores ya que no son
compatibles con los morfismos entre objetos esféricos.

Para evitar la dependencia del encaje del árbol T, Baues considera el 0-
esqueleto T O del árbol si trabajamos en la categoría Ho((PT°)c). Los objetos esféricos
anteriores y un espacio X que estaban en la categorfa Ho((P T)c) determinan objetos
que seguimos Ilamando esféricos y un objeto X en la nueva categorfa Ho((PT°)c)•
Aparecen ahora nuevos modelos algebraicos definidos como la restricción de los
functores Ho((Pnc)(-,X) a los objetos esféricos. Estos functores son invariantes que
no dependen de los distintos posibles encajes del árbol T que induzcan la misma
aplicación entre los correspondientes conjuntos de finales.

Destaquemos los siguientes teoremas probados en este trabajo: Hay una versión
propia del teorema de Hilton-Milnor, contiene un teorema de tipo Blakers Massey
para grupos de tipo Brown asociados a un árbol y un teorema tipo Freudenthal para
clases de homotopia y suspensiones siempre bajo un árbol T. También es interesante
una versión de teorema de Whitehead enunciada en términos de grupos de tipo
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Brown bajo un árbol T. Las categorfas más utilizadas es este trabajo son los CW-
complejos localmente fuertemente flnitos y los CW-complejos propios formados
pegando conos de los objetos esféricos ya mencionados. En un CW-complejo propio
cada celda tiene asignada una función altura sobre el 0-esqueleto del árbol T.
Recuérdese que en cada vértice del 0-esqueleto se pegaban un n ŭmero finito de n-
esferas, cada una de éstas y sus conos que son las n+1 celdas del CW-cornplejo propio
tiene como función de altura el vértice al que están pe2adas.

Para detinir homología. Baues considera la categoría aditiva pequeña siguiente:
Un objeto se forma considerando un n ŭ mero finito de generadores (posiblemente
vacío) por cada vértice del árbol y después toma el grupo abeliano libre sobre la
reuni ŭ n de todos los generadores. Dados dos de tales objetos, un homomorfismo
entre estos grupos abelianos libres se dice propio cuando ''es compatible con la
estructura del árbol". Como ejemplo de estos grupos abelianos libres tenemos el
grupo abeliano libre generado por las n-celdas de un CW-complejo propio. Ahora,
un functor contravariante de la categorfa aditiva pequeña anterior en los grupos
abelianos se denomina módulo. El valor principal de este functor es un grupo
abeliano de particular interés. Notemos que el grupo abeliano libre generado por las
celdas de dimensión dada, al ser un objeto de la categorfa pequeña, determina un
módulo y el borde geométrico induce un complejo de cadenas de estos módulos. Su
homologfa, que es de nuevo un módulo del mismo tipo, es la homolo gia propia
asociada a un árbp1 y considerada por Baues.

Una vez definida asf la noción de homología, este trabajo incluye un teorema
tipo Hurewicz entre los grupos de homotopia tipo Brown y los grupos de homología
anteriores.

Esta es una presentación intrinseca y siempre asociada a un árbol. - Un
desarrollo alternativo puede llevarse a cabo utilizando adecuadas pro-categorfas y
aleunos functores de incrustación, unas veces para categorías de espacios y otras para
categorías algebraicas, como la categorfa pequeña anterior. Este ŭltimo enfOque
puede perder el senŭdo geométrico pero tiene la virtud de conectar con los muchos
resultados existentes para procategorfas de espacios y algebraicas.

i) Relaciones entre homotopia propia y teoría de la forma.

En las notas de este párrafo no se pretende realizar un resumen de nociones
referentes a las teorías de la forma, sino seleccionar aquellas que están más
directamente relacionadas con las teorías de prohomotopía y homotopfa propia.

La teoría de la forma fue originariamente introducida por Karol Borsuk [1.Bor]
en 1968 con el objetivo de estudiar las propiedades globales de los espacios
compactos y metrizables. Con las notaciones que estamos utilizando, la formulación
de Borsuk resulta ser equivalente a la siguiente: si X e Y son subconjuntos compactos
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del pseudointerior FIi (0,1) del cubo de Hilbert Q=1-1 1 [0,1], entonces los
morfismos de forma débil de X en Y pueden ser definidos por

Sh(X,Y)=proHo(Top) (E(Q-X),E(Q-Y))

La demostración de que esta formulación es equivalente a la de Borsuk puede
verse en [1.Cha] y en [1.D-S].

Si xE X e yEY pueden tomarse arcos u:I-->Q v:1—>Q tales que u-1(X)=(1),
-1v (Y)= ( 1} y que por tanto definen rayos 	 p:[0,1)—>Q-Y. Entonces, los

morfismos de forma débil preservando puntos base se definen como

Sh.((X,x),(Y,y))=proHo(Top,) (E(Q-X,a),(E(Q-Y,(3))

Esto permite definir los grupos de Borsuk tomando como (X,x)=(Sn,s0) la n-

esfera basada. No es diffcil ver que en este caso

Sh.((Sn,s0),(Y,y))=1imirc.n(e(Q-Y,P)i).

Algunas nociones de forma fuerte ya aparecieron en [1.Chr] (donde se
definieron los grupos de homotopia fuerte) y en (1.P.9]. En 1973, Quieley [1.Quig]
introdujo, para los espacios métricos compactos, nuevos tipos de invariantes: los
grupos ''aproaching" y los grupos "inward". Con las notaciones que aquf hemos
elaborado éstos se, pueden formular del modo siguiente: si X e Y son dos subespacios
compactos del pseudointerior del cubo de Hilbert, entonces los morfismos de forma
fuerte de X en Y se pueden definir como

StSh(X,Y)=Ho(proTop) (E(Q-X),E(Q-Y))=Ho(P) (Q-X, Q-Y)

Es decir, los morfismos de forma fuerte de X en Y resultan ser las clases de
homotopfa propia de Q-X en Q-Y.

En el caso de espacios con punto base

StSh * ((X,x),(Y,y))=Ho(proTop.) (E(Q-X,a), (E(Q-Y,P))

=Ho(P)(E(Q-X,a),(E(Q-Y,p))

Asf, con las formulaciones mencionadas, los grupos "aproaching" de Quigley de
un espacio métrico compacto (Y,y) resultan ser los grupos de Steenrod del
proespacio asociado E(Q-Y,p), y los grupos "inward" de Quieley de (Y,y) se pueden
definir como los grupos de Brown-Grossman del proespacio E(Q-Y,p). En los
trabajos de Porter con referencias [1.P.2, 1.P.8, 1.P.91 pueden verse diversas
relaciones que existen entre estos invariantes.
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2. EXTENSION Y CLASIFICACION DE APLICACIONES PROPIAS

a) Introducción

Si, como hemos puesto de manifiesto al comienzo, todos los problemas
importantes de la Topología están relacionados, los de extensión y clasificación de
aplicaciones lo están en mayor medida; esta es la causa de que les dediquemos este
párrafo conjuntamente.

Los primeros resultados en la solución de estos problemas se obtuvieron en la
primera mitad de este siglo. Asf, el concepto de grado de Brouwer [2.Brou] condujo
a la enumeración de las clases de homotopia de aplicaciones de una esfera en sí
misma. Más tarde, Hopf [2.Ho.1], en un artfculo de 1933, que Whitney [2.Wh.2]
sitŭa como el punto de partida de la teorfa moderna de clasificación y extensión de
aplicaciones, clasifica las aplicaciones de un complejo n-dimensional en una n-esfera
S°. Hurewicz [2.Hur, III], en 1936, estudió el teorema de Hopf reemplazando la
esfera S por un espacio cuyos grupos de homotopfa de dimensión menor que n
fueran triviales.

El problema de clasificar las clases de homotopfa de X en Y, si X es un
complejo de celdas finito e Y la circunferencia S I , fue resuelto por Bruschlinsky
[2.Bru]. La enumeración de las clases de homotopfa de aplicaciones de S 3 en S 2 es
debida a Hopf [2.Ho 2]. Estas clases forman un grupo cfclico infinito. Freudenthal
[2.F] y Pontrjagin [2.Pon.1] extendieron el resultado demostrando que el conjunto de
clases de homotopfa de aplicaciones de S n+1 en S (7cn+I(Sn) en notación de

Hurewicz) es cfclico de orden 2 para n > 2. Más tarde, Pontrjagin [2.Pon. 21 obtuvo
una enumeración de clases de homotopfa de aplicaciones de un 3-complejo en S2.

Whitney [2.Wh.1], en 1937, demostró el teorema de clasificación de Hopf,
basándose en un teorema de extensión, y utilizando, por primera vez, argumentos de
cohomologfa (palabra introducida por él rnismo). En el mismo arŭculo Whitney
mencionaba cohomologfas con coeficientes en grupos de homotopfa.

Uno de los avances más importantes en la resolución de los problemas que
estamos considerando ha sido la teon'a de obstrucción. Fue Samuel Eilenberg [2.E.1],
en su arŭculo de 1940 "Cohomology and continuous maps", quien desarrolló los
elementos fundamentales de esta teoría para aplicaciones continuas. Consideró en
dicho arŭculo aplicaciones con ŭnuas f:K"--->Y, donde K" es el n-esqueleto de un
complejo de celdas geométrico arbitrario K. e Y un espacio n-simple, y estudió
cuándo existe una extensión continua de f a K r1+1 ; para ello asienó a f una cocadena
con coeficientes en rc n (Y), y demostró que es un cociclo (cociclo obstrucción).

Cuando este cociclo es cero la aplicación puede extenderse. Definió también la
cocadena diferencia y generalizó los teoremas de Hopf y los de Hurewicz-Whitney.
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Más tarde, en otro artículo [2.E.2] del año 1.941, trasladó los resultados obterŭdos en
términos de cohomología a términos de homologfa.

N.E. Steenrod [2.Ste] estudió y resolvió, como consecuencia de un teorema de
extensión, el problema de clasificación para aplicaciones del tipo f:X--*S n , donde
X" 1 denota el (n+1)-esqueleto. Para ello introdujo nuevos productos de cociclos.

S.T. Hu [2.Hu.1] en 1948, utilizó la (co)-homologfa de t ech para tratar los
problemas anteriores en el estudio de aplicaciones continuas de un complejo
cualquiera X en un espacio Y. Fue también Hu [2.Hu.31 quien estudió la
"obstrucción" a extender una homotopfa introduciendo los conjuntos obstrucción.

Posteriormente, la teorfa de obstrucción ha sido desarrollada por muchos
matemáticos, y estudiada en diferentes contextos y con diferentes hipótesis en un
intento de encontrar una solución general al problema de la extensión y clasificación
de aplicaciones.

El éxito de la teorfa de obstrucción, a ŭn lejos de ser total, ha sido grande, como
lo prueba el hecho de que, en diferentes teorfas más recientes, se desarrollan teorfas
de obstrucción para resolver los problemas de extensión y clasificación dentro de las
mismas. Por ejemplo: en el año 1977, Yu T. Lisitsa [2.Lil, en el marco de la teoría
de la forma, para obtener algunos teoremas de clasificación de clases de homotopfa
fundamental del-.:Icesiones fundamentales, desarrolla una teorfa de obstrucción en la
que utiliza como invariantes los grupos de homologfa y cohomología de

Alexandroff-tech, [2.A11, [2.t], los grupos fundamentales de Borsuk [1.Bor] y los
grupos de cohomotopfa.

En 1978, T. Porter [1.P.4], desarrolla una teorfa de obstrucción en
Ho(proKano), donde Kano es la categoría de los conjuntos simpliciales, conexos y

punteados de Kan y aplicaciones simpliciales punteadas, utilizando una cohomologfa
con un buen teorema de coeficientes universales.

b) Extensión y clasificación de aplicaciones propias

En 1985, L. J. Hernández [2.He.1] estudió el problema de la extensión en la
categoría P de los espacios topológicos y aplicaciones propias. Para resolver dicho
problema detinió una nueva teoría de cohomologfa con coeficientes en un progrupo
abeliano, o bién en un morfismo de un progrupo abeliano en un grupo abeliano.

Sea (E,1):P—>(proTop,Top) el functor de Edwards-Hastings, S:ToP'CAb el
functor complejo de cadenas singulares y su inducido proS.:proTop--->proCAb.

Entonces, si consideramos la composición: P--->(proTop,Top)—›(proC Ab ,CAb), dado

un morfismo	 en (proAb,Ab) se define el complejo de cocadenas:
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rprOS *EX 7C. \

S*(X),-(proAb,Ab)1 	 ,
s*x	 rc,

Su cohomologfa m(X;re—+rc)=Hm(S*(X)) es el m-ésimo grupo de
cohomoloeía del espacio X con coeficientes en rc'—>rc. Esta cohomología está
relacionada con la definida por Porter [1.P.3], ya que existe una transformación
natural m(X;re'---rt)—)Hm(SEX), donde SEX es el proconjunto simplicial singular
asociado a EX. Señalemos que una cohomología de ŭ po % rn definida en proKano
sería adecuada para el estudio de problemas de extensión en proKano; por otra parte,

la cohomología de Porter H`n es adecuada para el estudio de problemas de extensión
en Ho(proKano). Es imponante observar que, en general, no todos los mortismos de
X en Y en Ho(proKano) provienen de morfismos de X en Y en proKano. No

obstante, si Y es un objeto fibrante, esto ŭ ltimo es cierto, y los dos problemas de
extensión, que en general son dis ŭntos, coinciden. Por tanto, en este caso, ambas
cohomolodas son adecuadas para la determinación de obstrucciones.

En el mencionado trabajo [2.He.1], se define un cociclo de obstrucción propio

asociado a una aplicación propia de en Y (se supone que Z =K nuL, donde L es
un subcomplejo del complejo simplicial localmente finito y contable K y K n es el n-
esqueleto, y que, Y tiene un sólo final de Freudenthal cuyos n-ésimos grupo de
homotopia y progrupo de homotopfa son n-simples). Si dicho cociclo es nulo,

entonces f se extiende propiamente a k r1+1 y si el elemento que representa en

%' 1 (X;prorcn Y--ncnY) es nulo, entonces flk n-1 se extiende propiamente a kn+I.

Por comodidad llamaremos anY al morfismo prorznY—anY.

Utilizando la teoría de cohomología anterior y los correspondientes teoremas
de obstrucción , ver [2.He.3], para un complejo K de dimensión finita y un espacio
Y tal que zi Y=0 para i<n (si n=1, 1 Y debe actuar trivialmente en ar Y para

1 �r�climK), y además para cada r tal que n<r �dimK se verifica que
W(K;LcrY)=0=%"1 (K;iti.Y), entonces las clases de homotopfa propia de K en Y,

están en correspondencia biyectiva con 9{."(K:nnY). Como consecuencia de este

teorema, la cohomología con coeficientes en aquellos objetos de (towAb,Ab) que
adraiten un complejo de Eilenberg-Mac Lane, se puede representar como clases de
homotopfa propia. En estos casos, el cálculo de clases de homotopfa propia de K en
Y se reduce a calcular el grupo de cohomologfa 5G n (K;rn Y). Una herramienta

adecuada para calcular % n (K:zn Y) es un teorema de coeficientes universales. En

[2.He.2] se analiza el teorema de coeficientes que verifica esta cohomoloeía. A
diferencia del teorema estándar es preciso imponer mís condiciones adicionales: el
teorema se verifica si Ext 2(En_ I K.an Y) = 0 =Ext2(1-4_,K,an Y). En este trabajo, con

el fin de verificar estas condiciones, se realiza un estudio de los objetos proyectivos
así como de la dimensión proyectiva en las categorfas towAb y (towAb,Ab). Como
aplicaciones de este proceso, se calculan en [2.He.21 algunos grupos de clases de

47



homotopfa propia; por ejemplo, las clases de homotopfa propia de una superficie
abierta en el plano euclídeo. También se obtiene un método adecuado para calcular
los n-ésimos grupos de Brown-Grossman y de Steenrod de un espacio Y (n-1)-
conexo (n>1) para los progrupos de homotopfa. Una de las ventajas de esta técnica
es la de no u ŭlizar el teorema de incrustación de Edwards-Hastings ru la sucesión
espectral de Bousfiel-Kan.

La cohomología Hn de Porter esta definida en Ho(proKano) y la cohomoloeía

5G n en la categoría de espacios topológicos y aplicaciones propias P. La cohomología
5G° toma coeficientes en morfismos del tipo prortn Y--IrrnY y tiene carácter global.

Sin embargo, se puede dar una versión no global de % que tome coeficientes en
prorr n Y; si, además, se utiliza el functor de Edwards y Hastings
Ho((P.).)—>Ho(proTop.) y los functores singular y realización entre las cateeon'as

Ho(proTop.) y Ho(proKan.), entonces se pueden comparar ambas cohomologías.

Estas son distintas y tienen diferentes propiedades: la cohomologfa H n verifica un
teorema de coeficientes universales más satisfactorio que n . La relación entre estas
cohomologías parece que está conectada con la relación que en una categorfa de
modelos de Quillen existe entre el conjunto de las verdaderas clases de homotopfa
ir(X,Y) y el conjunto de morfismos HoCr )(X,Y), donde Ho(U ) es la cateeoría
localizada obtenida al invertir forrnalmente las equivalencias débiles.

Las teorías `de cohomología en categorfas de proespacios a las que nos estamos
refiriendo están definidas o relacionadas con complejos de Eilenberg-Mac Lane
asociados a un progrupo G. Particular interés puede tener el caso K(-,1):
progrupos---› proCW0 . Este functor permite definir como invariantes de un

progrupo G a aquellos del procomplejo K(G,1). De este modo, se puede definir
homología y cohomología de un progrupo G con coeficientes en un G-promódulo H.
El desarrollo de esta teorfa permitirá calcular clases de prohomotopfa entre
proespacios o clasificar 2-tipos de homotopía propia de modo análogo a la
homotopia estándar.

El problema de la extensión de aplicaciones propias, se puede abordar con
técnicas más sencillas en la categorfa de los CW-complejos propios finitos, ya
descrita en la parte primera. J.I. Extremiana en [2.Ex] desarrolla la técnica para
efectuar dicho estudio (ver también [2.E-H-R.1, 2.E-H-R.2]). Para ello considera
una teorfa de cohomología con coeficientes en un morfismo de un grupo de
homotopfa de Hurewicz en un grupo de homotopfa propia relativo de Steenrod.

Dado un CW-complejo propio y finito K se puede dar una orientación a cada
una de las celdas ya sean compactas o no. Dada una (q+1)-celda r y una q-celda se
define el índice de incidencia [1, a] de manera "análoga" a los índices de incidencia
en los CW-complejos estándar; este índice verifica que si t es compacta y o' no
compacta, entonces [r, c)=0. Ahora, se puede considerar el complejo de cadenas
S.K generado por las celdas compactas y orientadas de K y C.K generado por

todas las celdas orientadas de K. Los rulmeros de incidencia pernaiten definir el
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borde a traves de la fórmula az.E [t, a]o. Si denotamos por SC.K la inclusión de

complejos dado un homomorfismo de grupos abelianos 9:A-413 se

define el complejo de cocadenas:

SC*(K;9)= MorAb (SC*K,9).

La cohomología que se toma para desarrollar la teorfa de obstrucción es
precisamente Gq(K;9)=Hq(SC*(K:9)).

J.I. Extremiana [2.Ex] estudia la categoría cuyos objetos son los morfismos de
grupos abelianos, considerándola como una cate2orfa de módulos sobre un anillo de
matrices. A continuación se estudian los objetos proyectivos y dimensión proyectiva
de esta categoría, para luego dar un teorema de coeficientes universales que, en
ciertas condiciones, es análogo al clásico. Después define una clase de obstrucción

en el grupo de cohomología Gm+I (K,L4) asociada a una extensión propia de K en
Y, donde cp es el homomorfismo natural que existe del m-ésimo grupo de Hurewicz
de Y en el (m-1)-ésimo grupo relativo de Steenrod de Y. Esta clase tiene
propiedades análogas para aplicaciones propias a las que tiene el cociclo de
Eilenberg para aplicaciones continuas.

Si tomamos un CW-complejo propio en el que las celdas no compactas se hayan
subdividido en infinitas celdas compactas, los problemas de extensión se pueden
enfocar considerldo diferentes tipos de filtraciones esqueletales lo que lleva a poder
comparar la cohomología G con las antes mencionadas H o m.
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3.CLASIFICACION DE ESPACIOS

a) Introducción.

El problema de la clasificación topológica de los espacios es, en general, muy
complicado. Un paso en la resolución de este problema consiste en rebajar el tipo de
clasificación a otra más débil y que, en principio, sea más fácil de abordar. Este es el
caso, por ejemplo, del tipo de homotopfa. Sin embareo, el problema de clasificar
espacios hasta el tipo de homotopfa es, otra vez, extraordinariamente complicado y
se buscan de nuevo aproximaciones al problema general, intentando clasificar los
espacios hasta el n-tipo de homotopfa. Además, para los espacios no compactos es
necesario tener en cuenta no sólo el tipo de homotopfa sino el tipo de homotopfa
propia.

En la teoría de homotopfa estándar, el Teorema de Whitehead da una
caracterización algebraica para que una aplicación entre CW-complejos sea una
equivalencia de homotopfa. En la teorfa de homotopfa propia también se han dado
algunas caracterizaciones de las equivalencias de homotopfa propia. A éstas
dedicaremos la sección b).

Otra formaide abordar los problemas de clasificación es la de dar condiciones
para que un espacio forme parte de una determinada familia de espacios. Por
ejemplo, consideremos la familia de las variedades no compactas que son isomorfas
al interior de una variedad compacta con borde. Para dimensiones mayores o iguales
que seis, se han encontrado caracterizaciones algebraicas para que una variedad no
compacta esté en dicha familia. A este tema dedicaremos la sección c).

En la categorfa de homotopfa propia de complejos simpliciales contables y
localmente finitos, la clase de los isomorfismos está formada por las equivalencias de
homotopfa propia. Dentro de esa clase se define una subclase cuyos morfismos se
denonainan equivalencias simples. Se verifica que, en aleunas situaciones, la
existencia de una equivalencia simple implica la existencia de un homeomorfismo (a
veces isomorfismo, si la categon'a de espacios posee más estructura). Por otra parte,
como consecuencia de un teorema de Chapman, se verifica que todo homeomorfismo
es un equivalencia simple. Se plantea, por tanto, el problema de encontrar
condiciones para que una equivalencia sea equivalencia simple. La sección d)
recogerá algunos importantes resultados sobre esta cuestión.

Un espacio de Moore es aquel que tiene concentrada su homologfa (reducida)
en una sola dimensión. De modo similar pero para pro-erupos de homología se
definen los espacios de Moore propios. Asociado a una torre global (que tenga una
resolución libre) existe un complejo de Moore propio para n �2, pero, en general, no
es ŭ nico. En la sección e) se analizará el problema de clasificación módulo
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equivalencia propia de los espacios de Moore propios asociados a un torre G en
dimensión n22.

Por ŭ ltimo. en relación con la noción de n-tipo introducida por Whitehead para
la clasificación de espacios, se analizarán en la sección f) diversos modelos
algebraicos adecuados en el sentido de poseer buenas propiedades de realización.
También en esta sección se estudiarán otros modelos algebraicos para tipos propios
adecuados para abordar problemas de clasificación en homotopía propia y teoría
shape.

b) Teoremas de tipo Whitehead en la categoría propia

Daremos a continuación algunas caracterizaciones algebraicas de las
equivalencias de homotopia propia que amplian las referencias dadas en el Capítulo 1
en relación a esta cuestión.

En 1970, Siebenmann, en la categoría de los complejos simpliciales contables,
localmente finitos y de dimensión finita, dió algunas caracterizaciones para que una
inclusión fuera una equivalencia de homotopía. Dada una pareja (A,B) se
denota por rci(A,B) a la familia de grupos frci(Aa,B) I donde Aa es una arco-
componente de A} y se supone que las intersecciones de Aa y B son conexas y que se

ha realizado unatelección de puntos base.

Siebenmann [3.Sie.2] probó que f es una equivalencia de homotopía propia si y
solo si f es una equivalencia de homotopía ordinaria y f es una equivelncia de
homotopía en el infinito. Se dice que satisface la condición (7c1)00, si f induce un
homeomothsmo en los espacios de finales de Freudenthal y los sistemas de grupos
fundamentales de entornos del infinito son equivalentes. Sea f satisfaciendb la
condición (7t1).0 y tal que Y1X tiene dimension finita, entonces f es una equivalencia
de homotopia en el infinito si para todo subcomplejo Y cofinito (c1(Y\r) es
compacta) existe otro subcomplejo cofinito Y" (mas pequefio) tal que
fs„(Y",Y"nX)—>rt(Y',Y'nX) es trivial donde it. denota la familia de los grupos de

homotopfa. En dicho trabajo se incluyen otras condiciones de tipo homológico y
cohomolóeico que son equivalentes a la condición anterior.

En 1973, Farrel, Taylor y Wagoner [3.F-T-W], establecen otro teorema de tipo
Whitehead para la categoría de CW-complejos fuertemente localmente finitos. Una
diferencia importante es que en este trabajo no se supone que existe una cantidad
contable de celdas.. Para ello introducen los invariantes algebraicos que denominan
grupos de LS-homotopia y erupos de A-homoloeía., definidos previamente por
Taylor [3.Tay]

Dada una familia S=CSa} donde ct recorre un conjunto de índices, se define
pl(S)=11Sa módulo la relación que identifica {sa} con (s'a} si sa=s'a salvo para un

nŭmero finito de índices. Si X es un CW-complejo localmente finito, una colección
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localmente finita de puntos {p} se dice que es un conjunto de puntos base para X, si,
para cada compacto K de X, cada componente infinita de X\K (componentes que no
están contenidas en compactos) contiene algŭn elemento de (p }. Si un subconjunto de
{p} satisface esta condición entonces tiene la misma cardinalidad que {p}. Si

es un functor, se define

G(C,p) =G(X-C,p) si p está en X-C

44.1si p está en C.

Entonces se forma p.(G(X-C,p)); notar que si C está contenido en D entonces se
tiene un mortismo p.(G(X-D,p))-9.(G(X-C,p)) y se puede tomar el límite

E(X,{p}:G)= lim p.(G(X-D,p))

Ahora, el invariante A(X,{p};G) se define como el pull-back del diagrama

	

á(X,{p};G)	 1IG(0,p)

	

E(X,{p};G)	 ii(G(0,p))

Además, para el caso de una inclusión de A en X que sea propiamente 0-conexa,
se definen de modo análogo los grupos A(X,A;(p);G) suponiendo que el funtor G
esté definido par.a pares con punto base.

Si se supone que la inclusión de A en X es propiamente 0-conexa, dim(X—A) =
n. entonces A es un retracto por deformación propia de X si y solo si
A(X,A;{p};trk)=0 para En este trabajo también se incluyen ou-as versiones
homológicas del teorema. Al final se incluye un teorema para CW-complejos
fuertemente localmente finitos en el que la condición de dimensión finita se ha
omitido.

Otras versiones del teorema de Whitehead propio pueden darse en términos de
pro-erupos, véase [1.E-11] y a través de pro-grupos locales [1.Bas]. Además, también
existen para ambos tipos de invariantes las correspondientes versiones homológicas.

c) Variedades abiertas que admiten borde en el infinito

Dada una variedad con borde diferenciable y compacta, su interior resulta ser
una variedad abierta cuyos finales admiten un collar; es decir, son isomorfos al
producto de una variedad compacta (el borde) por el intervalo semiabierto [0,1). El
estudio de esta familia de variedades abiertas se reduce al estudio de variedades
compactas con borde.

En 1965, L. Siebenmann [3.Si.1] abordó el problema de dar condiciones
suficientes para asegurar que una variedad abierta fuese isomorfa al interior de una
variedad con borde.
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Para ello se consideran los functores Ko y Ro que se definen del siguiente
modo: Dado un grupo G. se toma el anillo grupo 2G y la clase de módulos a
izquierda proyectivos y finitamente generados sobre dicho anillo. Entonces Ko(G) es
el grupo abeliano que tiene un 2enerador (A,B, ...) por cada clase de isomorfismo de
los módulos anteriores y por relaciones A+B=C si C es isomorfo a AEDB. Si (e}
denota el grupo trivial y 	 {e} es el homomorfismo trivial, entonces Ko(G)=
Ker(Ko(G)-4K0(1e})).

Siebenmann considera variedades diferenciables con finales dóciles (tame). Un
final se dice que es clácil si es estable y tiene entornos arbitrariamente pequeños
dominados por un complejo finito (un final se dice estable si la torre de los grupos
fundamentales de los complementos de los compactos en isomorfa a una torre
constante; y un espacio X se dice que está dominado por un complejo finito K si
existen aplicaciones continuas e tales que ri es homátopa a la
identidad de X). Dada una variedad de dimensión mayor o igual que cinco, probó
que dado un final f dácil tiene un entomo V tal que si ni(f) denota el límite de los
grupos fundamentales de los complementos de los compactos, entonces la homología

del par	 Bd-V) está concentrada en codimensión dos y dicha homología es un
nt(f)-módulo proyectivo y finitamente 2enerado. Notemos que este módulo de

homología define un elemento c(f) del grupo Ko(Irt(f)). Uno de los resultados
principales de elte trabajo de Siebenmann es el siguience: Sea W una variedad
abierta diferenciable de dimensión mayor o igual que seis, entonces W es isomorfa al
interior de una variedad diferenciable con borde si y solo si W tiene un n ŭ mero
finito de componentes y cada final f de W es dócil con invariante a(f)=0.

d) Homotopía simple infinita

Dada una categoría C, dentro de la clase de todos los isomorfismos se puede
definir una subclase de isomorfisrnos especiales que denominaremos simples.-Los
isomorfismos simples suelen tener propiedades especiales y uno de los problemas que
se plantean es el de formular la obstrucción para que un isomorfismo sea simple.

Por ejemplo, sea C la categoría homotópica de los complejos simpliciales
finitos. La clase de equivalencia de una inclusión i:L-->K tal que K\L consiste
exactamente en dos símplices abiertos de dimensiones consecutivas es una expansión
y su inversa homotópica un colapso. Se denominan equivalencias simples aquellas
que son una composición finita de expansiones y colapsos. Una de las propiedades
especiales que tienen las equivalencias simples es que, en al gunas condiciones, la
existencia de una equivalencia simple implica la existencia de un homeomorfismo.
Uno de los problemas que se pueden plantear es el de si un homeomorfismo es una
equivakncia simple. Afortunadamente, este problema fue resuelto afirmativamente
por T. Chapman.
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Dado un complejo simplicial finito L, el grupo de Whitehead de L se define
considerando todas las equivalencias de homotopia 	 módulo la relación que
hace que f:L—)K y	 representen el mismo elemento si existe una equivlencia
simple tal que sf=f. Cada elemento se puede representar por una inclusion y
la reunión (pushout) de esta inclusiones define la suma del g.rupo. Notemos que si el
grupo de Whitehead de L es trivial entonces las equivalencias de homotopfa de L en
donde quiera que fuere son simples.

Siebenmann, generaliza las nociones anteriores a la categoría homotópica propia
de los complejos simpliciales contables y localmente finitos. Ahora se consideran
inclusiones	 tal que cl(K\L) es la runión disjunta de Ki y cada inclusión Ki
L—>Ki es una composición finita de expansiones. Estas inclusiones y sus inversas a
través de composiciones finitas generan las equivalencias simples infinitas. Ahora el
grupo de Whitehead se corresponde con el grupo (L) el grupo se structuras
simples en L. Los elementos se representan por equivalencias de homotopia propia
f:L--11( módulo equivalencias simples infinitas.

Existen dos bien conocidos functores, Wh, Ko , de la categoría de los g,rupos en
la categoría de los grupos abelianos. Del primero ya hemos dado una descripción
geométrica. Se puede dar una descripción algebraica diciendo que dado un grupo G
se considera el anillo ZG y el grupo lineal GL(2G) que es el límite directo de los
habituales GL(n,ZG). Si se toman matrices diagonales tales que todos lugares de la
diagonal son igáales a I salvo un lugar que es igual agoa -g, donde g es un
elemento de G, Wh(G) se define como GL(2G) módulo las matrices diagonales

anteriores y el subgrupo commutador. El grupo Ko(G), definido anteriormente, es el
grupo de clases de isomorfismos estables de módulos a izquierda proyectivos y
finitamente generados.

Los functores Wh. R0 verifican que un automorfismo interno es enviado a la

identidad. Ello implica que los functores Whni, Rorci son independientes de la
elección de punto base y determinan functores de de la categoría de los espacios y
clases de homotopia en los grupos abelianos. Si un espacio tiene varias arco-
componentes se define Whn1X= 1» (WhiriXal es una arco-componente de X} y

similarmente Ron IX.

Siebenmann diá dos sucesiones exactas para efectuar el cálculo de (L). La
primera es de la forma

0—> <3 b(L)—n <-3 (L)-->lim Rwc EL --dZo/c L —,0

Donde `J b(L) se define como antes, pero ahora módulo las equivalencias
generadas por isomorfismos simpliciales y equivalencias de homotopia de complejos
finitos a través de las operaciones de suma (que puede ser infinta), pushout y
composición finita. Para el calculo de este grupo, Siebenmann da a su vez la sucesión
exacta corta
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0—›1imWh1t j —›Whir j L—> b(L)—›lim Whrc j EL

Uno de los resultados importantes de este trabajo es el teorema de s-
cobordismo. Un h-cobordismo es una terna de variedades (W; V,\/") de tal modo que
el borde de W es la reunión de V y V', además las inclusiones de V en W y de V en
W son equivalencias de homotopfa propia. El teorema asegura que si 6 �dimW
entonces W es isomorfa a VxI si y solo si la inclusión de V en W es una equivalencia

sirnple. Además, si x es un elemento de cá (V) entonces existe un h-cobordismo (W;
V,V') tal que la inclusión de V en W representa el elemento x.

Un enfoque diferente para la descripción del erupo (L) es el desarrollado por
Farrel y Wagoner [3.F-W.1, 3.F-W.2I. Ellos tomaron un árbol contractible infinito
T que Ilegaba a todos los finales de un complejo L a través de una inclusión,
denotemos por (L,T) el par formado por el complejo y el árbol. El árbol T se puede
considerar como una categorfa y un functor de T en los conjuntos, grupos o anillos
se denonaina un árbol de conjuntos, de grupos o de anillos, respectivamente.
Asociado a T, se puede considerar el árbol de anillos ZT, que es el functor constante

igual a z. Una sucesión creciente de compactos define de modo natural un árbol de
grupos que denotaremos por rc i EL y, tomando el anillo grupo de cada uno de ellos,
se tiene el árbol de anillos [n EL ]. Si R es un anillo se define KI(R) como el

abelianizado de GL(R) que es el límite directo de GL(n,R). Farrel y Wagoner
eeneralizan la definición del functor IC1 para árboles de anillos y también la noción

de grupo de to:zión de Whitehead de un grupo es generalizada para árboles de
erupos. Definen

Ki(Z[rciELD= coker (ICI(ZT)-->KI(ZDTIELD)

y, a partir de aquf, el grupo de torsión de Whitehead a través de

Wh(Z [rr ieLD=k 1(z[n iELI) módulo <:1-7rje.L>

El resultado principal del segundo trabajo aseeura que `3(L) es isomorfo a

Wh(Z[nig-LI).

e) Espacios de Moore en homotopfa propia

En esta sección consideramos familias de espacios cuya pro-homología
(reducida) sineular está concentrada en una sola dimensión n �2. Estos espacios han
sido estudiados en [3.A-D-M-Q] y tambien en [3.Be].

Se suele denominar espacio de Moore propio a un CW-complejo de dimensión
finita, localmente finito y con un nŭmero contable de celdas tal que su pro-grupo

abeliano de homología (reducida) singular está concentrado en dirnensión n �.2.
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En el trabajo de Ayala, Dominguez, Márquez, Quintero [3.A-D-M-Q] se
prueba que para una torre global finitamente presentada G existe siempre un espacio
de Moore propio para Sin embargo el problema de la unicidad depende de la
dimensión proyectica de la torre global G. En el caso que la dimensión proyec ŭva sea
uno existe, salvo equivalencia propia, un ŭ nico espacio de Moore propio.

La categorfas de torres de grupos abelianos y torres globales de grupos
abelianos tienen dimensión proyectiva menor o igual que dos. Para el caso en el que
la dimensión proyectiva sea igual a dos, en el trabajo mencionado se dan ejemplos de
dos espacios de Moore no equivalentes.

El caso general de progrupos abelianos cuya dimensión proyectiva puede ser
mayor que dos, no parece tener demasiado interés geométrico ya que los CW-
complejos necesarios necesitarían casdinalidades no contables de celdas.

En este trabajo también se analizan clases de homotopfa propia de un espacio de
Moore en otro espacio (grupos de homotopfa con coeficientes) y descomposiciones
homológicas en el caso de dimensión proyectiva igual a uno.

Referimos al lector interesado a [3.Be] publicado en estas mismas actas para
una información más detallada.

f) Modelos algebraicos para tipos propios

La noción de n-tipo de homotopfa es debida a J.H.C. Whitehead [3.W.1, 3.W.21,
si bien tiene antecedentes en Ralph H. Fox [3.Fox.1,3.Fox.21, quien, con el objetivo
de "dimensionalizar" el invariante numérico denominado categoría de Lusternik-
Schnirelmann, introdujo la siguiente noción: Dos aplicaciones continuas se
dicen n-homátopas si para todo complejo n-dimensional P y toda aplicación continua

fq) es homótopa a gq3.

Uno de los problemas que más preocuparon a J.H.C. Whitehead fue el de la
realizacián. Buscaba caracterizaciones puramente algebraicas del n-tipo de
homotopfa que verificasen buenas propiedades de realización en dos sentidos: 1.-
Que dado un modelo algebraico G existiese un espacio X tal que el modelo
al2ebraico asociado a X fuese isomorfo a G y 2.- Que dado un morfismo f:
G G entre dos de estos modelos algebraicos existiera una aplicación con ŭ nua
entre las correspondientes realizaciones de G y G' que realice f.

En "Combinatorial Homotopy I. uno de los artículos en los que se dedica a
abordar este problema ("este es el primero de una serie cuyo propósito es clarificar
la teorfa de "nuclei" y "n-grupo" (o n-tipo)", dice en el comienzo) introduce la
categon'a de los CW- complejos, en la que consigue, junto con Mc-Lane [3.M-W],
caracterizar algunos tipos y n-tipos utilizando modelos inspirados en la sucesión de
grupos de homotopfa asociada asociada a un CW
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a los que llamó ''sistemas de homotopia". El problema es que la estructura no es lo
suficientemente buena para caracterizar todos los tipos y n-tipos de CW-complejos.

Recientemente, Brown y Higgins han desarrollado la noción de ''complejo
cruzado'' que es una leve modificación de los sistemas de homotopia (E1 complejo
cruzado scX asociado a un espacio filtrado X = {Xk } tiene en dimensión 0 el
conjunto X° , en dimensión 1 el grupoide fundamental de X 1 y en dimensiones
altas la familia de g.rupos de homotopía relativa {7c k(X k,X k-1 ,p), p€ X°}, Ic� 2). Esta

noción presenta la ventaja de que cualquier complejo cruzado puede realizarse
mediante un CW-complejo X junto con una estructura de espacio filtrado definida
por subcomplejos que, usualmente, no es la filtración esqueletal. Las propiedades
algebraicas y homotópicas de la categoría de los complejos cruzados. Crs, han sido
estudiadas por Ashley, Baues, Brown, Higgins, Golasinski, Gilbert y otros en los
trabajos [3.As], [3.Ba.1], [3.Ba.2], {3.B-H.1, 3.B-H.2, 3.B-H.3, 3.B-H.4, 3.B-H.51,
{3.B-Go], [3.Hue], [3.Holt], [3Jon]; concretamente, Brown y Golasinski han dotado a
Crs de una estructura de modelos modelos cerrada de Quillen y Brown y Higgins
han defirŭdo el funtor B:Crs CCW (categoría de los CW-complejos y aplicaciones
celulares), asociando a cada complejo cruzado G, la realización BG del nervio
c ŭbico de G. Demuestran que B y sc (funtor que asocia a cada CW-complejo X el
complejo cruzado rcX) inducen en las correspondientes categorías homotópicas
funtores B: Hol(Crs)	 Ho(CCW) y rt: Ho(CCW)	 Ho(Crs), tales que ic es
adjunto a izquierda de B.

Para abordar estos problemas de clasificación en homotopia propia y teoría
shape, es preciso desarrollar modelos algebraicos para otras categorfas homotópicas.
Como se sabe, la categorfa homotópica propia de los espacios cs-compactos, vfa-los
teoremas de incrustación de Edwards y Hasting, y la cateloría shape fuerte, vía el
funtor de Vietoris, pueden considerarse como subcategorías plenas de una categoría
homotápica bien estructurada de propespacios y proconjuntos simpliciales.

En este sentido, L.J. Hernández y T. Porter, en [3.H-P.11 demuestran que el
funtor

coska+I SE : Ho((SCo.)..) —› Ho(pro SS)

es una incrustación. cosku+1 es el funtor coesqueleto. S el funtor conjunto simplicial

y e el funtor de Edwards-Hasting. (SC a ) °,,, es la categoría de los complejos

simpliciales localmente compactos, cs-compactos con ;_germenes de aplicaciones
propias.

Como consecuencia de este teorema y de que en la cate2on'a (SCa ).,, hay

aproximaciones simpliciales y celulares propias, obtienen un teorema de Whitehead
para n-tipos propios (dada una aplicación propia f: X-4Y de complejos simpliciales
cr-compactos, induce isomorfismos pro-sc ia—>pro-st i eY para 0	 n,y para toda
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elección de rayo base, si y sólo si, f es invertible en Hon((SCa))). Dan también una

versión global del mismo teorema.

Para estudiar los tipos de homotopfa o n-tipos de proespacios y proconjuntos
simpliciales, los autores introducen en [3.H-P.2], para cada n 0, las nociones de n-
fibración, n-cofibración y n-equivalencia débil para morfismos de complejos
cruzados y demuestran que Crs admite una estructura de modelos cerrada de Quillen
(esta familia de estructuras puede extenderse al caso n = e , tomando la estructura de
modelos cerrada en Crs dada por Brown y Golasinski). Para cada n, al invertir
formalmente la equivalencias débiles, se obtienen las correspondientes categorías
homotópicas que se denotan Ho n (Crs) (categoría de los n-tipos de complejos
cruzados). Estas estructuras inducen en Crs * (complejos cruzados punteados) la

correspondiente estructura de modelos cerrada y, de los resultados de Edwards y
Hasting, se sigue que lo mismo ocurre para las categorías proCrs, proCrs*,

(proCrs,Crs), towCrs, etc, obteniendose, por consiguiente, las correspondientes
categorfas homotópicas, que se denotan Ho n (proCrs) (categoría de los n-tipos de

procomplejos cruzados), etc..

En [3.H-P.2] L. J. Hemández y T.Porter definen, para cada n, los funtores
esqueleto, coesqueleto y truncación

skn , coskr., trn : Crs —› Crs

y los correspondientes funtores inducidos en proCrs. Analizando las propiedades de
estos funtores obtienen equivalencias de categorfas

Hon(Crsli— ((n+1) -cc) —› Hon(Crs)

Ho n(Crs)—› Hon (Crs)1(dim <

Resultados análoeos se obtienen cambiando Crs por proCrs.

((n+1)-cc denota la condición de (n+1)-coconexión, es decir la anulación de los
erupos de homotopfa en dimensiones mayores o iguales que n+ I).

El estudio realizado para Crs y proCrs puede hacerse para las categorfas SS,
proSS, Top y proTop definiendo para cada n �. 0 las nociones adecuadas de n-
fibraciones, n-cofibraciones y n-equivalencias débiles. Un desarrollo detallado de
este estudio en las cateeorías Top y proTop puede encontrarse en la monograffa de
M.C. Elvira "n-tipos y cohomotopia" [3.E].

Para estudiar el problema de realización de aplicaciones propias entre sistemas
de homotopfa, Whitehead introdujo en [3.W.1] la noción de J n - complejo. Una
caracterización de esta noción es la siguiente: un CW-complejo L es un J n- complejo

si y sólo si el homomorfismo de Hurewicz de su cubierta universal es un
isomorfismo en dimensión n y un epimorfismo en dimensión n+1. Cuando n =
se dice que L es un J- complejo. Whitehead probó que si K es un CW-complejo
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reducido y L es un J n - complejo reducido, entonces cualquier aplicación fircK—›nL

puede realizarse por una aplicaci6n continua Así, la estructura más simple
de los Jn - complejos, conduce a una más fácil clasificación de estos espacios.

Inspirados en la caracterización señalada anteriormente. Hernández y Porter,
en [3.H-P.2] han definido las nociones de J-espacio y J n -espacio y su generalización

a las categorfas de pro-espacios,pro-conjuntos simpliciales y pro-complejos
cruzados. La noción de Jn -espacio es una ligera modificación de la noción de J n -

espacio de Whitehead, consistente en eliminar la condición de epimorfismo en
dimensión n+1; y la deJ -espacio coincide con la de Whitehead para n =

Utilizando propiedades de las categorfas de modelos cerradas, prueban en
[3.H-P.2] que la categorfa de los n-tipos de Jn -proespacios es equivalente a la

categoría de los n-tipos de procomplejos cruzados; y, utilizando las propiedades de
los funtores esqueleto, coesqueleto y truncación, dan otros modelos para estos n-
tipos.

De este modo, no sólo recuperan los resultados de Whitehead, McLane,
Brown, Higgings etc... en cuanto a la descripción de modelos algebraicos y los
teoremas relativos a la realización de morfismos entre J n -espacios, sino que obtienen

versiones "pro" de los mismos, haciéndolos aplicables a homotopfa propia y teoría
shape fuerte.

En relación con el problema de encontrar invariantes algebraicos que
caractericen el n-tipo de homotopfa, queremos señalar finalmente que este problema
ha estado sin abordar hasta principios de los años 80. En 1982, se publicó el trabajo
de Jean-Louis Loday [3.1.1 titulado "Spaces with finitely many non-trivial groups";
en él Loday introdujo la noción de cat ngrupo (n-cat-grupo) como un grupo G junto
con n subgrupos N i 	N de G y 2n homomorfismos de grupos si,
i=1,...,n, verificando ciertas condiciones. Definió también un functor clasificante
B:(cat'grupos)—)CW 0 que asocia un espacio clasificante con punto base0-conexo9
(n+1)-coconexo a cada cat n grupo, y un functor G : CW 0—>(catngrupos) que asocia un
catn grupo a cada CW-complejo con punto base 0-conexo. Loday probó que los
functores anteriores inducen una equivalencia entre la categoría homotópica
Ho(CWo) y la cate2oría Ho(cat n grupos) obtenida al invertir forrnalmente los cuasi-
isomorfismos (es decir aquellos morfismos de cat"grupos para los que Bf es
una equivalencia de homotopfa). (Un olvicrcren la demostración de Loday para ver
que dado un espacio (n+1)-coconexo existe un cat"2.rupo G cal que X=BG ha sido
corregido por Steiner en [3.Steip.

Si la categoría homotópica Ho(catagrupos) es equivalente a la categoría de los
n-tipos, parece natural que el procat agrupo sea un modelo algebraico satisfactorio
para la noción de n-tipo en categorfas de proespacios. La verificación de si la
afirmación anterior es correcta o no, requirirá el desarrollo de las propiedades
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homotápicas y algebráicas de categorías de procat'grupos y otras equivalentes, un
estudio de las posibles estructuras de Quillen y comprobar la existencia de limites
homotópicos.
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