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Resumen
Se demuestra que el tiempo local de auto-interseccién paramétrico
del superproceso de Dawson-Watanabe en el espacio Euclidiano d-
dimensional R? existe en las dimensiones d = 1,2, 3.

1 Introduccién

De manera descriptiva podemos pensar en un proceso estocdstico X como
un sistema aleatorio que varfa en el transcurso del tiempo. Mds precisa-
mente, un proceso estocdstico es una coleccién X = {X;, t > 0} de variables
aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (€2, F, P) que toman va-
lores en un conjunto S llamado espacio de estados. Cominmente el espacio
de estados es un subconjunto de los nmimeros enteros, o bien de los mimeros
reales. Sin embargo, en este artfculo trabajaremos con una clase particu-
lar de procesos estocdsticos, los superprocesos, los cuales toman valores en
el conjunto formado por todas las medidas finitas definidas en la familia
B(R) de Borelianos en R?. Entre las dreas del conocimiento donde los su-
perprocesos han encontrado aplicacién relevante se destacan la biologfa y la
genética.

A continuacién citaremos de manera sucinta una de las formas de cémo
es que se construye uno de los superprocesos més cldsicos, el superproceso
de Dawson-Watanabe. Considérese un sistema finito de partfculas £ = {§; :
t > 0} en el espacio Euclidiano R? con las siguientes caracterfsticas :
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Movimiento : Durante su tiempo de vida cada partfcula se mueve, in-
dependientemente de las demds, siguiendo un movimiento Browniano

en RY,

Taza de Ramificacién : Cada individuo tiene un tiempo de vida expo-
nencial con media 1.

Mecanismo de Ramificacién : Cuando las partfculas mueren dejan, en
el lugar donde murieron, 0 o 2 particulas con la misma probabilidad.
A partir de ese punto las nuevas partfculas se mueven independiente-
mente, y asf el proceso continua.

Sea §,; := EE” la configuracién de particulas al tiempo t. Para cada n € N
definamos X‘")(A) .= (1/n)€")(A), donde €™ (A) es el nimero de partfcu-
las que al tiempo t estdn en el conjunto Borel medible A, donde ahora el
sistema de partfculas tiene una taza de ramificacién igual a 1/n. Se de-
muestra (4] que, cuando n — 00, la sucesién (X (“)) de procesos con valores
en las medidas finitas en B(R?) converge a un tnico proceso X, llamado
superproceso de Dawson-Watanabe (o Superbrowniano).

Las funciones de la forma t — Xi(w), con w € 1, se llaman trayec-
torias o realizaciones del proceso X. Estudiar propiedades trayectoriales
de procesos estocdsticos ayuda, en general, a identificar modelos estocdsti-
cos para un fenémeno aleatorio. Una de estas propiedades trayectoriales,
relacionadas con el superproceso de Dawson-Watanabe, es el tiempo local
de auto-interseccién (en siglas, TLAI) paramétrico, Sf. El TLAI se define
heurfsticamente por la igualdad

LL Sa(@ — y) Xe(dz) Xu(dy) = [B fn ., Bol(@ — a) = y)Xu(dw) X (dy),

donde B es un rectdngulo finito en [0, +-00) x [0, +00), de €8 la funcién delta
de Dirac y a € R es el pardmetro. El TLAI paramétrico puede interpretarse
como una medida de la cantidad de los (s,t) € B tales que los soportes de
las medidas X;(- — a) y Xs(-) se intersectan. Sea D = {(t, t) : t > 0},
la diagonal en [0, +00) x [0,4+00). En el caso en que a = 0 se conoce (2]
que el TLAI existe para d < 4 y se han ideado varias maneras de dar un
significado riguroso a la definicién heurfstica del TLAIL Cuando BND = @,
una de ellas consiste en tomar una sucesion (g, )e>o de funciones suaves que
se aproximen a & en distribucién, definir

She = j / P21 = ZQ)Xg,(dzﬂxh(dm)dtldtg,
B Jr
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y probar que (sg e) , converge cuando € | 0 a una variable aleatoria SF.
vre>

Sin embargo, en el caso en que BN D # @ la convergencia anterior no se
obtiene y es necesario renormalizar la sucesién para obtener convergencia
[5]; para mds detalles ver [1].

Con el fin de dar una definicién rigurosa del TLAI paramétrico del su-
perproceso de Dawson-Watanabe tomaremos como sucesion aproximante de
ba & (pe(® — a))es0, donde

= Lo (Nl d
Pe(z) 1= (QM)dnexp( i x € RY,

es la densidad Gaussiana. Supondremos ademds que B = [T}, T3] x [T}, T4,
donde 0 < T)\ < Ty < Ty < Ty. Asf, definimos los tiempos locales de
auto-interseccién paramétricos aproximantes del superproceso de Dawson-
Watanabe X por

Ty T4 i
Spei= [ [ [ pela = 3 - )Xo (o) Xy (de)drdta. (1)
n Jry Jrad
El resultado principal de este articulo es el siguiente :

Teorema 1 Sea X = {X; : t > 0} el superproceso de Dawson- Watanabe
con medida inicial finita p. Si p tiene densidad, con respecto a la medida de
Lebesque da en RY, acotada y d < 3, entonces para cada a € R? la sucesion
(.5'}‘,‘5‘: | definida en (1) converge en L* a una variable aleatoria S§, a la

cual llamamos tiempo local de auto-interseccion paramétrico de X.

2 Preliminares y demostracién del teorema 1

En lo que sigue consideraremos drboles binarios marcados. Un diagrama
binario D es una grafica binaria donde sus componentes conexas son drboles
binarios. Por A (A, V, V_, V,) denotaremos al conjunto formado por las
flechas (flechas de salida, vértices, vértices de entrada, vértices de salida,
respectivamente) en D. Sea Vp := V\{V_. U V,}. Al conjunto de todos los
diagramas con salidas marcadas por 1,2, ...,n, lo denotaremos por D,. Los
vértices de D € D,, también los marcaremos como sigue :

e por (t;, z;) si es un vértice de salida,

e por (0,x;) si es un vértice de entrada,
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e y por (sk,yx) si es un vértice de V.

Por ejemplo :

(0,21) (0, x2)
l l | (s1,m) l
7\ 2 (ty,m1) N\ (52,12) (t2,22)
1 N\ Y %
3 4 (ta, =3) (4, 24)

Si n es un mimero par los conjuntos {2i — 1,2i}, con i = 1,..,n/2, los
llamaremos familias. Diremos que un vértice v es un ancestro de un vértice
' si vy v'estdn en la misma componente conexa y v’ estd por abajo de v
en la representacion gréfica de la componente. Por (s(i),y(i)) indicaremos
algin ancestro del vértice de salida (t;, %), en cada caso quedard claro a
cudl nos referimos. En el ejemplo anterior (81,¥1) es un ancestro de (t1,21)

y (t3, 23).

Lema 2 Para cualesquiera t,h >0, z € RY,

Ipean(@) = pe(x)] < epht= @72, (2)
Iprn(@) —pe@)| < cat™ 2, (3)

donde ¢y,cy son constantes positivas.
Demostracién. Ver lema 5.1 de [3]. (]

La férmula de los momentos de Dynkin [2] juega un papel esencial en el
desarrollo del artfculo. Para enunciar dicha férmula necesitamos la siguiente
notacién : para cada flecha a: v — v/, con v = (s,2), v = (&' a'), definimos
Pa i= Py —s(x,2")da’, donde py_, = 0,8 8> 4.

Teorema 3 (Dynkin) Sean {t1,...t¢} C [0,T] y ¥y, ¥ : R - R fun-
ciones medibles positivas. Entonces

B[ [ vt Xatam- [ (o) Xe ()|
k
= 3" [ Il dse T1 wdna) T1pe [T 04(20)

DeD, veVy veVo
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Una generalizacién del resultado precedente es el :

Teorema 4 Sean {ty,...,tx} C [0,7] y ¥ : R™* — R una funcién medible
acotada. Entonces

[[ 'b(-'rl; e th (d.‘l:l) th(dzk)] (4)
ng / “go ds, “g“ p(dxy) alE_IA Pa¥(21, ey 2k).

Demostracién. Sea
H= {w : R™ — R : ¢ es continua, acotada y cumple (4)}

De la linealidad de la integral se sigue que H es un espacio vectorial. Veamos
que M es cerrado bajo convergencia mondtona : sea () < ¢, T ¢, con ¢, (x) <
M para cualesquiera x € R%* y n € N. Del teorema de la convergencia
mondétona resulta

E [‘/;“ Y(xy, .oy i) Xy, (day) - --Xc,,(dwk)]

= lim E UR“ vJJn(xl,-..,xk)Xn(dwl)'“Xt..(dffk)]

n—=oo
= lim / ds p(dzy) [T Pa¥n(21y s 2k)
A= ng N ugn . v!‘l’. nle—IA 5

n dsy [] w(dxy) I;IAin(zlym,zk)-

DeD, * vely veVo
Sea

= {(:1:1, vy @) = Py (@)« g (@g) 2 ¢ son continuas y acotadas en R“'} L

La coleccién C es cerrada bajo la multiplicacién y ademds, por el teorema
3, tenemos que C C M. Entonces, por el teorema de las clases monétonas
(teorema (A0.6) de [6]), H contiene a todas las funciones acotadas que son

medibles con respecto a o(C) = B(R?) x -+ x B(R?) = B((R?)). B
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Demostracién del teorema 1. Por el teorema 4 se sigue que

E [(S??.c i S‘;?.s')'l]

=&[(f" [* [ o= 2-0) et~ 2= a)

X Xuy(d2) Xiy (dzg)dtrdty)?]

=£’£‘EEE[L@;(:.—zz-a)—p,f(zl—zz—a))

X (d2) Xy (d22) [ (pelss = 30 =) = po(an - 20~ )
% Xig(dz3) Xy, (dzq)] dtydtadtzdty

T? T{ T2 T‘
£ Z ./ [ / CD(tl’ t2,ts, t4)dt1dt2dt3dt4,
Deby T Ty JTy Ty

donde

Cp(t1,ta,t3,t4)
o~ n d"" H “(dmv) n Pa

veVy veEVL a€A\Ay

X Il pa ﬁ (Pe(22i-1 = 22 = @) = per(22i-1 = 220 = @))g_; 5 -

acAy i=1

(5)

Por (- = +)g;_ o indicaremos que p,(22i—1 — 22i — @) = per(22i-1 — 221 — @)
o cualquier modificacién que hagamos de éste proviene de la familia {2i —
1,2i}. Para D € Dy arbitrario fijo estimaremos el término Cp siguiendo los

siguientes tres pasos :

Paso 1 : Usando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov en cada uno de los

cuatro productos

(Pe(22i-1 = 22i — @) = per(22iy = 295 = ﬂ)):zi_l,n.'

X Py -s(2i-1)(22i-1 = Y(20 = 1))d22ic 1Py g(20) (220 = y(20))d 2,

correspondientes a las flechas de salidas

(s(2i = 1), 9(2i = 1)) b (s(20), w(24))
| !

(t2i-1, 220=1) (24, 22¢)
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obtenemos

((pt"h'-a"_[—8(21'—1)+¢2¢—8(2|') o pE’-l-lgi_l—6(2‘—*1)+!2¢‘-!(2i))
x (y(2i = 1) = y(2i) = a)2i-1,2-

Paso 2 : El factor (- = --)) 2, obtenido en el paso 1, se estima usando (3) de
la siguiente manera

((Petty—s(1)+ta=s(2) — Pertt=s(1)+ta-s(2)) W(1) = 9(2) = a)),

< ephaa(s(1),8(2)),
donde h; a(s(1),8(2)) := (t; = s(1) +t2 = 3(2))"‘/2. Ahora, usamos el teo-
rema de Fubini para reducir, en (5), ciertos factores pa.

A fin de estimar el factor (+ = )34 que resulté del paso 1, consideremos

los siguientes casos :
Caso 2.1 : Las salidas 3 y 4 estdn en la misma componente conexa. Sea
(S, yc) la posicién del ancestro comiin de 3 y 4. Se tienen las siguientes
posibilidades esencialmente distintas para las componentes de los diagramas:

(al) (all) (alll) (alV)
(8¢, ye) ¢ (8¢, ¥e) | (seiwe) L (se,we)
¢ N ¢ N N\ F "
g o 8 7N NN N
€= | 3 3 1 VAN
4

Por ejemplo, para el caso (alll) elevamos primero la rama de la salida 3 hasta
el ancestro comiin y luego elevamos la rama de la salida 4. Mads precisamente,
aplicamos la ecuacién de Chapman-Kolmogorov dos veces para obtener

((Pet-ta—8(3)+ts—s(4) = Pet+ty-s(3)+ta—s(8)) W(3) — y(4) - “))3‘4
X Ps(3)~se (y(3) - yc)dy(a)Pa(d)—sc(UM) - Ye)dy(4)
- ((Pe+ta—ac+¢¢—an i pc’+la-a.,+t4-l¢) (a))3,4
< crhya(se) e = €],
donde hya(se) = (ts + ta = 2s,)" @272, En la ltima estimacién hemos

usado (2). De manera andloga se trabaja con los casos restantes. Asf, en
cualesquiera de los cuatro casos hy2 y ha4 no tienen variables s en comiin.
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En efecto, si s, fuese sy, por ejemplo, entonces una componente conexa del
diagrama tendrfa la forma

E (8¢, ve)
v Ny
(“1") :

lo cual implicarfa que 3 estuviese en el otro lado de la rama, contradiciendo
la definicién de (s., ye).

Caso 2.2 : Las salidas 3 y 4 estdn en componentes conexas distintas, En
este caso, las posibilidades para las componentes conexas son las siguientes:

(bI) (blI) (bIII)

| | l l :

3 4 P AT R W
3 4 il

En cada una de ellas elevamos el factor (- — +)a,4 al origen. Por ejemplo, en
el caso (bIT) aplicamos dos veces la ecuacién de Chapman-Kolmogorov para
obtener

((P¢+t3—s(3)+u-s(4) - pe’+ta—-a{3)+t¢—.r(4)) ((3) - y(4) - ﬂ))3_4
X Pu(3) (¥(3))dy(3)py(a) (y(4))dy(4)

= ((Pettatts = Perstyg+ty) (21 — 29 = “))3_4

< erhya(s(3),5(4)) |e ~ €],

donde hjy 4(s(3),s(4)) := (tg + t..)‘(d”)/ %, De nuevo hemos usado (2) para
llegar a la desigualdad precedente. En forma similar se trabajan los casos
restantes. En este caso es claro que hy 2 y hg 4 no tiene variables s en comiin.
De nuevo aplicamos el teorema de Fubini en (5).
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Paso 3 : De esta forma, usando el teorema de Fubini, Cp lo estimamos

Cp

IA

¢ (u(nd))#v' / haa(s(1), 8(2)hsa(s(3), 8(4)) T1 dso e —¢'|

¢ (/ ”gu d3v) ilill]jhai-l.m(-?(?i - 1),8(2i))

xds(2i — 1)ds(2i) e - €'|
e(max{1,T1})* ﬁ /hz‘--l.g.-(s(?i = 1), 8(21))
f=1J .

xds(2i — 1)ds(2i) e - €'].

INA

IA

La integral [ [ hy2(s(1),8(2))ds(1)ds(2) en el caso en que 8(1) = 5(2) es

foh(t] +tg — 28(1))"%ds(1)

& { fa {(ta = t1)"@-2/2 = (t + tg)~(4-2/2} | d#2,
i log ((t1 + t2)(ta = t1)™") d=2,

y si 8(1) # s(2) es igual a
/ * [ - 8(1) + 12— s(2)) "V 2ds(1)ds(2)
0 Jo

(4= ~(d- (i~
={ H’—"Iﬁﬁ'—ﬂ{(“*‘t?) (d-4)/2 _ g-ld=0/2 _ 4= 4)/:}’ de (1,3},

log ((t1 + ta)" 12t "13") dm=2.

Por otra parte, la integral [ [ hga(s(3),s(4))ds(3)ds(4), cuando 3 y 4 estdn
en la misma componente conexa, es igual a

ta . 1
./o (ts + ta — 280) "4+ 2 s, = p {(34 — tg) "2~ (ta + ta)—dn} ,

y si 3 y 4 no estdn en la misma componente conexa entonces la integral es
igual a (tg + tq) ~(4+272,

Debido a que 0 < T) < Ty < T3 < Tj, entonces todas los integrandos
Cp(ty,ty,ta, t4) son continuos. Asf, E((Sk. - Sg,.)’] < cle - €|, donde

¢ > 0 es una constante. Por lo tanto, (S,“, E) , 8 una sucesién de Cauchy
C/e>

on L2. En consecuencia, la completes de L? implica que existe S§ € L? tal
que S% , — S% en L? cuando & — 0. ]




_&oe LA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE AGUASCALIENTES

Conclusiones : La existencia del tiempo local de auto-interseccion
paramétrico nos permite estudiar el soporte del Superproceso de Dawson-
Watanabe. En efecto, un siguiente paso es hacer que |z| — 400 y ver la
rdpidez de decaimiento del TLAIL Otra aplicacién puede ser en el estudio de
Iimites ergddicos parecidos a aquellos que se estudian para el tiempo local.
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