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RESUMEN

En este trabajo presentamos diferentes enfoques para el estudio de las relaciones de inscripcion y de
dualidad en el mundo de los poliedros regulares, delimitados y experimentados con estudiantes de
Magisterio, describimos los andlisis del contenido realizados que nos llevan a un nuevo enfoque posible
y mostramos cémo el estudio de relaciones de inscripcién puede surgir, en el contexto de la actividad de
clase, también con diferentes enfoques: “Construir o generar formas”, “Formas rigidas y formas que se
deforman”, “Recopilar caracteristicas de los poliedros regulares. Buisqueda de relaciones”.

ABSTRACT

Different approaches to the study of the relations of inscription and duality in the world of regular
polyhedra, that we have delimited and experimented with pupils of a teacher training school, are
presented. We report the content analysis which lead us towards a new feasible approach and we show
how the study of relations of inscription can arise in the context of classroom activity also from different
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approaches: “T'o build or generate shapes”, “Rigid and non-rigid shapes”, “Compiling characteristics of
regular polyhedra. Looking for relations”.

PRESENTACION

Lo que describimos aqui es parte de un trabajo mds amplio en el que construimos modelos de en-
seflanza de algunas relaciones de inscripcién y dualidad en el mundo de los poliedros regulares, que ex-
perimentamos con estudiantes de Magisterio.

En ese trabajo comenzamos con andlisis tedricos del contenido de los conceptos implicados y con
andlisis de la bibliografia. Asi, delimitamos usos y contextos que dotan a las relaciones de pares de
poliedros regulares de sus significados, y conseguimos informacion sobre lo que aprenden los estudiantes
sobre ello. Caracterizamos de este modo los componentes de competencia formal, cognitivo y de ense-
flanza de un modelo tedrico local (Filloy y cols., 1999) inicial. La fase de experimentacién nos permitié
disefiar nuevas secuencias de actividades teniendo en cuenta los resultados obtenidos al poner a prueba
secuencias de actividades con estudiantes de Magisterio, al analizar las actuaciones de los estudiantes y
al evaluar el efecto del modelo de ensefianza por medio del estudio de casos.
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Aqui, centrdndonos en el modelo de ensefianza elaborado hasta ahora, vamos a presentar diferentes
enfoques que hemos delimitado para el estudio de las relaciones de inscripcién y de dualidad en el mun-
do de los poliedros regulares. Damos cuenta de los andlisis del contenido realizados que nos llevan a un
posible enfoque para abordar el estudio y mostramos cémo el estudio de relaciones de inscripcién puede
surgir en el contexto de la actividad de clase, también con diferentes enfoques: en el contexto de los
puzzles, cuando consideramos las estructuras estables y no estables, y a partir de una tarea de investiga-
cién en la que se pide a los estudiantes que recopilen en una tabla las caracteristicas numéricas de los
poliedros regulares convexos, asi como el tipo de poligono de sus caras y el orden de sus vértices, y des-
pués se les cuestiona sobre las relaciones numéricas que observan en la tabla. Esta dltimo enfoque nos
lleva a introducir el concepto de dualidad en el mundo de los poliedros regulares.

Para cada uno de estos enfoques indicamos las caracteristicas de los modelos de pares de poliedros
regulares que se subrayan, que dotan a estos modelos de significados que provienen del uso que se hace
de relaciones entre poliedros en los contextos en que se utilizan y que pasan a formar parte de los obje-
tos mentales construidos para las relaciones de pares de poliedros regulares. Sefialamos también el tipo
de problemas que podemos abordar con cada uno.

ANTECEDENTES. UN MARCO DE REFERENCIA

Hay poca investigacién en Diddctica de la Geometria sobre las relaciones de inscripcién y dualidad
de los poliedros regulares, aunque se ha mostrado ya la riqueza matemdtica que conlleva su estudio
(Guillén, 1991, 1997; Mold, 1973), se ha planteado el problema como taller (Alsina y otros, 1997) y se
ha centrado la atencién en la determinacién de las relaciones numéricas que hay entre las aristas de los
poliedros implicados (Hopley, 1994).

Freudenthal (1973) ha destacado la conveniencia de trabajar los milagros del encaje en el estudio
de la geometria, no sélo como preparacién para el estudio de la geometria sistemdtica, sino también
cuando este nivel se ha alcanzado (p. 414). El estudio de las relaciones de inscripcién y dualidad en el
mundo de los poliedros regulares muestra este milagro del encaje: después de las actividades propuestas
podria parecer que en Geometria todo encaja. Ademds, ese estudio permite tener diferentes representa-
ciones fisicas, que podemos utilizar en la ensefianza como soporte para el proceso de matematizacion,
proceso que entendemos en el sentido de “la actividad de organizacién y estructuracién en la que el
conocimiento y las habilidades se evocan para descubrir regularidades, conexiones, estructuras [...] adn
desconocidas” (Treffers, 1987, p. 247). Treffers (1987) ha sefialado también que el proceso de
matematizacién se mueve en dos direcciones, que €l llamé “horizontal” —del “mundo real” a los obje-
tos matemdticos— y “vertical” —en el interior de las matemdticas. Entender que el proceso de
matematizacién estd compuesto por esos dos movimientos es una consecuencia de la concepcién de la
naturaleza de las matemdticas que uno de nosotros (Puig, 1997) ha descrito como derivada de una lec-
tura de Freudenthal (1983), segtin la cual los objetos matemdticos son medios de organizacién de obje-
tos de nuestra experiencia (o “fenémenos”), que, objetivados por los sistemas matemdticos de signos en
que se producen, se convierten en objetos de nuestra experiencia, que son organizados a su vez por
nuevos medios de organizacidn, es decir, nuevos objetos matemdticos, y as reiteradamente.

Asi, situados en un mundo de fenémenos, los modelos de pares de poliedros inscritos uno en otro
pueden surgir en un contexto de generar formas por diferentes procedimientos y al centrar la atencién en
las estructuras que son rigidas o que se deforman. Luego, en otro nivel de matematizacidn, serdn las
caracteristicas numéricas de los poliedros las que constituirdn los fenémenos que requerirdn una organi-
zacién: surgird de nuevo el estudio de relaciones de inscripcién entre los pares de poliedros. También
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podemos abordar el estudio desde las matemdticas: delimitamos los pares de poliedros regulares que
tienen relacién de inscripcién utilizando los conocimientos sobre las simetrias de los poliedros.

En primer lugar pues centramos la atencién en los enfoques que conducen a tratar los conocimien-
tos que se requieren para finalmente poder recomar el problema y organizar esos conocimientos desde
una nueva perspectiva. Primero iremos de los fenémenos a las matemdticas al estudiar la descripcién de
los modelos a nivel local y en términos de simetrias que comparten, y luego iremos de las matemdticas
a los fenémenos: ahora éstos se usardn como campo de aplicaciones.

METODOLOGIA Y CONTEXTO PARA LA EXPERIMENTACION

El estudio tiene como primer antecedente el proyecto de investigacién descrito en Puig y Guillén
(1983), en el que se plantea un modelo de ensefanza de la geometria cuyas caracteristicas fundamentales
para lo que nos ocupa aqui es la organizacion local frente a, por un lado, la ausencia de toda organiza-
cién y, por otro, la organizacién global o axiomdtica, y el comienzo por las tres dimensiones para ir desde
ellas a menos dimensiones. De esas dos caracteristicas deriva el interés por el mundo de los poliedros,
que no sdlo es un mundo de tres dimensiones en el que los objetos de dos y una estdn presentes de forma
perspicua, sino que admite con flexibilidad organizaciones locales. En Guillén (1991) se delimitan
poliedros que tienen relacién de inscripcion de manera que mantienen las simetrfas. En Guillén (1997)
también se trata ese problema inmerso en uno mds general —el estudio de la geometria de los sélidos—
y se proponen actividades, organizadas siguiendo el modelo de razonamiento de van Hiele, para el estu-
dio de algunas inscripciones de pares de poliedros regulares.

Desde 1998 a 2000 hemos perfilado el marco en el que encajar las secuencias de actividades pro-
puestas en los diferentes enfoques, que dotan de sus significados a los objetos mentales que los estudian-
tes construyen para las relaciones de pares de poliedros regulares, dando a su vez cuenta de cémo vamos
avanzando en la progresiva matematizacion, y, utilizando la idea de Modelos Tedricos locales como marco
tedrico y metodoldgico para la observacién experimental, hemos puesto a prueba las diferentes secuen-
cias de ensefianza elaboradas, analizado diferentes actuaciones de estudiantes y evaluado el efecto de la
estrategia de ensefianza.

LOS ESTUDIANTES. EL DESARROLLO DE LAS CLASES

El estudio se desarroll$ con estudiantes de Magisterio de la asignatura optativa de 4 créditos Geo-
metria del espacio, del plan de estudios de la Diplomatura de Maestro de la Universitat de Valéncia, de
los que una de nosotros era profesora. Esos grupos nunca han sido numerosos (entre 9 y 30), lo que
permitia que los alumnos pudieran estar organizados en grupos. Al comenzar las clases, para situar el
trabajo, presentdbamos un resumen acentuando lo que ya se habia trabajado en clases anteriores que
tenfa relacién con los problemas que se iban a tratar. En el desarrollo de la clase: i) el profesor resolvia
algunos problemas y lo hacifa como si fuera ¢l el resolutor; ii) los alumnos respondian a cuestiones que
planteaba el profesor y resolvian algunos problemas con la ayuda de sugerencias que les aportaba el pro-
fesor; iii) las respuestas y las soluciones se discutian en comiin; iv) se hacfa una sintesis y un debate de
reflexién.

Los estudiantes disponfan de modelos de poliedros para que pudieran utilizarlos. También dis-
tribufamos ldminas con dibujos de los modelos estudiados para facilitar que en casa los estudiantes pu-
dieran recordar, comprender, registrar y comunicar lo tratado en clase.
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La recogida y andlisis de datos

Para averiguar la mayor cantidad posible de informacién sobre lo que aprenden los estudiantes sobre
relaciones de inscripcién y dualidad en el mundo de los poliedros realizamos un andlisis de: i) las res-
puestas que dieron por escrito diferentes estudiantes (de los que participaron en la experimentacién) a
determinadas actividades que se plantearon para que se resolvieran en casa antes de tratarlas en clase, ii)
las observaciones de clase y las discusiones, iii) las sesiones de trabajo, iv) las respuestas que dieron los
estudiantes de la experiencia a cuestiones que se plantearon después de experimentar una unidad de
ensefianza y, v) las entrevistas individuales realizadas a algunos estudiantes.

Para cada actividad propuesta, utilizamos las respuestas de varios alumnos con cardcter
exploratorio. En hojas disefiadas para ello, anotamos lo mds caracteristico de sus respuestas, que contras-
tamos con las de otros estudiantes. Para los datos recopilados en cintas de video o cassette, hicimos
transcripciones literales (para algunas entrevistas) o resimenes (para las sesiones de clase) que contenfan
lo que se consideraba mds destacable de cada sesidn, bien porque confirmaba lo observado con otros
estudiantes, bien porque podia introducirse como algo nuevo que tenia que ser objeto de experimenta-
cién.

DIFERENTES ENFOQUES PARA EL ESTUDIO DE LAS RELACIO-
NES DE INSCRIPCION EN EL MUNDO DE LOS POLIEDROS
REGULARES

Andlisis del contenido. Biisqueda de relaciones de inscripcidn entre los poliedros
regulares convexos

En este estudio nos preocupamos de la busqueda de relaciones de inscripcidn entre los poliedros
regulares convexos. De todas las posibles nos van a interesar aquellas en las que los poliedros estén co-
locados de manera que las simetrias comunes coincidan. Dado que los poliedros regulares pueden
clasificarse en funcidn de sus simetrias, con este criterio encontramos tres grandes grupos: el del
tetraedro, el del octaedro y cubo y el del dodecaedro e icosaedro, de manera que uno puede verse como
parte de otro, pues el grupo de simetrias del tetraedro es un subgrupo del grupo de simetrias del
octaedro. Podemos asi establecer de manera sistemdtica los pares de poliedros platénicos que pueden
introducirse uno en otro de manera que las simetrfas comunes coincidan (véase el capitulo 5 de Guillén,
1991).

Construir o generar formas

La construccién de modelos y armazones, modelar los sélidos con plastelina, juntar o transformar
unos sélidos para obtener otros (u otras formas tridimensionales) permiten precisar y comprender pro-
piedades de familias de sélidos y relaciones entre ellas o entre sus elementos. Dichas construcciones
constituirdn la base para la formacion de las primeras “ideas” de las familias que introducimos (Guillén,
1997).

Por otra parte, el intento de describir las formas obtenidas puede ser un incentivo para desarrollar
medios lingiifsticos y, ademds, puede ser la base para determinar algunas relaciones entre familias de
sélidos, entre determinados sélidos, o entre elementos del plano y del espacio: unos sélidos pueden verse
como agregados de otros, unos poligonos encajan perfectamente en un sélido, etc. Centréndonos en lo
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relativo a este estudio, generar sélidos juntando sdlidos y trabajar con determinados puzzles, permite
explorar relaciones entre el tetraedro y cubo, el cubo y el dodecaedro, etc. Asi se pueden enunciar rela-
ciones como: Un tetraedro y 4 pirdmides forman un cubo. Un cubo y 6 casquetes iguales forman un
dodecaedro, etc. Ademds, se puede continuar trabajando relaciones entre poliedros que se enuncien
verbalmente. Por ejemplo, una vez enunciado que “cuando al tetraedro se le anaden otras 4 pirdmides
a sus caras, se obtiene el cubo”, podemos centrar la atencién en las 4 pirdmides que se afiaden y describir
sus elementos en términos de los del tetraedro (modelo de partida) o del cubo (modelo obtenido).

Formas rigidas y formas que se deforman

Una vez que se ha llamado la atencién sobre algunas formas que se presentan en la naturaleza (por
¢jemplo, los andamiajes, algunas ctipulas, etc.), a partir de actividades en las que se convierten en rigidas
algunas estructuras de sélidos sencillos, se pueden introducir algunas relaciones entre sdlidos: el tetraedro
se puede inscribir en un cubo, el cubo se puede descomponer en tres (o seis) pirdmides iguales. Estas
observaciones conducen a conjeturar otras inscripciones entre poliedros regulares (p. e., el cubo podemos
inscribirlo en el dodecaedro) y a plantear nuevas cuestiones: ;Podremos inscribir el tetraedro en el
dodecaedro? ;Y el tetraedro en el octaedro?

Se retoman algunos resultados establecidos a partir de tareas de puzzles y truncamientos. Subrayare-
mos a partir de ellos los milagros del “encaje” en el estudio de los sélidos: c6mo estas actividades permi-
ten que se relacionen los sélidos entre ellos o con figuras planas (las que se obtienen como seccién) y que
se expresen estas relaciones de diferentes maneras y con mayor o menor precisién. Asf, un cubo puede
descomponerse en un tetraedro y 4 pirdmides; un tetraedro se puede inscribir en un cubo de manera que
sus aristas son diagonales de las caras del cubo, una por cada cara; los 4 vértices del tetraedro estdn en 4
vértices del cubo que no son opuestos entre ellos; son las caras del tetraedro las que se corresponden con
los 4 vértices del cubo opuestos a los seleccionados para los vértices. Extendiendo la situacion, también
se puede precisar como inscribir un cubo en un dodecaedro.

Caracteristicas de los poliedros regulares. Biisqueda de relaciones

La busqueda de relaciones entre los poliedros regulares la abordaremos también desde otro punto
de vista. Una vez determinadas las caracteristicas numéricas (ntimero de caras, vértices y aristas) de los
poliedros regulares y su disposicién en el espacio, asi como el orden de sus vértices y el nimero de lados
del poligono de las caras, y recopiladas en una tabla, podemos conjeturar, por ejemplo, que un cubo
(octaedro) se puede inscribir en un octaedro (cubo) con los vértices del cubo en el centro de las caras del
octaedro, 0 que un tetraedro (cubo) se puede inscribir en un cubo (dodecaedro) con las aristas del
tetraedro sobre diagonales de las caras del cubo (dodecaedro).

SOBRE LOS PROBLEMAS OBJETO DE ESTUDIO

En cada uno de los enfoques descritos en el apartado anterior como problemas objeto de estudio,
podemos plantearnos también describir modelos de pares de poliedros inscritos uno en otro, que repre-
sentan estas relaciones, y construir estos modelos después de haber hallado la relacién entre las longitudes
de las aristas de esos poliedros, aplicando teoremas, como el de Pitdgoras o el teorema del coseno (véase
el capitulo 5 de Guillén, 1991). También es interesante comparar la actividad que se desarrolla con los
diferentes enfoques y las dificultades que conllevan.
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Las descripciones de los modelos podemos hacerlas en diferentes niveles en los distintos contextos
en los que podemos plantear su estudio:

* En el contexto de construir o de generar formas: Aplicando relaciones entre determinados

poliedros.

e Al centrar la atencién en las formas rigidas y formas que se deforman: Fijdndonos en los
elementos de los poliedros regulares implicados.

Al buscar relaciones numéricas: Conjeturando nuevas inscripciones y describiendo los modelos
en términos de sus elementos utilizando nuestros recursos; esto es, aplicando resultados que
vamos obteniendo al describir un modelo en la descripcién de otro que se ha conjeturado.

Un problema interesante que surge en este tltimo enfoque es la introduccion de conceptos que
conllevan bastante dificultad: el concepto de dualidad en el mundo de los poliedros. Podremos mostrar
c6mo se van precisando las ideas que se introducen a partir de un mundo reducido y muy especifico de
ejemplos y los problemas que hay que abordar cuando el mundo de ejemplos se extiende.

La descripcién de los modelos puede hacerse también en términos de sus simetrias, esto es, deter-
minando las simetrfas comunes a los poliedros del modelo. Como problema previo se determinardn las
simetrfas de los poliedros regulares (véase el capitulo 3 de Guillén, 1991). Al tratar de describir diferen-
tes modelos, de nuevo podremos hacer referencia a conocimientos que ya se han trabajado y usarlos para
resolver otros problemas que se nos plantean.
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