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SOBRE ALGUNOS RESULTADOS TOPOLOGICOS
DE JULIO REY PASTOR

ELADIO DOMINGUEZ

RESUMEN

En este artículo se señalan
las contribuciones topológicas de
Julio Rey Pastor y se presenta su
trabajo sobre las distancias no si-
métricas, realizando un análisis
comparativo con el de otros au-
tores.

ABSTRACT

This article contains topolo-
gical contributions made by Julio
Rey Pastor, and his work on non
symmetric distances is presented.
It is also included a comparative
analysis with some other authors.
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Pastor.

Julio Rey Pastor, o Don Julio como solían Ilamarle caririosamente
sus alumnos, nos ha legado un material científico de incalculable va-
lor, no sólo por sus innovaciones y contribuciones inéditas a diversos
campos del saber matemático sino también por la amplia labor didác-
tica que realizó sin interrupción a lo largo de toda su dilatada vida cien-
tífica. Además de dedicarse con esmero e indudable éxito a las diver-
sas ramas matemáticas del saber "puro", dedicó grandes esfuerzos a
sus aplicaciones, a la Historia de la Ciencia y a la divulgación cientffl-
ca, por medio de gran nŭmero de cursos, monograflas, artículos y con-
ferencias. El lector interesado en conocer la labor comentada puede
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consultar el volumen doce, ario 1962, de la Revista de la Unión Ma-
temática Argentina.

Aunque quizás sea la Topologia el campo de las Matemáticas al
que menos se dedicó, tuvo el innegable valor de ser el precursor en la
impartición de cursos de esta especialidad, tanto en Esparia como en
Argentina. Desde el ario 1929 al 1952 dictó asiduamente cursos de To-
pologia, dedicándose con especial atención al estudio de los espacios
abstractos. Realizó algunas incursiones en el campo de la Topologia
Combinatoria o Poliedral pero no tengo conocimiento de que dedicara
algŭn curso o conferencia a la Topología Algebraica.

En una gran parte de sus exposiciones de la Topologia General se
observa una notable influencia de las obras de Fréchet y Appert, no de-
jándose influir por el estilo "bourbakista" excepto quizás en el ŭltimo
curso que dictó sobre Topologia (ario 1952) a través del cual parece ser
que intentaba realizar un estudio critico de la obra de Bourbaki. Las
notas de este curso han sido editadas por E. Ortiz conjuntamente con
el autor de este articulo y publicadas por el Colegio Universitario de
la Rioja (ver [19]).

La obra donde quizás se observa más claramente la influencia de
los matemáticos mencionados es la memoria [16], dedicada a presen-
tar las propiedades de los espacios (V) de Fréchet; es decir, los espa-
cios en los que existe un operador derivación al que se le impone, como
ŭnica condición, el primer postulado de Riesz.

• El interés que representa el estudio y exposición de espacios con
condiciones más débiles que los marcados por los axiomas de Haus-
dorff viene dado por la existencia de ejemplos de vital importancia en
los que, al intentar definir la noción de "proximidad" conveniente, no
se obtienen las condiciones que permiten dotarle de una estructura de
espacio topológico tal como está desarrollada en la obra de Bourbaki.
Estos espacios "más débiles" tienen importantes propiedades topológi-
cas como se puede observar en las obras de Fréchet y Appert.

Las importantes diferencias existentes entre Rey Pastor y Bourba-
ki no sólo se encuentran en el modo en que debe desarrollarse la To-
pologia general sino también en la forma en como debe transmitirse.
En vez de introducir conceptos sin justificación y presentar demostra-
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ciones de propiedades sin explicación de su posible interés, Rey Pastor
intenta motivar cada uno de los conceptos e inducir sus propiedades
movido por un interés que explicita de antemano. Especialmente en
sus obras didácticas, ariade además numerosas notas históricas que per-
miten hacer comprender al lector la génesis de lo que se expone.

Por otra parte, a pesar de que su investigación en Topología es es-
casa, algunos de los resultados por él obtenidos son meritorios pero,
desgraciadamente, poco conocidos. Por ejemplo, la prueba que realiza
en [17] sobre el teorema poligonal de la curva de Jordan se ha mani-
festado, ver [6], como una de las pocas demostraciones de dicho teo-
rema que coordinan la simplicidad de exposición con un completo ri-
gor, ausente en algunas exposiciones actuales. Aunque lo anterior bas-
taría, su importancia se realza debido a que sus argumentos se aplican
de inmediato para poder demostrar que el complemento en un n-espa-
cio euclídeo de toda seudovariedad cerrada de dimensión n-1 tiene dos
componentes conexas cuya frontera com ŭn es la seudovariedad dada.
Como prueba de la simplicidad que logra en las demostraciones, véase
la prueba que presenta en [13] sobre el teorema de la invarianza de la
dimensión.

Otra interesante contribución de Rey Pastor, que es el tema cen-
tral de este artículo, es la realizada en el artículo que bajo el título "Es-
pacios Do" publicó en 1940, en el que se estudian propiedades topoló-
gicas asociadas a distancias seudométricas que no son necesariamente
simétricas. Considero que este tipo de espacios tienen gran importan-
cia a pesar de que no han sido utilizados con la suficiente profundi-
dad. Importancia que no sólo viene dada por la existencia de suficien-
tes ejemplos de especial interés (ver [3]) sino que también queda pro-
bada por los resultados de Lawvere [12], de los que se deduce su na-
turalidad desde el punto de vista categorial.

Este tipo de distancias fueron consideradas muy brevemente por
Fréchet ([8], págs. 70-71) y Hausdorff ([10], págs. 145-146) en el caso
particular de distancias Adi entre subconjuntos A y B de un espacio mé-
trico. Por ello es posible que Rey Pastor encontrara en dichos textos la
fuente de dichas ideas, dado el profundo conocimiento que tenía sobre
ellos. Es necesario notar que Mazurkiewicz [21] también explicitó este
caso particular de distancia
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Para finalizar esta introducción en la que se enmarca el trabajo pre-
sentado de Rey Pastor, es obligado expresar mi agradecimiento al Ins-
tituto de Estudios Riojanos, por la ayuda económica y el soporte cien-
tífico que me han prestado para la realización de este trabajo, y a mi
amigo Mateo Guernica, por sus comentarios de sus contactos persona-
les con Julio Rey Pastor tan caririosamente conservados.

A continuación vamos a presentar brevemente los resultados fun-
damentales que fueron obtenidos por Rey Pastor y otros autores de su
época, parte de cuyo estudio critico fue presentado por el autor de este
artículo en el "Primer Congreso Latinoamericano de Historia de las
Ciencias y la Tecnologia", La Habana, 1985.

Los espacios D o de Rey Pastor

Usualmente se entiende por distancia métrica (definida por Fré-
chet en [6]) sobre un conjunto abstracto X a una función real d defi-
nida sobre el producto cartesiano X x X y sujeta a las siguientes
condiciones:

Di . d(x,y)	 0 (valores negativos)
D2. d(x,x) = 0
D3. d(x,z)	 d(x,y) + d(y,z) (triangular)
D4. Si d(x,y) = 0 entonces x = y (idéntica)
D5. d(x,y) = d(y,x) (simétrica)

En los espacios métricos es natural definir la distancia de un pun-
to x a un subconjunto A como el infimo de las distancias de x a los pun-
tos de A. Aunque es usual, y conveniente en muchas ocasiones, definir
la distancia entre dos subconjuntos A y B como el ínfimo de las dis-
tancias entre los puntos de A y los de B, dicha noción tiene los siguien-
tes inconvenientes:

1) No cumple la propiedad D4 ni la triangular, por lo que no nos
induce una noción natural de distancia.

2) Segŭn la aplicación que deseemos realizar de la distancia entre
dos subconjuntos, la noción anterior no es apropiada. Por ejemplo, si
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A es un subconjunto móvil que se dirige hacia un subconjunto estático
B y deseamos conocer el tiempo que tardará en llegar A a B, será con-
veniente conocer la distancia desde el punto de A más alejado de B y
no la del más próximo.

Una definición que matematizaría el ejemplo indicado en 2) con-
siste en considerar la distancia irg como el supremo de las distancias
de los puntos de A al subconjunto B, con lo que se resuelve convenien-
temente parte del problema señalado en 1). En efecto, si nos restringi-
mos a los subconjuntos compactos, para que se trate de una función
real (aunque no existiría inconveniente alguno si consideráramos la real
ampliada), dicha función cumple las propiedades de una distancia mé-
trica excepto la idéntica (lo que no es de especial relevancia como ve-
remos más adelante) y la simétrica.

Existen más ejemplos que nos conducen a considerar que la pro-
piedad simétrica no es esencial para un concepto generalizado de dis-
tancia. Así, uno podría considerar la energía necesaria para desplazar-
se de un punto A a otro B que claramente no tiene por qué cumplir la
propiedad simétrica. Otros ejemplos de distancias no simétricas pue-
den verse en [12].

Rey Pastor, en una breve comunicación presentada en 1931 al Se-
minario Matemático de la Universidad de Buenos Aires, ver [14], in-
troduce la distancia AB probando algunas de sus propiedades como la
desigualdad triangular. Posteriormente, ver [15], define un espacio Do
como un conjunto al que se le dota de una distancia seudométrica
orientada; es decir, cumple las propiedades D 1 , D2 y D3.

Define dos tipos de acumulación del modo siguiente: Un punto x0
es de acumulación de A si para cada e > 0 existe alg ŭn punto a de A,
distinto de xo, tal que

o bien
d(a,x.) <c	 (tipo Al)

d(x.,a) < E	 (tipo a2)

De este modo obtiene dos operadores clausura 	 y [A]2, proban-
do que cada uno de ellos cumple las siguientes propiedades:
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Primer postulado de Riesz. Los puntos de acumulación de una par-
te de un conjunto son también de acumulación de éste.

Segundo postulado de Riesz. Todo punto de acumulación de una
reunión de conjuntos es punto de acumulación de alguno de éstos.

Condición a de Appert. La clausura de todo conjunto es cerrada.

Por lo tanto los espacios D o determinan estructuras topológicas
más restrictivas que los espacios (V) de Fréchet y más generales que
los espacios accesibles de Fréchet (son aquellos que cumplen los tres
postulados de Riesz, donde el tercero dice que todo conjunto formado
por un solo punto carece de puntos de acumulación, y la condición de
que todo conjunto derivado es cerrado). Como señala el mismo autor,
a pesar de su generalidad, estos espacios cumplen una gran variedad
de importantes propiedades (ver [1]).

Posteriormente define las distancias orientadas.

d(x.,B) = inf {d(x.,b); b E B}
d(A,x.) = sup Id(a,x0); a E A1
d(A,B) = sup {d(a,B); a E A}

probando que:

1) d(X,Y) = 0 si y sólo si X está contenido en la clausura [Y]2.
2) Los subconjuntos de un espacio Do forman un espacio Do con

la distancia definida anteriormente.

El trabajo termina estudiando, en los espacios Do, los conjuntos de
acumulación (en el sentido de Painlevé) y los conjuntos limite (en el
sentido de Zoretti) de una sucesión de subconjuntos.

La introducción y estudio de dichos espacios quedó justificada ple-
namente por la utilización que el mismo Rey Pastor realizó en el es-
tudio de las funciones complejas; ver [18].
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Resultados obtenidos por otros autores

Ferrari [7] y Balanzat [2] prosiguieron el estudio de los espacios
Do, del que es conveniente resaltar los resultados siguientes:

1) Los subconjuntos cerrados se pueden separar de los puntos por
funciones semicontinuas.

2) Las funciones continuas sobre cerrados se pueden extender a
funciones semicontinuas sobre el espacio total.

Estas propiedades fueron probadas por el primer autor en su tesis,
que fue dirigida por Rey Pastor.

En su articulo, Rey Pastor dice que, con posterioridad al envio
para su publicación, descubrió la existencia de tres trabajos que estu-
dian distancias asimétricas. No he podido encontrar el primero de ellos
-Nikodyon, Fund. Math. vol. 15 (1930)- por lo que presumo que debe
existir algŭn error tipográfico. Los otros dos, de Wilson y de Kakutani,
completan su articulo.

Wilson [20] estudia los espacios métricos orientados, consideran-
do las nociones de acumulación asociadas que han sido tratadas por
Rey Pastor, ariadiéndoles un nuevo concepto del siguiente modo: Un
punto x0 es de acumulación a A si para todo n ŭmero real g > 0 existe
un punto a de A, distinto de x o, tal que simultáneamente se cumple
que d(a,x) < g y d(x.,a) < E. La contribución más importante consis-
te en encontrar las condiciones topológicas que implican la existencia
de una distancia orientada cuya noción de limite coincide con la del
espacio topológico dado.

El trabajo de Kakutani [11] es el que está menos relacionado con
el de Rey Pastor. En él define un espacio casi-métrico general como la
familia de los conjuntos cerrados de un espacio métrico R llevado de
cuatro relaciones ATŠ; A-B, BA, AB sujetas a las siguientes condiciones:

1) AB ,?; A-B AB,	 = AA = 0
2) A-Er + B-C A-C
3) AB + 1TC A-C
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4) ÁT3 + BC AC
5)AZ.B + Eit AC

y demuestra que se puede construir un espacio métrico completo y una
familia de subconjuntos cerrado F A, FB,... en correspondencia con los
de R de modo que:

FAFB = AB, FAFB = AB, nrA = y FAFB = AB

donde FAFB y FBFA son las distancias orientadas usuales entre subcon-
juntos cerrados, y

FAFB = sup {d (a,b); a E A, b e B}
F F = inf {d (a,b); a E A, b E }3}

Notas finales

En la bŭsqueda bibliográfica realizada por el autor no se ha encon-
trado ningŭn otro trabajo, contemporáneo a los ya mencionados, que
trate explicitamente de los espacios D o. Por ello, atendiendo ŭnicamen-
te a las fechas de publicación, parece ser que Wilson fue el primero
(ario 1931) en presentarlos bajo el nombre de espacios casi-métricos. Si-
multáneamente (ario 1931, publicación en 1932-33), Rey Pastor pre-
sentó el ejemplo anteriormente mencionado de distancia no simétrica,
pero tardó algŭn tiempo en presentar el estudio general (ario 1940).

Sin restar méritos al resultado obtenido por Wilson, es innegable
la importancia de la contribución de Rey Pastor al situar los espacios
Do en la jerarquia de las distintas nociones de espacios topológicos, por
los resultados obtenidos bajo su dirección sobre extensión de funcio-
nes semicontinuas, y especialmente por encontrarle una utilización
práctica.

Por todo lo anterior considero que la paternidad de los espacios
Do deberia ser compartida por los dos autores.
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