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RESUMEN

En este articulo se analizan los
trabajos de G. Ascoli y C. Arzela
sobre conjuntos infinitos de
funciones a finales del siglo XIX,
mostrando sy papel en'los origenes
de la topologia y el andlisis
funcional.

. Se consideran en primer lugar
los resultados de Ascoli sobre
equicontinuidad y sobre condiciones
de compacidad para conjuntos
infinitos de funciones continuas;
seguidamente se trata la introduccion
por Arzela de la convergencia cuasi
uniforme de series funcionales y su
acercamiento a la idea de cuasi
equicontinuidad.

Se observa, por una parte, que
estos estudios fueron motivados por
problemas aplicados, como la
existencia de solucién de ecuaciones
diferenciales, el problema de
Dirichlet y las condiciones de

convergencia, diferenciabilidad e

integrabilidad de series funcionales,
temas todos ellos abordados por
Arzela.

v
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ABSTRACT

In this paper G. Ascoli and C.
Arzeld’s works on infinite function
sets at the end of the 19th century are
analysed, showing their role in the

origins of topology and functional . =~

analysis.

First, Ascoli’s results on
equicontinuity and compactness
conditions for infinite sets of
continous functions are considered
and then Arzeld's introduction of
quasiuniform convergence for series
of functions and his ideas on
quasiequicontinuity are dealth with.

These studies were motivated by
applied problems such as Dirichlet
problem, the existence theorem for
the solution of a differential equation
and others, which were studied by
Arzela,
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Se muestra ademds que estos
estudios no pueden ser entendidos
como una mera transferencia de los
resultados de teoria de conjuntos de
Cantor y que el esquema propuesto

por la teoria de conjuntos puntuales

no se podia ser recogido directamente
al no ser vdlido el teorema de
Bolzano-Weierstrass para conjuntos
acotados en general.
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As to Cantor's set theory,
Ascoli and Arzeld’s work cannot be
considered as a mere transfer of these
ideas; Bolzano-Weierstrass theorem
does not hold for bounded sets
different from ordinary sets in n-
dimensional euclidean spaces, and a
solution had to be found to
generalize the ideas of compactness
and bounded sets.

Palabras clave: Matemiticas, Topologia, Andlisis funcional, Teorfa de
conjuntos, Siglos XIX-XX, G. Ascoli, C. Arzela, Infinito, Compacidad.

1. Sobre las condiciones de compacidad

Las condiciones de compacidad analizadas a continuacién entran de modo
natural en la historia del concepto de infinito y ofrecen unas facetas de éste
nuevas ¢ inesperadas.

Ante todo, en dichas condiciones se reveld el tipo especifico "de los
-conjuntos infinitos. Antes de que se sometieran a examen dichas condiciones,
se han estudiado basicamente dos tipos de conjuntos infinitos, a saber, los
euclidianos-puntuales y los completamente abstractos; sin embargo,
- actualmente se ha afiadido una nueva clase de dichos conjuntos, la de los
conjuntos de curvas y funciones. Y aunque estos dltimos se incluyen en el
concepto general de conjunto, al mismo tiempo poseen muchas
particularidades especificas que implican la obligacién de realizar su estudio de
forma distinta.

En segundo lugar, se trata de un nuevo enfoque de los métodos de estudio
de los conjuntos. El concepto abstracto de conjunto no aportaba mucho a la
comprension de los conjuntos concretos, incluso puntuales. En el siglo XIX
estos ultimos aparecieron y se estudiaron, preferentemente, en el curso de
investigaciones aplicadas, fundamentalmente dentro de los marcos del an4lisis
clasico y de la teoria de las funciones de variable real. A este tema estd
dedicado un gran nimero de trabajos histérico-cientificos y filosdficos, de los
que pueden servir como ejemplo las obras [1-7]. Estos estudios muestran que
la aparicién de los conjuntos puntuales y su interpretacién surgieron a raiz de
las necesidades del andlisis en sentido amplio: de las teorias de diferenciacién y
de integracion, de las series infinitas, etc. Aparecieron bajo forma de conjuntos
particulares y de sus clases y se consideraron como tales en cuanto objetos
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individuales o colecciones de €stos, con la caracteristica de que propiedades
aisladas de los mismos eran generalizables a conjuntos abstractos.

Este mismo enfoque se perfilé en un principio en el anélisis de los
conjuntos de curvas y funciones, abordiandose, una vez mas secundariamente,
la teoria de conjuntos abstractos. Sin embargo, pronto se puso de manifiesto
que los conjuntos funcionales era mucho mas complejos que los puntuales, y
que para ellos se requerian enfoques completamente distintos. Se encontraron
asi tratamientos apropiados, que consistieron principalmente en la
superposicién de cierta estructura abstracta a los conjuntos examinados: esta
estructura, topoldgica o algebraica, permitia hacer desaparecer formaciones
demasiado complicadas. Resulté asi que, como tal formacién estructural, que
resultaria principal para los conjuntos de curvas y funciones y, més adelante,
también para otros tipos de conjuntos, intervino la concepcién de espacio
funcional.

Esta situacion, por algunos de sus rasgos, se parece a la sucedida en la
geometria cuando en ésta se renuncid a la definicién euclidiana del concepto de
dngulo como objeto formado por dos curvas relativamente arbitrarias, debido a
su cardcter por decirlo asi "complejo”, y se tomd como base la idea de un par
de rayos que parten de un mismo punto. Con ello, en particular, se excluian
inmediatamente de la geometria formaciones tan complejas como los angulos
corniformes, que habian sido causa de desvelos para muchas generaciones de
geémetras. La vida de los cientificos se alivié, pero a costa del
empobrecimiento de los objetos sujetos a estudio. La inflacién,
temporalmente, sacaba del apuro!. Un empobrecimiento semejante tuvo lugar
en el caso del nuevo enfoque de los conjuntos que se consideran aqui; pero
esto, no obstante, supuso uno de los mas poderosos estimulos para ulteriores
investigaciones.

En tercer lugar, es sabido el papel que desempefia en la teoria de los
conjuntos puntuales (y, con ello, en toda la matemética) el concepto de
conjunto acotado. Al ser extendido a otros tipos de conjuntos, en particular a
los conjuntos de funciones y curvas, la transferencia de las condiciones de
acotacion a dichos conjuntos causé y sigue causando hasta la fecha muchas
dificultades, conduciendo a un nuevo concepto fundamental de conjunto
compacto. Ya M. Fréchet en 1906 [9, pp. 2-3 y 6-15] tomé plena conciencia
de la importancia de este dltimo y, desde entonces, su papel se ha
incrementado cada vez mas.

El concepto de acotacién en matemdticas es tan natural, tan comin y
corriente, que, hasta cierto punto, es poco oportuno proceder con €l a un
analisis similar al que se hace al estudiar otros conceptos cientificos. Y, por lo
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que se sabe, es posible que se deba precisamente a esta razén el que dicha
cuestién todavia no haya sido objeto de reflexiones histérico-cientificas y
filos6ficas. Entre tanto, es bien conocido por la historia de la ciencia que
precisamente el andlisis de fendmenos aparentemente conocidos hasta la
médula y de las ideas acerca de los mismos ha llevado, con frecuencia, a
transformaciones conceptuales de las mas fundamentales en la ciencia. Asi
sucedi6, por ejemplo, con la creacién de la teoria de la relatividad. Se puede
decir que algo semejante tuvo lugar en las matematicas en la segunda mitad del
siglo XIX cuando se abord$ el concepto de nimero, en definitiva, el nimero
natural, es decir, un concepto aparentemente tan antiguo, conocido a mis no
poder y tan claro intuitivamente que no requeria reflexién alguna. No se puede
excluir que el abordar el concepto de acotacién y sus generalizaciones, en
particular en forma de compacidad, lleve a resultados similares: pero se trata
tan sélo de una conjetura fantasiosa. Ahora bien, la acotacién y la compacidad
se conectan de modo natural con lo finito y el infinito, circunstancia que
también justifica nuestro andlisis, mis aiin cuando semejante conexién - ésta
es la impresién- no ha sido estudiada de manera general.

Finalmente, en cuarto término, al Lrabéjar con las condiciones de
compacidad se "rastrea” bien el "juego” de lo potencial con lo actual?,

La palabra "finalmente” no significa que la enumeracién anterior agote
todo el-conjunto de argumentos a favor del estudio de este problema; sin
embargo, lo expuesto resulta a todas luces més que suficiente.

2, Algunos antecedentes

Es casi universalmente admitida la opinién de que los primeros en
proceder a estudiar los conjuntos infinitos de funciones o de curvas fueron los
matematicos italianos G. Ascoli (1843-1896) y C. Arzela (1847-1912) y que
su modo de enfocar este estudio consistia en procurar trasladar las tesis basicas
de la teoria de Cantor sobre conjuntos puntuales a nuevos conjuntos més
complejos. Asi, por ejemplo, A. Schoenflies escribié en 1908:

"G. Ascoli y C. Arzela fueron los primeros que emprendieron la traslacién
de los conceptos y de los teoremas de la teorfa de Cantor de los conjuntos
puntuales a los conjuntos de curvas continuas, encontrdndose, ademds, en
inmediata proximidad a los resultados de Cantor” [11, p. 264].

Lo expuesto es vilido solamente en una primera aproximacién; en
realidad, el cuadro que representa los enfoques de los matematicos que se
ocuparon del estudio de los conjuntos de curvas y funciones es mucho mas
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complicado e interesante. Aqui, por supuesto, no se pretende esbozar este
cuadro, de modo que nos veremos obligados -al igual que en otros muchos
casos- a limitarnos a varias observaciones, en la mayoria de los casos en
forma de ejemplos ilustrativos.

En realidad, los mateméticos se habian encontrado con diversos conjuntos
infinitos de curvas y funciones casi desde el mismo principio del surgimiento
del andlisis infinitesimal; y en el curso de todo su desarollo estudiaron muy
variados conjuntos de este tipo, que se complicaban cada vez mas a medida que
se profundizaba en ellos. Incluso se puede decir que el propio anilisis es, en
cierto grado, la ciencia de los conjuntos infinitos de funciones y de las
familias o clases de tales conjuntos. También es posible ir mds alld y afirmar
que cada férmula de la geometria analitica representa una caracteristica de cierta
clase de curvas: asi, por ejemplo, una ecuacién de segundo grado define una
clase infinita de curvas que consta de rectas, circunferencias, elipses e
hipérbolas. Y a pesar de ser "directamente visualizables” € "intuitivamente
claros de modo fidedigno", etc., resulta que tales conjuntos, por supuesto, son
definitiva y actualmente infinitos, con lo que el infinito actual en toda su
multiformidad se halla en nuestras manos.

Veamos otros ejemplos tomados del anélisis.

Cuando B. Cavalieri, hablando en lenguaje moderno, obtuvo por primera
_vez la férmula

d 1
n+
Jx"dx=a

n+l

identificé con ello la clase infinita de pardbolas y = x™ y estableci6 una
propiedad comiin para todas ellas expresada por dicha férmula. Sin embargo,
hoy, digdmoslo de paso, los historiadores y los fildsofos, cuando dirigen sus
reproches a Cavalieri, no ven -no se sabe por qué motivo- que el cientifico
introdujo estos infinitos actuales "ilicitamente", y se limitan a criticar su
método de los indivisibles, aunque estos 1ltimos actuales no sean peores
(aunque tampoco mejores) que los primeros.

Lo mismo se puede decir sobre las indagaciones de P. Fermat, E.-
Torricelli, G. P. Roberval y otros en relacién con las generalizaciones de la
férmula de Cavalieri a exponentes fraccionarios, en las que se destacan clases
més amplias de curvas: las pardbolas de orden fraccionario.
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Cuando I. Newton introdujo a su uso por los matematicos 1a clase de las
series de potencias (naturalmente, infinitas), resulté destacado el conjunto de
funciones enteras de variable real. Se sobreentiende que, en un principio, este
conjunto carecia en absoluto de contornos precisos y era infinitamente
indefinido; pero justamente este cardcter indefinido, borroso, como en otros
muchos casos, resulté ser no sélo inevitable desde el punto de vista histérico,
sino también, en los primeros tiempos, incluso ttil e imprescindible,

Y he aqui que L. Euler emprendia la creacién del célculo de variaciones. A
la par que el problema de extremos de funcionales dado en la clase
tradicionalmente indefinida de "todas las curvas” -"método absoluto de
méximos y minimos" de Euler3-, el cientifico planteaba el problema de hallar
los extremos de las funcionales en la clase de todas las curvas: se trata de su
"método de maximos y minimos relativos" [12, p. 31]. EI destacar estos
conjuntos de curvas y el subrayar la circunstancia de que cada uno de los
mismos se considera en cuanto formacién dada y fija -en una palabra, como un
conjunto actualmente infinito- no es meramente algo sacado del contexto
euleriano: €l lo expone de modo completamente determinado. Por supuesto, en
" el texto de Euler no figuran los términos "conjunto de curvas” o "conjunto de
funciones". El concepto que entenderiamos con tal expresion es caracterizado
por el cientifico empleando el término "curvas que poseen alguna propiedad de
antemano” [12, p. 31]. He aqui lo que escribe Euler al respecto:

"El método relativo de médximos y minimos ensefia a determinar la curva
que posee la propiedad de midximo o de minimo, no entre todas las curvas
correspondientes a una misma abscisa, sino solamente entre aquéllas que tienen
alguna propiedad dada de antemano... Aunque la introduccién de esta condicién
limita considerablemente el mimero de todas las curvas referidas a una misma
abscisa, sin embargo, tras ello dicho nimero permanece todavia infinito. Sea
como fuere, incluso en el caso de sefialar no una sino varias propiedades que
deben satisfacer todas las curvas, también entonces el niimero de curvas seguiria

siendo infinito"4.

Hemos aducido solamente tres ejemplos que ilustran nuestra afirmacién
de que los diversos conjuntos de curvas o de funciones aparecian
constantemente en el analisis infinitesimal, ya desde los periodos mas remotos
de su desarrollo. Cuanto mds nos acercamos a nuestra época, tanto més
aumenta la diversidad de los tipos de conjuntos de funciones, al punto que se
pueden aducir tantos ejemplos como se quiera: los conjuntos de funciones
continuas, diferenciables, integrables en uno u otro sentido, con variacién
limitada que satisface la condicién de Lipschitz... son concomitantes
indispensables del andlisis. Mas bien resulta extrafio el hecho de que el
problema del estudio especial de los conjuntos infinitos de funciones como
tales surgiera relativamente tarde, una vez que fueron construidas la teoria de
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los conjuntos puntuales y la teoria de los conjuntos abstractos. (Estas teorias
son esencialmente diferentes y A. Fraenkel escribi6 incluso que los caminos y
las finalidades de estas dos teorias divergieron con bastante rapidez [14, p.
17]).

El hecho de que, por un lado, existiera la teoria de los conjuntos
puntuales de los espacios euclidianos y, por otro lado, la teoria de los
conjuntos abstractos -en la que se hace maxima abstraccién de la naturaleza de
los elementos analizados-, hacia hasta cierto punto l6gica la idea de que se
estudiaran conjuntos de tipo intermedio, es decir, mds complejos que los -
conjuntos de puntos de los espacios euclidianos y menos abstractos que los
conjuntos arbitrarios, maxime cuando habia candidatos mas que suficientes
susceptibles de ser objeto de estudio. De este modo, la existencia de dos
teorias extremas por asi decir de conjuntos permitia comenzar a su vez la
construccién de teorias intermedias. Como una de tales se presentaria
precisamente la teoria general de los conjuntos de curvas y funciones de G.
Ascoli y C. Arzela, propuesta y parcialmente realizada por estos cientificos.

Sin embargo, una visién semejante del curso de los acontecimientos, que
es hasta cierto punto plausible, resulta injustificablemente simplificada, si se
tiene en cuenta que en el momento en que G. Ascoli comenzd la realizacién de
su idea ya existia una teoria de este género (y, posiblemente, no una sola).
Nos referimos a la teoria de los nimeros y funciones algebraicas de R.
Dedekind, a quien mas tarde se unié H. Weber, que se construy6 paralelamente
al desarrollo de la teoria de los conjuntos puntuales, precediéndola incluso en
ocasiones. El punto culminante de sus esfuerzos fue el trabajo conjunto
"Teoria de las funciones algebraicas de una variable" [16], terminado por estos
cientificos en 1880 y publicado en 1882, es decir, un afio antes de los
primeros trabajos de G. Ascoli. Tampoco en C. Arzela se deja ver la
influencia del articulo de Dedekind-Weber [16] (al igual que de otras
investigaciones més tempranas de Dedekind en esta direccién), razén por la
cual no hay necesidad de detenernos aqui en este punto.

3. La influencia de la teoria de conjuntos puntuales

La opini6n referida al principio de la seccién 2 acerca de la influencia
ejercida por la teoria de los conjuntos puntuales sobre los enfoques de G.
Ascoli y C. Arzel3, que ha sido ilustrada por las palabras de A. Schoenflies,
tiene ciertamente su base; las huellas explicitas de una tal influencia, en
efecto, se rastrean de forma concreta en sus investigaciones. Sin embargo, esta
afirmacién no se debe interpretar demasiado literalmente, como si se tratase de
que, una vez conformada una teoria de los conjuntos puntuales, los italianos
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hubieran procedido a extender a los conjuntos funcionales los resultados de la
primera teoria. Semejante cosa no pudo producirse, por la sencilla y natural
razén de que algunas de las tesis fundamentales de la teoria de Cantor
resultaron imposibles de trasladar al conjunto de curvas y funciones. Ademas,
no carece de interés observar que ni Ascoli, ni Arzela, hablaron directamente
en sus trabajos de una tal interpretacién del problema, y que, al parecer, el
primero no hacia siquiera mencién en general del nombre de Cantor en este
contexto®.

Asi pues, si bien A. Schoenflies no tenfa plena razén al afirmar que
fueron precisamente G. Ascoli y C. Arzela quienes emprendieron la traslacion
de los conceptos y de los teoremas de la teoria de Cantor sobre los conjuntos
puntuales a los conjuntos de curvas continuas, encontrdndose, ademds, en
inmediata proximidad a los resultados de Cantor, si 1a tenia en que la idea de
semejante traslacion indudablemente existia. Esta idea, en particular, era
destacada especialmente por J. Hadamard y M. Fréchet. Ademads, de modo algo -
extrafto, a éstos se ha unido R. Siegmund-Schultze, que afirmaba que Ascoli y
Arzeld trasladaron los conceptos de Cantor a los conjuntos de funciones, y
correspondientemente de curvas (1884-1889) (10, p. 20]. Antes de comenzar a
tratar esta cuestién conviene decir unas palabras sobre las investigaciones de
V. Volterra en anlisis funcional’.

Cuando Volterra introdujo, estudiandolo después durante mucho tiempo,
el concepto general de funcional, prestd poca atencién a su argumento,
considerdandolo como algo dado y m4s o menos conocido (o bien, determinado
por el caricter del funcional)®. Por el contrario, J. Hadamard, al empezar-a
ocuparse de andlisis funcional, se dio cuenta de la importancia del examen de
los funcionales dados en los conjuntos de funciones. Por esta causa, segin su
opinién, antes de estudiar los funcionales y, tanto mas, los operadores, era
conveniente investigar -como paso previo- la naturaleza de los conjuntos que
formaban el argumento de los funcionales y y de los operadores®. En 1912 [23,
p. 17] hacia notar que los conceptos clasicos referentes a las funciones se
podian formular sin especial trabajo, debido a que las propiedades geométricas
de la recta, del plano y del espacio nos eran conocidas y parecian evidentes,
incluso. aquellas que -como sabemos hoy en dia- llevaban a grandes
dificultades; escribia a continuacién Hadamard:

"El continuo funcional -es decir, la multiplicidad obtenida haciendo variar
continuamente una funcién de todas las maneras posibles (;y en caso de
discontinuidad? - F.M.)- no ofrece, en efecto, a nuestro espiritu, imagen simple
alguna. La intuicién geométrica no nos ensefia nada, a priori, al respecto”
(ipobres intuicionistas! - F.M.).
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Nos vemos obligados a remediar esta ignorancia y no- podemos hacerlo
més que analiticamente, creando al uso del continuo funcional (jy no en aras de
la matemdtica "pura”!-F. M.) un capitulo de la teoria de conjuntos. Esto es lo
que un joven geémetra, M. Fréchet, ha emprendido ya" [23, pp. 17-18].

Dificultades todavia mayores surgian cuando de los funcionales y de los
operadores dados en el conjunto de funciones se pasa a los funcionales y a los
operadores de argumentos mas generales. Como continuacién a las palabras
citadas de Hadamard, M. Frechet escribi6 en 1928:

"Intuitivamente no conocemos las propiedades del continuo funcional (del
que se trataba en el trabajo de J. Hadamard-F.M.), pero sabemos, por lo menos,
que los elementos de este continuo son funciones. Ahora bien, en el anilisis
general (aqui M. Frechet se vale del término de E. Moore que designaba lo que
‘ahora se llama anélisis funcional-F.M.) ini siquiera conocemos los elementos
del continuo estudiado!” [24, p. 271].

Precisamente por esta causa ha sido necesario modificar el acercamiento-al
problema que hemos expuesto en la seccién 1. El andlisis de esta cuestién nos
alejaria mucho de nuestro tema principal, de modo que lo dejamos de lado,
remitiendo al lector, tanto a las publicaciones ya citadas sobre la historia del
andlisis funcional -y, en particular, a la disertacién de R. Siegmund-Schultze
[10]-, como a otras atin no mencionadas, como los articulos de M. Bernkopf
[251 126].

4. Las condiciones de compacidad en los trabajos de Ascoli

Como se ha mencionado en la seccién 3, no teniamos a nuestra
disposicién el trabajo de G. Ascoli [17] de los afios 1883-1884, por lo que de
aqui en adelante nos basaremos exclusivamente en su gran articulo [27], que
constituye una exposicién en extenso y acompaiiada de numerosas
correcciones y adiciones a la memoria anterior. El articulo estd escrito de
modo poco claro!9; para no perder de vista lo que a nuestro parecer es el hilo
conductor del discurso, introduciremos de vez en cuando algunas pequefias
simplificaciones, y dejaremos ademis de lado algunos resultados de Ascoli
referentes a distintas clases de funciones (como, por ejemplo, las condiciones
en las que una funcién continua no tiene un nimero infinito de extremos),
centrando nuestra atencién en los conjuntos de curvas o funciones.

Con el fin de confirmar lo expuesto en €l §3 acerca de la escasa influencia
de las ideas de Cantor sobre Ascoli, asi como para corroborar la acusacién que
acabamos de hacer en cuanto al caricter poco claro del curso de sus ideas,
aducimos una cita de su trabajo {27]:
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"Supongamos dado un conjunto de valores x (2a, <b) no necesariamente
diferentes entre si. Representada esta variedad en el modo habitual se engendra
un grupo (conjunto-F.M.) de puntos en el segmento ab, los cuales no son
necesariamente diferentes entre si. El sistema P se denominard miltiplemente
extendido sobre el intervalo ab cuando entre las cantidades x haya algunas
iguales; en caso contrario dicho sistema llevard el nombre de simplemente
extendido sobre el segmento ab. Un agregado no numerable de puntos, es decir,
que no se puede poner en correspondencia univoca con la serie de los niimeros
naturales podrd reducirse a un nimero finito si se hace abstraccién de aquellos
puntos que son simples, o bien, esto no tendrd lugar. Llamaré punto limite de la
variedad P a un punto tal que sea posible dar un segmento de pequefiez arbitraria
del que forma parte el punto en cuestién y que contiene un ndimero sin fin de
elementos de P. Un punto de P miiltiple un mimero ilimitado de veces, es al
mismo tiempo el punto limite.

Estd claro que cada elemento de la variedad derivada P’, formada por los
puntos limite del complejo propuesto, estd “simplemente extendido en el
intervalo ab” [27, p. 257].

iY lo expuesto se publicé en 1888, cuando ya habian salido a la luz todos
los principales trabajos de Cantor sobre la teoria de los conjuntos, cuando en
el libro de U. Dini [29] se habian formulado en un lenguaje hoy
universalmente admitido las definiciones de punto limite y de conjunto
derivado! Sin duda Ascoli conocia ya por aquel entonces las tesis
fundamentales de la teoria de conjuntos de Cantor; sin embargo, en sui mente
éstas recibian una interpretacion bastante peculiar!!,

Después de las definiciones dadas, G. Ascoli, inmediatamente, pasa a los
conjuntos de funciones o de curvas. Y en este caso no considera este conjunto
compuesto necesariamente de funciones dadas en un mismo segmento; al igual
que en el caso de conjuntos puntuales, para él son posibles, por decirlo asi,
curvas miltiples, o sea, una misma curva o funcién puede entrar en el
conjunto examinado varias veces o, incluso, un nimero infinito de veces. Este
enfoque hace muy engorrosa su exposicion y, para simplificar, dejaremos de
lado estos aspectos de su trabajo que, al parecer, no tuvieron difusién alguna;
consideraremos en adelante todas las funciones como dadas en un mismo
intervalo y, a la vez, cada elemento del conjunto lo vamos a examinar como
dado una sola vez.

Asi, pues, se analizan conjuntos de funciones acotadas de variable real
y = f (x) definidas en el segmento [a, b] y continuas en él (el concepto de
espacio de tales funciones todavia no es utilizado). Como primera definicién’
dada por Ascoli referente a semejantes conjuntos interviene, precisamente, la
definicion del concepto de equicontinuidad que més adelante obtendria amplia
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difusién en la teoria de funciones y en el andlisis funcional. Veamos la
formulacién de Ascoli:

"Admito también que la variedad R de lineas consideradas sea igualmente
continua (egualmente continua). Con ello quiero decir que, dada una cantidad
arbitraria 0, se puede fijar una magnitud 7 de tal modo que en cualquier parte no
mayor- que 77 de un segmento. M sobre el que se proyecta una cualquiera de las

lineas dadas, no sea mayor que la oscilacién o de la dltima" [27, pp. 257-
258]12. .

Al introducir esta definicién, Ascoli demuestra [27, p. 258-259] que
si el.conjunto R dado de curvas o de funciones continuas que satisfacen la
condicién /f{x)/ < N13 es equicontinuo, entonces de este conjunto es posible
elegir una sucesién de elementos que converge uniformemente a cierto
elemento de R.

Con ello se obtiene la propiedad de los conjuntos de funciones continuas
que, actualmente, es denominada compacidad del conjunto infinito R de
elementos del espacio C de funciones continuas dadas en [a, bJ14 y que R.
Siegmund-Schultze ha considerado como uno de los primeros resultados
centrales del analisis funcional [10, p. 68] y, al mismo tiempo, como un hito
de 1a moderna topologia abstracta de los conjuntos puntuales (ibid., p. 69).

Ahora bien, quisiéramos subrayar ademads la siguiente circunstancia. Ya
en este paso -uno de los primeros- hacia el ambito de los conjuntos de curvas
y funciones, G. Ascoli se vio obligado a alejarse del esquema de la teoria de
los conjuntos de Cantor del espacio euclidiano n-dimensional. En efecto, en
esta idltima todo conjunto infinito acotado tiene por lo menos un punto
limite; éste es el teorema de Bolzano-Weierstrass, del cual se deriva
directamente que, en un conjunto en estas condiciones, siempre es posible
elegir una sucesion convergente de puntos: es decir, tal conjunto es compacto.
Sin embargo, incluso en un caso tan relativamente simple como el de los
conjuntos infinitos acotados de funciones continuas, la cuestién es distinta; y,
para resolver el problema de la existencia de elemento limite (sin la cual
quedaria poco de los métodos infinitesimales en sentido general), era necesario
introducir limitaciones a los conjuntos analizados. Ascoli comprendié esto
hasta el fondo y propuso la correspondiente limitacién.

Sin embargo, es indudable que ni el propio Ascoli ni otros matematicos
de aquella época se percataron de toda la importancia de este descubrimiento
fundamental. Y es que con el teorema de Bolzano-Weierstrass esta relacionada
casi toda la mentalidad matemitica y, de hecho, no exclusivarnente dicho
modo de pensar. Es suficiente recordar que para su demostracién se necesita la
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teoria de los mimeros reales, y que ésta, a su vez, se basa en la discontinuidad,
del espacio y el tiempo, entre el movimiento y el reposo, entre la constancia y
la variabilidad, etc. El desarrollo de este tema requiere realizar un trabajo
inmensamente complicado, que, aunque ya llevado a cabo en gran parte, esta
lejos de ser suficiente; por esta razén, en la prictica es necesario dejar al
margen toda esta cuestién, y reducirse a la esfera de los hechos en el sentido
mds simple.

Una vez encontrada la condicién que asegura la presencia de elemento
limite en el conjunto infinito de funciones -y para Ascoli este elemento es la
funcién limite de la sucesién uniformemente convergente de funciones
continuas- se puede hablar tanto sobre el conjunto de curvas limite o conjunto
derivado del conjunto de curvas, como sobre los conjuntos derivados de orden
superior: se trata ya en ese momento de desarrollar analogias en paralelo a la
teoria de Cantor; y Ascoli realiz6 todo este estudio [27, p. 259],
enriqueciéndolo incluso, digamos que a costa de la plurivalencia antes
- mencionada. Sin embargo, en este punto Ascoli se muestra extremadamente
sucinto y sus consideraciones resultan aiin mas incomprensibles. '

La primera de éstas consiste en que las funciones de un conjunto derivado
son uniformemente continuas, lo cual es completamente comprensible como
consecuencia del teorema de Cantor sobre la continuidad uniforme y del
caricter de la definicién de elemento limite; la segunda se refiere al hecho de
que Ascoli, como se ha dicho, analizaba la coleccién de funciones dadas en
diferentes segmentos, aspecto que hemos acordado no examinar; la tercera hace
recordar el teorema segun el cual la medida del conjunto de los elementos
limite del conjunto reducido es igual a cero. En cuanto a la cuarta
consideracién, en general es dificil decir algo al respecto, razén por la que nos
limitaremos a citar su articulo: -

"Es posible hacer tan pequefio como se quiera el conjunto de los espacioé a
cada uno de los cuales pertenece por lo menos un punto de un nimero limitado
de lineas trazadas en el plano A situado a una distancia finita" (ibid., p. 260).

En el siguiente apartado de su trabajo, G. Ascoli [27, pp. 260-263]
_extiende los resultados anteriores a los conjuntos de lineas cuyos elementos se
pueden repetir cualquier nimero de veces. Hemos convenido también en no
examinar esta situacién, de manera que podriamos no detenernos, en general,
en este apartado, si no fuera porque incluye un importante resultado mas que
requiere una pequeifia digresion.

Habitualmente, cuando se habla sobre las condiciones necesarias y
suficientes de compacidad del conjunto C de las funciones continuas con la
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topologia de 1a convergencia uniforme, en la mayoria de los casos el asunto se
presenta como si G. Ascoli hubiera hallado las condiciones suficientes de
compacidad, y a su vez C. Arzela hubiera demostrado que éstas eran también
necesarias!3. A veces se denomina teorema de Arzela-Ascoli a la formulacién
solamente de las condiciones suficientes!® y, en otros casos, a su suficiencia
se da el nombre de teorema de Arzelal!7. Al mismo tiempo, A. Schoenflies
[11, p. 273] seiialé que Ascoli habia demostrado no sélo la suficiencia, sino
también 1a necesidad de las condiciones halladas, mientras que Arzela dio
inicamente otra demostracién. Bourbaki, refiriéndose tan sélo al trabajo de
Ascoli [17), también afirma que las cosas se desarrollaron precisamente asil8,
En este caso nos unimos a A. Schoenflies y a N. Bourbaki. En efecto, en [27,
pag. 263] se contiene una formulacién suficientemente precisa de las
condiciones necesarias y suficientes de compacidad; y la demostracién de la
necesidad (ibid., pag. 261) no se diferencia mucho de la dada, por ejemplo, en
{30, pag. 521].

De este modo, si se trata de conjuntos -uniformemente acotados- de
" funciones en el espacio de funcione$ continuas con la topologia de la
convergencia uniforme, resulta que el mérito del establecimiento de las
condiciones de compacidad debe ser vinculado absolutamente al nombre de
Ascoli, puesto que fue el primero (a tenor del estado actual de nuestros
conocimientos) en introducir €l concepto de equicontinuidad de conjuntos de
funciones, formulando y demostrando su necesidad y suficiencia para la
existencia del elemento limite de tal conjunto, perteneciente al mismo. El
hecho de que el curso de los razonamientos de Ascoli no siempre sea diafano,
el que algunos puntos sean formulados de un modo no completamente
explicito y en un lenguaje que para nosotros resulta inusitado no va en
menoscado de dicho mérito suyo salvo en un grado insignificante.

La denominacién del teorema de compacidad como "teorema de Ascoli-
Arzeld" tiene en todo caso un fundamento suficientemente sélido. Se ha hecho
ya mencién més de una vez de las dificultades que presenta el lenguaje y el
curso del pensamiento de G. Ascoli. Aunque su formulacién del teorema es
bastante clara, sus razonamientos en el proceso de demostracién y, en especial,
en la parte referente precisamente a la suficiencia, no son muy comprensibles. -
Por el contrario, cuando C. Arzeld sometié a analisis este mismo resultado
[32, pp. 225-230], el teorema adquirié su mis genuina claridad. En su trabajo,
Arzel3, de la forma més explicita, sefialaba que dicho teorema era un resultado
de Ascoli y que €l se limitaba a demostralo por otro método (ibid., pag. 230,
nota). Arzela utilizé también el teorema en cuestién en otros trabajos [33],
[34], y se debe notar que en [33, pag. 257, nota 1] volvi6 a indicar que todo
ello se debia a Ascoli. Arzela, ademas, presenté las miiltiples aplicaciones de
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este teorema, y -lo mds importante- lo profundizé y ampli6, como se verd en
detalle en la seccién 5.

Para terminar este apartado, hablaremos sobre otro resultado m4s obtenido
por Ascoli, del cual apenas se hace mencion en los cursos del anilisis
funcional, pero que est4 relacionado también con el estudio de conjuntos de
funciones y que se utiliza en el célculo de variaciones.

No se puede decir que este resultado se formulara de modo tan
comprensible como las condiciones de compacidad anteriormente descritas, que
se pueden denominar de compacidad de orden cero. Pero en el trabajo de Ascoli
[27, pp. 365-371] se encuentra también lo que se expone a continuacién.

Supongamos dado el conjunto R de funciones f(x), continuas y con
derivadas continuas hasta el orden m, inclusive. En las piginas mencionadas,
G. Ascoli demostr6, en primer lugar, que no es posible en general extraer de
- cada uno de esos conjuntos una sucesién de funciones uniformemente
convergentes hacia cierta funcién de R; en segundo lugar, que si todas las
funciones de R estdn acotadas conjuntamente con sus derivadas hasta el orden
m, inclusive, y son equicontinuas, en este caso tal sucesién si se puede
extraer. En otras palabras, Ascoli establecié las condiciones suficientes de
compacidad de orden m. Sin embargo, Ascoli, en el trabajo en cuestién, no se
refiri6é al hecho de que dichas condiciones son necesarias.

5. Convergencia cuasi uniforme de Arzela

C. Arzela era, indudablemente, una matemaético de més categoria que G.
Ascoli, y en este y en el préximo parrafo podremos considerar sélo algunos de
sus resultados. Es todavia mds lamentable que en el caso de Ascoli la
imposibilidad de conocer la mitad (ocho de los quince) de los trabajos que
contienen los resultados de sus estudios sobre conjuntos de funciones.

Ya se ha dicho que es excesivamente unilateral 1a idea de que el estudio-de
los conjuntos de funciones surgié del deseo de aplicar a estos conjuntos los
conceptos y.las teoremas de la teoria de conjuntos puntuales. Esto ha sido
ilustrado con el ejemplo de trabajos de Ascoli; en realidad, es posible que dicha
idea sea més cierta precisamente con respecto a Ascoli que a C. Arzela. Enel
caso de este 1iltimo nos encontramos con otro motivo importante (ademds de
la aplicacién mencionada y del célculo de variaciones) que estimulaba sus
investigaciones en la teoria de los conjuntos de funciones: la teoria de las
series funcionales. Antes de considerar los trabajos de Arzela, echaremos un
vistazo a los resultados obtenidos previamente.
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Aunque las funciones discontinuas habian sido introducidas en las
matematicas desde hacia bastante tiempo, practicamente hasta los afios 70 del
siglo pasado el objeto principal de estudio en el anélisis eran las funciones
continuas e incluso clases relativamente reducidas de éstas. Por lo tanto, la
afirmacién de A. L. Cauchy de que la funcién limite de una sucesién
convergente de funciones continuas es también una funcién continua (1821)
habia resultado, en cierto sentido, "natural” y se habia recibido muy
favorablemente. Cuando se descubrié cudn err6nea era esta afirmacién de
Cauchy, se introdujo (no sin relacién con este descubrimiento) el concepto de
convergencia uniformel9; éste ha resultado ser uno de instrumentos de
investigacién mads iitiles en las mis diversas cuestiones de la teoria de las
funciones y del analisis funcional, hasta nuestros dias.

Pero la convergencia uniforme es sélo condicién suficiente para que la
funcién limite de una sucesién de funciones continuas siga siendo continua:
este hecho, descubierto probablemente mucho antes, fue formulado
claramente, al parecer, s6lo por G. Darboux en 1875 [36, p. 61-62]. Era -
" legitimo, entonces, el deseo de profundizar el concepto de convergencia
uniforme de modo que la nueva convergencia, no sélo asegurara la continuidad
de la funcién limite sino que fuera también condicién necesaria para ello. Pero
la profundizacién de estas ideas no resulté en absoluto asunto sencillo. Un
paso importante en esta direccién lo di6, en 1878, U. Dini, al introducir el
concepto de continuidad uniforme generalizada [29, p. 103]29. Es curioso que
Dini, aunque no disponia de ejemplos de auténticas sucesiones uniformemente
convergentes generalizadas (o al menos, no propuso tales ejemplos en su
libro), al estar convencido de la mayor flexibilidad de esta convergencia en
comparacioén con la uniforme, se ocupé de establecer una serie de teoremas
basados en el concepto introducido. En particular, podemos citar el teorema
segun el cual la funcién limite de una sucesién uniformemente convergente
generalizada sera también funcién continua [29, pp. 109-110]

Los primeros ejemplos de sucesiones de funciones convergentes
uniformemente de manera generalizada fueron propuestos en 1881 por V.
Volterra [38, p. 10]. Sus resultados correspondian, no a las sucesiones de
funciones continuas que nos interesan, sino a las sucesiones de funciones
puntualmente discontinuas. No obstante, el concepto de convergencia
uniforme generalizada cobré a partir de entonces un sentido no exclusivamente
formal.

La cuestién de si la convergencia uniforme generalizada es también una
condici6én necesaria para la continuidad de la funcién limite, qued6 abierta
hasta 1897, fecha en la que 1. Bendixon [39] construy6 un ejemplo de una
sucesion de funciones continuas que convergian a una funcién también
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continua pero sin que la convergencia fuera en ese caso uniforme de manera
generalizada. De este modo, la convergencia de Dini resulté ser también sélo
condicién suficiente de la continuidad de la funcién limite.

Un nuevo tipo de convergencia fue introducido en 1899-1900 por Arzela
de manera totalmente deliberada [34, p. 153]: la denominé convergencia
uniforme por segmentos. (ibid., p. 156). Este tipo de convergencia habia sido
aplicada por él ya antes, en particular en [40], donde hacia notar (en la p. 326)
que la habia introducido en 1884 [41]; demostraba en aquel momento que tal
convergencia era condicién necesaria y suficiente para la continuidad de la
funcién limite. En la literatura soviética la convergencia introducida por
Arzela se denomina con el término convergencia cuasi uniforme [37, pp. 256-
257)21, término que vamos a usar en lo que sigue. Arzela utilizaba esta
convergencia en el estudio de muchas cuestiones de andlisis, como veremos en
parte mas adelante. Ahora nos ocuparemos del concepto de compacidad.

Hoy en dia, cuando las condiciones de la compacidad han adquirido un
sentido tan abstracto, una vez introducidos los tipos de convergencia mds
generales que aseguran la continuidad de la funcién limite de las sucesiones de
funciones continuas y teniendo ademds como patron las condiciones de
compacidad de Ascoli, podemos razonar de manera relativamente sencilla: la
topologia del espacio de funciones continuas viene dada por la convergencia
cuasi uniforme de Arzela. Basta sélo introducir un andlogo de la
equicontinuidad del conjunto de funciones, que seria a su vez anélogo del
concepto de Arzela. Tedricamente, tal aproximacion era posible desde hacia
tiempo. Es interesante sefialar que sélo fue realizada mucho més adelante, en
1940, por Yu. 1. Sirvint [43]. Sirvint, apoydndose en el concepto de
convergencia uniforme de una sucesion de funciones y en el de equicontinuidad
de Ascoli (aunque Sirvint cree que su autor era Arzeld), por analogia con éstos,
generaliza, en primer lugar, el concepto de convergencia cuasi uniforme
abarcando funciones de naturaleza m4s general, z luego el concepto de "cuasi
equicontinuidad” de un conjunto de funciones?4, Esto le permite formular y
demostrar el siguiente teorema: para que un conjunto de funciones continuas
sea compacto (es decir, que cada parte infinita contenga una sucesién
equiacotada y convergente, en cada punto de la zona del espacio en cuestién, a
una cierta funcién continua en esta zona) es necesario y suficiente que este
conjunto sea equiacotado y continuo de manera cuasi uniforme.

Es evidente que a C. Arzela le era dificil razonar de esta manera y se
acercaba al mismo problema de un modo diverso. Su enfoque tiene interés, por
lo que lo consideraremos con més detalle.
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El tercer capitulo de su trabajo [34] estd dedicado al estudio de las
funciones continuas. Una vez que llega claramente a la conclusién de que la
convergencna uniforme de una sucesién de funciones continuas conlleva el que
el conjunto de las funciones de esta sucesién sea equiacotado [34, p. 177],
plantea inmediatamente la cuestién de si es justa la afirmacién inversa. La
pregunta resulta mas que extraiia, una vez obtenidos sus resultados previos,
tanto los discutidos aqui como los que quedan por discutir. Por lo visto, la
explicacién consiste en que Arzela tenia en mente algo diferente y mas
general. Efectivamente, tras plantear l1a cuestion mencionada, escribe:

"Podemos plantearnos una cuestién méis general.

Sea v (x) una funcién dada en a...b que tiene alli limites superior e inferior

(es decir, las cotas-F. M.). Otras dos funciones ¢ (x)y y (x) tales que para
cada x de a...b se tenga

@(x) <v(x) < y(x),
determinan un entorno de la funcién v (x) .

Fijado esto, sea ahora una variedad que escribimos G ={u(x)}, de funciones
u(x) determinadas de alguna manera mediante una cierta ley en a...b; sujetas ala
tinica condicién de que todas ellas estén comprendidas entre dos nimeros finitos
1l yL.

Si para algin par de funciones que satisfacen la relacién anterior (estar
incluidas entre ¢ (x) y y (x) -F. M.) existen infinitas funciones de la variedad
G 1ales que

@(x) <u(x) < y(x)

se dird que v(x) es una funcién limite de esta variedad; v(x) puede no pertenecer
a la variedad.

He aqui la cuestién que podemos proponernos: jcudles son las condiciones
para que una variedad dada G tenga una o varias, o incluso infinitas funciones
limite igualmente continuas?” [34, p. 177].

En el fragmento citado observamos algo que es extraordinario para el
momento del que se trata (1900). Ante todo, estd presente aqui el espacio
topolégico de las funciones con la topologia determinada por un sistema de
entornos que satisfacen las exigencias corrientes que se imponen actualmente
al sistema de entornos (a propdsito, no formuladas explicitamente por Arzeld).
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Los propios entornos se determinan de manera mas general de lo que se solia
hacer en el andlisis cuando se exigia que se cumplieran las desigualdades

fox)-€ < flx)<fp(x) + €,

es decir, cuando geométricamente el entorno se representaba por una franja
cuyos bordes son paralelos al grafo de la funcién y = f; (x). Arzela sitida los

bordes de la franja de cualquier manera con respecto al grafode y = f;, (x) y su
arbitrariedad estd limitada solamente por el aspecto de las funciones ¢ (x) y

v (x). Incluso para la topologia de Arzeld, tan poco habitual en aquel
momento, se logra demostrar que la condicién necesaria y suficiente de
compacidad del conjunto de funciones (y no necesariamente continuas)
consiste en que sea posible sefialar en este conjunto un subconjunto infinito
de funciones equicontinuas [34, pp. 177-181].

No obstante, Arzela no habia dado el paso decisivo hacia la introduccién
del concepto de compacidad en el espacio de las funciones con la topologia de
la convergencia cuasi uniforme o, en terminologia de Sirvint, la topologia
débil. Evidentemente tenia las premisas para ello, pero segin parece la idea en
si de espacio funcional topoldgico no se habia cristalizado con claridad
suficiente. Arzela se interesaba mds por otros aspectos del problema. Las
condiciones de Ascoli aseguraban la compacidad del conjunto infinito de las
funciones continuas en el espacio de las funciones con la topologia de
convergencia uniforme; en otras palabras, estas condiciones garantizaban la
existencia, en tal conjunto al menos, de una funcién limite. Pero, en estas
condiciones, las funciones limite podian resultar muchas, e incluso infinitas.
En cambio, a Arzela le interesaba el caso en que la funcidn limite existente
fuera dnica. Naturalmente, tal planteamiento del problema conducia a la
contraccion de la clase de los conjuntos de funciones considerados, digamos, a
las sucesiones numerables de funciones. Precisamente Arzela concluye el
capitulo de su trabajo correspondiente a este problema considerando una
sucesion de funciones continuas. Introdujo para éstas, aunque sin formularlo
explicitamente, el concepto de cuasi equicontinuidad del conjunto (numerable)
de funciones. Este concepto se contiene en la formulacién de un teorema que
puede ser expresada asi: para que una sucesién de funciones continuas converja
a una unica funcién continua, es necesario y suficiente que las funciones de la
sucesion sean cuasi equicontinuas [34, p. 181-182].

Arzela noté aqui también que la equicontinuidad ordinaria asegura sélo la
existencia de una funcién limite continua, pero no garantiza su car4cter dnico.
Y debido a la gran importancia que dicha continuidad tiene en el anAlisis, le
presta también mucha atencién en este lugar, encontrando un criterio
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suficiente: para que una familia de funciones continuas {u(x)} sea equicontinua
es suficiente que existan dos nimeros m y M tales que la desigualdad

u(x,;) - u(x
< 1 T2 2 <
x1 'Xz.

se cumpla para todas las u(x) y para cualquier eleccién de x;, x; en el
intervalo (a, b) en el que est4n dadas las funciones u(x) [34, p. 182-184].

6. Algunas aplicaciones del teorema de compacidad y
convergencia cuasi uniforme

Ya hemos dicho que el estudio de los conjuntos de funciones no presenta
un mero intérés erudito. Condujeron a tales estudios muchos problemas de las
matemadticas de entonces, y no sélo de las matemiticas. Queremos subrayar
~ esto una vez mds para sefialar, en primer lugar (aunque esto no sea 1o mas
importante) 1o limitado de una opinién muy difundida sobre este movimiento
del pensamiento matemaético, segin la cual se trata de una sencilla
transferencia de elementos de la teoria de conjuntos puntuales a conjuntos de
naturaleza mas compleja. Esto tiene, a nuestro juicio, un significado mas
importante que podriamos calificar sin miedo de gnoseolégico.
Lamentablemente, sobre esta cuestién todavia es necesario limitarse a
alusiones no lo bastante sélidas, como las que hemos hecho en la seccién 1.

Nos referiremos aqui brevemente a otra creencia también difundida, ésta si
de cardcter claramente gnoseolégico. Se trata precisamente del problema
principal de filosofia en su encarnacién matemdtica, esto es, el problema de
relacién entre el pensamiento matemitico y la realidad?® y, mds
concretamente, de la cuestidn: jes cierto que

"en la historia de las matemiéticas la diferencia entre las concepciones
existentes se reduce con frecuencia a si el investigador encuentra el mévil fuera
de las propias matemiticas (es decir, en la técnica o la fisica) o dentro de los
limites de las mateméticas mismas (y a menudo dentro de los limites de alguna
teoria particular desarrollada por las mateméticas y los conceptos, ideas,
métodos, etc. relacionados con ellas-F. M.)" [45, p. 11}? :

Tomemos como ejemplo ilustrativo la visién de J. Dieudonné.
El famoso matematico francés Jean Alexander Dieudonné (nacido en

1906) toma parte cada vez mds activamente en las investigaciones de historia
y filosofia de la matemética. De esta manera continda la importante y
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fructifera tradicién representada brillantemente por F. Klein y seguida
posteriormente por una serie de eminentes matemdticos como H. Lebesgue,
N. N. Luzin, A. I. Markushevich, A. D. Alexandrov, P. S. Alexandrov, A.
N. Kolmogorov, B. V. Gnedenko, A. Robinson, D. Laugvitz y muchos
otros. Es una tradicién que demuestra la existencia y -nos gustaria creer- el
aumento de interés de los matematicos por la historia de su ciencia y por su
filosofia; demuestra asimismo el reconocimiento de la importancia de éstas,
no sélo para los cientificos, sino también en el marco més amplio de la
actividad intelectual, incluyendo la ensefianza a todos los niveles. Es evidente
que la historia de las matematicas necesita de este interés: si, como ha notado
M. Ya. Vygodski [46, p. 21], ya la matemadtica del siglo XIX en muchos
casos se resistia ante los esfuerzos de los historiadores, esto es mucho més
justo con respecto a la matematica de nuestro siglo.

Desde luego, aqui no se pretende caracterizar todo el conjunto de trabajos
de J. Dieudonné dedicados a la historia y a las cuestiones filos6ficas de las
matematicas, cuyo nimero se acerca (y tal vez, ya supera) el medio centenar.
Este cientifico se ha ocupado de la historia del analisis funcional, la teoria de
grupos, la topologia, la geometria algebraica y otras ramas de las
matemadticas y ha participado activamente en la preparacién de textos generales -
de historia de las matemadticas. Ademds, ha escrito sobre algunos
representantes del pensamiento matemético. Su aportacion a la historia de la
ciencia, sobre todo de los siglos XiX y XX, es comparable y en algunos
puntos mds importante que la aportacién de los mds eminentes historiadores
especialistas.

Tocaremos aqui s6lo una de las concepciones de J. Dieudonné en historia
de la ciencia que nos parece errénea o al menos discutible (éstas, sea dicho de
paso, son numerosas en sus trabajos). Dicha concepcidn se puede deducir a
partir de afirmaciones y acotaciones suyas que, diseminadas en muchos de sus
trabajos, se repiten y vuelven a repetirse, convirtiéndose, en realidad, en una
especie de programa (o, mejor dicho, en un elemento del programa) que
influye indudablemente, tanto en el contenido de sus propios estudios
histéricos como en las investigaciones de los historiadores profesionales. Al
fin y al cabo esta concepcion se reduce a la segunda alternativa mencionada
anteriormente y planteada por G. E. Shilov, es decir: el "mdvil"” de la actividad
matematica se encuentra dentro de las matemadticas mismas, practicamente sin
correspondencia alguna con la realidad. Este punto de vista ha sido formulado
por J. Dieudonné miiltiples veces y en diferentes formas. Citemos algunos
ejemplos.

Asi, por ejemplo, en el articulo [47] podemos leer que el factor principal
del desarrollo de las matemdticas tiene origen intrinseco -la meditacion sobre
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la naturaleza de los problemas planteados independientemente del origen de
éstos (p: 19); que debemos la aparicién de importantes teorias matematicas al
afdn de los matemadticos inspirados por el ideal de la Verdad legado de los
griegos, libre de cualquier interés prdctico. En otro de sus trabajos afirma: Las
matemdticas y la realidad son casi absolutamente independientes, sus
relaciones son ahora todavia mds misteriosas que antes [48, p. 12]. Quiz4s, J.
Dieudonné ha resumido con mayor claridad su punto de vista sobre este
problema en el siguiente contexto:

"El estudio de los problemas matemdticos nos conduce constantemente a la
introduccién de conceptos mucho mis abstractos que las ideas de nimero o de
forma... y termina con la abstraccién completa del mundo sensible... Estos
conceptos nuevos generan, naturalmente, una multitud innumerable de tareas
para la resolucién de las cuales debemos introducir otros conceptos, alin mis
abstractos. La afluencia de estos conceptos crece irresistiblemente alejindose
cada vez mas del origen de las matemdticas en la naturaleza y aparta mas y mis
a los matemiticos de la resolucién de los problemas planteados por los fisicos
o ingenieros... Por lo tanto se puede decir que en principio la matemdtica
moderna no tiene ningin fin utilitario sino que constituye una disciplina
intelectual cuya utilidad prictica se reduce a cero. Sin embargo, puede ocurrir que
las ideas abstractas algin dia encuentren una ‘aplicacién’ inesperada. De todos
modos, el matemdtico en sus investigaciones no es guiado nunca por la idea de
un posible grado de utilidad de sus resultados en el futuro (lo cual, por otra
parte, es imposible de demostrar). Mis bien, estd llevado por el deseo de
penetrar en la comprensién del fenémeno matemitico como fenémeno que
termina en si mismo.

Indudablemente, todavia son muchos los que entienden con dificultad tal
punto de vista. Estos querrian siempre que las mateméticas 'sirvieran' a algo, les
choca la idea de que las matemiticas no ‘sean més que un 'lujo’ que puede
permitirse la civilizacién... Los mateméticos desean simplemente que los demds
les reconozcan el mismo derecho a 'existir' que poseen, por ejemplo, los
astrofisicos, los Ealeomélogos o los poetas” {49, pp. 98-99, subrayado por J.
Dieudonné-F.M.]44,

La concepcién expresada en estas citas no es nueva y ha sido declarada por
J. Dieudonné muchas veces; si no fuera conocido su menosprecio por la
literatura semimatematica y su desconocimiento del idioma ruso, se podria
sospechar que haya plagiado a I. D. Mendeleev, que afirmé lo mismo en 1913
[51, pp. 9-11] y que a su vez tampoco era original en esto. Esta concepcién
lleva el bien establecido nombre de idealista en el sentido definido de manera
cldsica por V. 1. Lenin [52, p. 322].

A ésta se le opone la concepcién materialista (todas las demas no son
mads que variaciones de ellas) que se consolid6 en tiempos igualmente lejanos
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y es compartida por un igual, si no mayor, niimero de adeptos, y entre los
cuales siempre ha habido y hay una lucha incesante, a menudo con
exageraciones. Vano seria seguir discutiendo este punto, tanto mis cuanto
nuestro tema est4 relacionado con él muy indirectamente (jaunque eso si, estd
relacionado!). No es ficil identificar esta relacién, pero valdria la pena
intentarlo.

El contenido de los trabajos de G. Ascoli [27] no se agota con los
resultados descritos relacionados con la compacidad. En el trabajo mencionado
considerd cuestiones como la rectificacion de curvas, la conexién de las
regiones planas, el comportamiento de las curvas limite de una variedad dada
de curvas, etc. Como se ha dicho, este articulo constituye s6lo un amplio
resumen de la memoria anterior [17] y, no teniendo acceso a ésta y, tal vez, a
otros trabajos del mismo autor, es dificil exponer con certeza los puntos de
vista de Ascoli.

En cuanto a C. Arzela, la situacién es mas favorable: las afirmaciones
hechas anteriormente pueden ser apoyadas con ejemplos tomados de los
trabajos de este iiltimo. Como primer ejemplo citemos el siguiente. Uno de
los principales resultados de 1a teoria de ecuaciones diferenciales obtenidos a
principios del siglo XIX fue el teorema de Cauchy que afirma que si una
funcién f(x, y) es holomorfa en el entorno del punto (x, , y,), entonces existe

una y sélo una solucién de 1a ecuacién diferencial
dy _
dx _f( X, }’)

holomorfa en el entorno del punto x, que satisface la condicién y(xp) = yj.
Seria intitil decir que este resultado no tenia relacién alguna con la teoria de
conjuntos de Cantor o que, en palabras de J. Dieudonné, no tenia fin utilitario
alguno, que su utilidad prdctica se reduce a cero y que es, como J. Dieudonné
expres6 en otro lugar, un fenémeno perfectameme subjetivo que no tiene
prototipo a nivel sensible [53, p. 42]. Pero precisamente a este resultado le
corresponde lo siguiente.

En- la segunda mitad del siglo pasado se intent6 repetidamente hacer més
sencilla y precisa la demostracién del teorema de Cauchy, y también de su
generalizacién. Uno de intentos de més €xito fue la demostracién dada en 1886
por G. Peano del teorema siguiente: si la funcién f(x, y) es acotada y continua
en una regién G, entonces por cada punto interior (x, , ¥y) € G pasa al
menos una curva integral de la ecuacién anterior. El teorema de Peano atrajo
en seguida atencién de los matemdaticos, que empezaron a buscar una
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demostracién més simple. Una de ellas fue propuesta por C. Arzela [33] y es
al menos dudoso que éste, segiin el esquema de J. Dieudonné, apoyéndose sélo
en su afdn, inspirado por el ideal de la Verdad legado por los griegos, libre de
cualquier interés prdctico, intentara y lograra tan brillante aplicacién del
teorema de compacidad. El seguia los pasos de sus antecesores, que se
apoyaban en la relacién de las matemdticas con la realidad y se guiaban por la
"idea del grado de utilidad" de los resultados obtenidos.

Analizando la demostracién del teorema de Peano propuesta por E. Picard
en su Curso de andlisis, C. Arzela encontr6 que el pasaje principal del
razonamiento consiste en la construccion de la sucesién de funciones
equiacotadas y equicontinuas. Pero entonces, segin el teorema de compacidad,
tal sucesién converge a cierta funcién limite que es integral de la ecuaci6n
diferencial en cuestién, donde la parte derecha es acotada y continua. Arzela
puso precisamente en la base de su demostracién este esquema de
razonamiento [33, pp. 261-264], que ha llegado hasta nuestros dias sin
variaciones sustanciales [54, pp. 32-37]. Ademads, Arzela considerd también,
desde un punto de vista andlogo [33, pp. 268-269], el método de
aproximaciones sucesivas con el que E. Picard habia demostrado no sélo la
existencia sino también la unicidad para la ecuacién mencionada, supuesta
fix, y) funcién de Lipshitz en y.

La segunda aplicacién importante de las condiciones de compacidad se
encontrd en la argumentacién del principio de Dirichlet, y fue 7grec1samente
Arzela el primero que las empled para este fin, en el trabajo [55]

En [32, pp. 236-241], Arzela consideré el conjunto de funciones
G = {f(x)} continuas junto con sus segundas derivadas en [a, b], y demostrd6,
utilizando las condiciones de compacidad, que este conjunto es cerrado. En [55]
extendio la afirmacién mencionada al conjunto T de las funciones continuas de
dos variables que tienen derivadas parciales continuas de primer y segundo
orden, cuando las derivadas de segundo orden son acotadas. Previamente habia
demostrado [58] que cualquier funcional continuo definido en un conjunto de
funciones posee valores maximo y minimo, que se alcanzan al menos en una
de las funciones del conjunto.

Abarcando la demostracién del principio de Dirichlet, Arzela estableci6
que las funciones consideradas en este caso forman precisamente el conjunto
del tipo T y que la integral de Dirichlet es un funcional continuo. De ahi, el
teorema sobre la existencia del minimo de tal funcional llevaba al resultado
buscado.
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El reproche principal que ha hecho S. S. Petrova a la demostracién de
Arzela del principio de Dirichlet consiste en que el matemdtico italiano
sometia a consideracién el conjunto I" de funciones, sin haber demostrado la
existencia de al menos una funcién de dicho tipo [57, p. 213]. Pero, por lo
menos, Arzela habia notado atin mas tempranamente [32, p. 236], aunque para
el caso unidimensional, que la existencia de tales funciones era obvia.
Efectivamente, en la demostracion se precisa la existencia, en la regién acotada
por el contorno C, de una funcién continua f{x, y) con derivadas parciales
continuas de primer y segundo orden y con derivadas segundas acotadas dentro
y en la frontera de la regién. Y ;cudles eran las razones para dudar de ello? Otra
cosa hubiera sido si se hubiera exigido simultdneamente a dicha funcién que,
ademads, adquiriera en C los valores dados. Esto es lo que debia tener en mente
S. S. Petrova al hacer este reproche a Arzela y, al parecer, este punto no
existia realmente en su demostracion, ni en [58] ni en [55]. En parte por eso,
probablemente, la demostracién no ha sido ampliamente admitida.

: Pero si es asi, defecto semejante lo tiene también la demostracién clésica

de D. Hilbert, como fue notado en 1906 por J. Hadamard. Ademas, en
comparacién con la demostracién de Hilbert, 1a de Arzela tiene dos ventajas.
Tanto uno como el otro tuvieron que hacer uso de las condiciones de
compacidad. Pero mientras Arzela las utilizaba conscientemente y en forma
general, Hilbert empleaba sélo su caso particular en forma de teorema de
Bendixon. Segiin éste, si una cierta sucesion de funciones converge en un
conjunto puntual siempre denso, y las derivadas de todas estas funciones estdn
acotadas por una magnitud absoluta, entonces dicha sucesién converge siempre
y la convergencia es uniforme. Luego Arzela consideraba la solucién del
problema de Dirichlet en la clase de funciones con derivadas segundas
equiacotadas, mientras Hilbert lo hacia en la clase de funciones suaves a
trozos, lo cual es mas sencillo.

Las demostraciones de Hilbert no concluyeron el ciclo de investigactones
del principio de Dirichlet. Al contrario, después de ellas se expandié un flujo
amplio de trabajos en los que este principio se consideraba desde varios
dngulos y parece haber sido precisamente el camino trazado por Arzela el que
ha llevado a los métodos modernos de demostracién, basados en la
semicontinuidad del funcional segiin Tonelli. Y, si tenemos en cuenta la
relacion intima del pensamiento de B. Riemann con la realidad?, entonces el
enfoque que S. S. Petrova ha constatado en sus razonamientos y el
correspondiente de Arzela [56, p. 295] confirma que el camino iniciado por
Arzela en el Departamento de Fisica matematica de la Universidad de Pisa [61,
p. 161] no encaja en el esquema de J. Dieudonné. -
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El teorema de compacidad no s6lo fue iitil en las cuestiones consideradas.
Sus aplicaciones, por parte ‘de Arzela entre otros, resultaron mucho mas
variadas, pero aqui no podemos y no necesitamos detenernos. Aun siendo un
arma tan poderosa para el estudio de fenémenos mas profundos, este teorema,
sin embargo, como ya se ha dicho, era defectuoso en un punto: aseguraba la
existencia del elemento limite en el conjunto considerado pero no garantizaba
su unicidad, tan importante en muchos problemas del anilisis. Ya que la
topologia de la convergencia uniforme no aseguraba tal unicidad, como
también se ha mencionado, Arzela buscé y efectivamente encontrd tal garantia
en la idea de la convergencia cuasi uniforme e introdujo, de modo implicito, el
concepto de continuidad cuasi equivalente, que resultaria muy qtil
posteriormente. '

Se ha hablado también de la aplicacién de la convergencia cuasi uniforme
en la cuestién de la continuidad de la funcién limite de una serie de funciones
continuas. Este tema esté considerado con bastante detalle en (42, pp. 96-102)
"y lo mencionamos sélo para acentuar una vez més la importancia del teorema
de compacidad y para confirmar una vez més la aparicién de nuevas y
profundas ideas de la topologia y el andlisis funcional futuros. Por supuesto,
estas disciplinas ni han crecido sélo a partir dicho teorema, ni sobre todo a
partir de él; pero su papel ha sido considerable.

Nos limitaremos aqui a 1a aplicacién de la convergencia cuasi uniforme a
las cuestiones de integracién de sucesiones de funciones.

Parece ser que la primera mencién de la convergencia uniforme como
condicién suficiente de la integrabilidad por partes de una sucesién siempre
convergente de funciones integrables apareci6 en L. Thomé (1866)27. Algo
mads tarde (es dificil precisar la fecha) K. Weierstrass noté que 1a integral de la
suma de una serie convergente de funciones integrables no siempre viene dada
por la suma de integrales de las funciones de la serie, y que para la igualdad se
necesita que la serie converja uniformemente. G. Darboux (1875) demostré
que la convergencia uniforme de una serie de funciones integrables es
suficiente para la posibilidad de integracién por partes y, a la vez, construy6
un ejemplo de una serie convergente de funciones integrables para la cual la
integral de la suma no era igual a la suma de las integrales. U. Dini (1878)
establecié que una condicién suficiente de la integrabilidad por partes reside
también en la convergencia uniforme simple de la serie; pero tampoco esta
condicién resultd necesaria.

Fue Arzela el primero que resolvié el problema de las condiciones
necesarias y suficientes para que la funcién limite de una serie convergente de
funciones integrables en el sentido de Riemann sea integrable, y de la misma
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manera, para que la integral de la suma de la serie sea igual a la suma de la
serie de integrales de miembros de la serie. Como punto de partida en estas
cuestiones le sirvi6 el siguiente teorema [62].

Considérese el segmento [a, b] en el eje x de un sistema cartesiano de
coordenadas y en ¢l eje y la sucesién de puntos {y,} convergente al punto yj.
A través de los puntos y, estdn trazadas las rectas paralelas al eje x yen
éstas, con las perpendiculares al x se cortan los segmentos [a, b.]. Suponer,
ademds, que en cada [a;, bs]' se toman, en nimero finito, los segmentos que
no se cortan §;,, &, ..., 6, de tal modo que se cumplen las condiciones:
1) el nimero de segmentos {§;} crece ilimitadamente a medida en que la curva
Y =Y, s¢ acerca a la curva limite y = y,; 2) la suma de las longitudes de
segmentos &;; sobre cada segmento [ag, b,] es siempre mayor que un nimero

. fijo 6.

Entonces, en el segmento [a, b] existe un punto x, tal que la
perpendicular x = x,, corta a un niimero infinito de segmentos J;,i = 1, 2,...
ys=12,... ‘

Precisamente este peculiar teorema geométrico (es superfluo detenernos
en su relacién con el teorema de compacidad) fue demostrado por Arzela en
[62]. Después de quince afios, volveria de nuevo a este teorema [34, pp. 130-
134], tomindolo como lema bisico de toda la memoria, dindole una
demostracién mds sencilla, segin su opinién, y aplicandolo ampliamente. En
cambio, en [62], Arzeld habia deducido de este resultado sélo dos
consecuencias, la primera de las cuales es la que exponemos a continuacidn.

Sea F (x, y) una funcién de dos variables reales definida en los
segmentos [ag, bg] del lema, de modo tal que para cada xe/a, b] existe un
limite determinado y finito

lim  F(x,y5) = F (x, y0)

Y, 27,

Entonces, si en cada segmento [ag, b] existe un nimero finito de
segmentos {J;..} cuyo nimero, al variar y,, puede crecer ilimitadamente, de -
modo que en cada punto de ellos

IF(x,y9)- F(x,y) > o,
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donde o> 0 es tan pequeiio como se quiera, la suma d; de longitudes de
estos segmentos cuando y; — y, tiende a cero.

De aqui, en particular, al pasar a las series, se deduce que cuando

Flx,y) = Fp(x) = Y Up(x)

n=1

donde cada U; (x) es una funcién de variable real definida en [a, b], lo que
. : -

significa F (x, yy ) - F (x, ) = R,, (x), es decir, es un resto, si ZUn(x) es
n=1

una serie de funciones convergentes en cada punto de [a, b], entonces, la suma

de segmentos en cada punto de los cuales y para el mismo valor de n se
cumple la desigualdad

IR, (x)[> o,

donde o> 0 y tan pequeilo como se quiera, disminuye ilimitadamente al
tender n ainfinito. Esta.dltima afirmaci6n no es otra cosa que la proposicién
-conocida hoy como teorema de Lebesgue- que A. Lebesgue demostraria en
1906 [63, p. 10]. El matemadtico francés lo habia formulado en [64, p. 1229],
y todavia antes lo habia aplicado en la demostracién de las condiciones de
integracion por partes de las series [65, p. 259]. Este mismo teorema fue
usado y demostrado en 1905 por Borel [66, p. 37], €l cual sefialaba que era
debido a Arzeld; pero lo relacionaba con el trabajo [34] del 1899, cuando que
Arzela habia establecido el teorema ya en 1885 y luego lo aplicaria
repetidamente. .

Nos hemos detenido tan detalladamente en la consecuencia indicada,
porque ésta, que es una forma del teorema de Lebesgue més general, estd
relacionada con muchas concepciones fundamentales de las mateméticas
(pongamos por caso, la convergencia en medida introducida por F. Riesz [66,
p. 396]) por medio de las cuales las ideas que nos interesan, esto es, las ideas
de finito e infinito, de limitado, compacidad, carécter cerrado, etc., se trasladan
a nuestros dias. Es aqui donde estas ideas adquieren, probablemente, nuevas
cualidades que todavia han de merecer ulteriores reflexiones por parte autores de
futuros libros sobre ¢l infinito matematico.
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Sefialaremos un episodio curioso mas, que tiene que ver con la nota [62]
de Arzela. L. Bieberbach [67], con objeto de dar una demostracién mds sencilla
del teorema de integracién por partes de las series, propuso una demostracién
del lema citado que constituye un caso particular del teorema de Lebesgue.
Bieberbach veia una ventaja especial en su demostracién porque no necesitaba
recurrir al concepto de medida. Pero, de hecho, su lema se reducia a la
formulacién del teorema de Lebesgue en la forma de Arzela, y el esquema de
razonamiento de su demostracién se distinguia poco del de Arzela mismo. E.
Landau [68] Ilamé en seguida la atencién sobre esto, pero, demostrando un
teorema m4s general que el de Bieberbach con ayuda del lema mencionado, el
teorema sobre la integrabilidad de una sucesién de funciones?8, cometié el
mismo error que este Gltimo: su teorema ya aparecia en otro trabajo de Arzela
de 1885 [40]). En su demostracién, Arzela se apoyaba en ¢l mismo lema y,
aunque era mas complicada que la de Landau, €l, en cambio, demostraba un
resultado mas amplio.

Citemos algunos otros resultados de Arzela.

En [40] encontro las condiciones necesarias y suficientes para que la serie

Sx)= ZUn(x)
n=1

cuyos sumandos son funciones R-integrables y cuya suma S(x) esta
determinada en cada punto x € [a, b] y acotada, tenga suma R-integrable S(x)
(pero sin que necesariamente la integral de S(x) sea igual a la suma de las
integrales de los sumandos de la serie). Esta condicién consistia en un cierto
tipo de convergencia denominada por Arzela "convergencia por segmentos
uniforme en general” (convergenza uniforme a tratti in generale) y definida por
él de siguiente manera:

o
"La serie Zun(x) convergente en cada punto x entre a y b se dice

' n=1
que converge en igual grado por segmentos si, dados los nimeros positivos o
y € tan pequefios como se quiera y quitados entre @ y b los segmentos 7;, 7,,
ey ‘rp en un nimero finito, cuya suma es menor que &, para cada mimero entero
m; se puede encontrar un nimero entero m, 2 m; tal que para todos los valores

de x entre a y b, salvo en todo caso los contenidos en los trocitos T, T, ...,



LLULL 15 ~ CONDICIONES DE COMPACIDAD DE ASCOLI-ARZELA 113

Tp. Para el nimero m que puede variar con x pero permanece siempre
comprendido entre m; y m,, se tiene

IR, (x)]< o,

donde R, (x) es el resto de la serie” [40, p. 326].

No hemos encontrado en la literatura docente moderna un concepto de
convergencia equivalente a la convergencia cuasi uniforme en general de.
Arzela, al igual que el teorema mencionado. Llamaremos a esta convergencia,
siguiendo a Ch.-J. de la Valleé Poussin [70, p. 437], cuasi uniforme con

-precisién hasta €. Se podria considerar que tanto la convergencia introducida
por Arzela como esta convergencia de Valleé Poussin representan variaciones
de 1a convergencia que hoy se denomina, casi universalmente, convergencia
uniforme [71, p. 90]2%. No obstante, no nos atreveriamos a asegurar esto de
manera categérica. De todos modos, queremos hacer notar que es legitimo
considerar aqui dicho concepto de Arzela, ya que son més que evidentes las
relaciones entre los conceptos de convergencia casi uniforme y de compacidad.

En su siguiente trabajo [72], Arzela encontré las condiciones necesarias y
suficientes para que no sélo la suma de la serie S(x) de funciones R-
integrables sea integrable sino que ademas la integral de la suma sea igual a 1a
suma de integrales de los términos de la serie. El teorema correspondiente de
Arzela dice asi:

oo

"Si Zun(x) es una serie de funciones siempre finitas30 e integrables
n=1
(-]

entre a y b,y Zu a(%) -es también finita e integrable, entonces, para que se

n=1
tenga

oo

x

oo

X
Zun(x) dx = J' u,(x)
a
1

n=1

a n=

para todo x entre @ y b, es necesario y suficiente que la suma
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X
Jun(x) dx
a

n=1

sea una funcién finita y continua de x entre a y b, es decir, que la serie de
integrales de los términos, estando determinada en cada punto x entrea y b,
posea en este intervalo la convergencia uniforme por trozos” [72, p. 566].

La segunda parte de esta afirmacién se deduce del anteriormente citado
teorema de Arzela, segin el cual la convergencia cuasi uniforme de la sucesién
de funciones es necesaria y suficiente para la continuidad de la funcién limite.

De esta manera, si se sabe que la suma de una serie es integrable,
entonces la condicion de integrabilidad por partes es la convergencia cuasi
uniforme; para la integrabilidad de la misma funcién limite, segiin Arzela, es
necesaria y suficiente la convergencia cuasi uniforme con precision hasta € (o
la convergencia en casi en todo punto).

El segundo teorema de Arzela, como regla general, tampoco es
considerado en los textos habituales. Con la mayor frecuencia se habla“de la
siguiente condicién suficiente de integrabilidad por partes: .

la serie de funciones R-integrables que tiene suma R-integrable puede ser
integrada por partes si los residuos de la serie son uniformemente acotados, es

decir, /R, (x) /<M paratodo n y para todo x.

En esencia, esta afirmacion fue demostrada por E. Landau [68], pero, a la
vez, fue obtenida por Arzela como consecuencia de su segundo teorema [72, p.
566]. Como ya se ha dicho, este resultado se conoce como teorema de
Lebesgue: este autor simplemente generaliz6 esta consecuencia a su integral.
Parece ser que no conocia entonces los trabajos de Arzela correspondientes, o
los habia olvidado, lo cual no es del todo perdonable, ya que todos los
resultados considerados en este parrafo, con toda una serie de adiciones y
especificaciones, en ocasiones con demostraciones alternativas, fueron
reunidos Arzela en la amplia memoria citada [34].
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7. Algunos resultados de un primer estudio de los conjuntos de
funciones.

El primero de ellos consiste en observar que muchos problemas de las
matematicas llevaban al estudio de los conjuntos de funciones. En primer
lugar, las cuestiones de andlisis en sentido amplio: el estudio de las
condiciones de convergencia de las sucesiones de funciones continuas a una
funcién también continua, las condiciones de integrabilidad y de
diferenciabilidad de sucesiones de funciones, el problema de Dirichlet, el
teorema de existencia en la teoria de ecuaciones diferenciales y muchos,
muchos otros3!. Llama la atencién que tanto los problemas enunciados, como
el nimero todavia mayor de los no mencionados, irrumpian en las
matematicas no por sugerencia de alguien, ni tampoco gracias al pensamiento
puro de un matemético, fuera éste genio o simple mortal, sino que se
imponian debido a las necesidades précticas més vitales.

Pasando al segundo resultado, cabe notar que, indudablemente, el
desarrollo previo de la teoria de conjuntos puntuales constituyé una condicién
indispensable para proceder al estudio de los conjuntos de funciones. Pero ya
los primeros pasos conscientes en el dominio de estos iiltimos condujeron a
un descubrimiento de suma importancia: se advirti6 la inconsistencia §eneral
del teorema principal dél andlisis, el teorema de Bolzano-Weierstrass>2, para
conjuntos acotados diferentes de los conjuntos puntuales en los espacios
euclideos n-dimensionales. El afan de establecer, cuando fuera cierto, el
analogo del teorema de Bolzano-Weierstrass para los conjuntos de funciones
llevé a la introduccidn del concepto fundamental de equicontinuidad de los
conjuntos de funciones y al establecimiento de las condiciones de compacidad.
Tanto uno como otro son enteramente una aportacion de Ascoli; Arzela, a su
vez, s6lo precisé y demostré de otra manera el teorema de compacidad y
empezé a utilizarlo en las mds diversas cuestiones de las matematicas,
principalmente las dedicadas al conjunto de ciencias de la naturaleza.

Posteriormente Arzela descubrié el concepto de convergencia cuasi
uniforme y lo aplic6 también a un amplio complejo de tareas matematicas;
mas ain, conocia ya implicitamente el concepto de continuidad cuasi
equivalente.

Se abriria posteriormente el periodo de reflexi6n y de asimilacién de este
poderoso instrumento, que continia hasta hoy con intensidad cada vez mayor.
Pongamos sélo dos ejemplos.

En 1906 fue publicada la-disertacién ya mencionada de M. Fréchet [9] que
es considerada una de piedras angulares del analisis funcional (la historia de
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éste se hace empezar a veces precisamente con esta disertacién), asi como de la
topologia. El punto bésico de mayor importancia de este trabajo consiste en el
concepto de compacidad para conjuntos abstractos en la forma de Ascoli-
Arzela, como sefialé sin dar lugar a equivocos el propio Fréchet [9, pp. 8, 10,
11, etc.]. Este generalizé los conceptos de convergencia uniforme y
equicontinuidad y demostré el teorema de compacidad para funcionales dados
en espacios bastante generales (pp. 9-14). En este trabajo se generalizaba
también el concepto de convergencia cuasi uniforme a sucesiones de
funcionales continuos (p. 10), asi como también el teorema de Arzela de
continuidad de un funcional que es limite de una sucesién convergente cuasi
uniformemente de funcionales continuos (p. 10).

Para darse cuenta de lo grandiosa y dificil que ha sido esta empresa,
veamos cémo percibia aquella situacién J. Hadamard [76], que era consciente
del significado de dicho problema, no sélo para las matematicas.

La situacién del inicio del siglo la caracterizaba Hadamard de la manera
siguiente.

En la creacién del andlisis funcional se habia destacado en primer plano la
cuestién siguiente. Los primeros analistas, al crear el andlisis cldsico, sabian
obtener las propiedades de las funciones mas ttiles para aplicaciones, mucho
antes de que a nadie se le ocurriera pensar en ¢l estudio de las propiedades de
los conjuntos puntuales. Entonces ;no seria razonable en el desarrollo del
analisis funcional actuar de modo andlogo y estudiar primero diferentes
funcionales y operadores sin recurrir a las ideas de teoria de conjuntos, y sobre
tal estudio construir, por asi decir, el andlisis funcional cldsico? Y ya después,
si surgia la necesidad, se pasaria a la construccion de la teoria de conjuntos y
en particular de una teoria de conjuntos de funciones mas general que la teoria
de conjuntos puntuales. .

J. Hadamard plante6 precisamente esta cuestion en 1912 [76] y le dié
respuesta negativa, en el sentido de que tal analogia no era justa, ya que el
universo en el que habian de entrar los analistas en la creacién del anélisis
funcional era demasiado complejo e incierto. Los clasicos consideraban
conocido el continuo espacial en que venian dadas las funciones estudiadas por
ellos. Como tal continuo poseian el continuo de la geometria elemental, que
les era muy familiar, como se suele decir, lo habian mamado en la leche
materna, y, por lo tanto, no les hacia falta recurrir a ningiin concepto de teoria
de conjuntos.

No sucedia asi con los funcionales y los operadores, incluso tratindose
del caso particular del continuo compuesto por funciones. Se entraba en un
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mundo completamente nuevo y desconocido que se presentaba en la forma de
continuo funcional, es decir, la multiplicidad obtenida haciendo variar
continuamente una funcion de todas las maneras posibles 76, p. 17133, Y este
universo resulté ser incomparablemente mas complejo. Por lo tanto,
Hadamard planteaba el problema del estudio previo de ese continuo funcional,
como tarea primordial para los analistas del siglo XX. Hadamard consideraba
que el iniciador de este movimiento del pensamiento matemaético era M.
Fréchet. Hemos visto que esto no era exacto aunque, efectivamente, Fréchet
fue una figura decisiva en dicha empresa. Ademds, al gran cientifico le debe ser
perdonado el deseo de premiar el afén de su discipulo.

Fréchet, por su parte, al repetirse la pregunta de Hadamard, 1la desarrolla.
Teniendo en cuenta las objeciones contra la construccién previa de la teoria de
conjuntos de funciones o teoria hadamardiana del "continuo funcional”,
Fréchet seguia:

"J. Hadamard ya les ha recordado a ustedes (a los participantes del congreso
de matemiticos en Bolonia en 1928-F. M.) esta objecién y la ha rechazado en
pocas palabras (en este mismo congreso, interviniendo antes de Fréchet-F. M.).
El ha podido ser breve, puesto que en su memoria profética sobre el célculo
funcional publicada en 1912 en 'L'Enseignement mathematique' (es decir, en
[76])-F. M.) prévié dicha objecién y la contesté més detalladamente”.

"El Sr. Hadamard ya ha notado que el conocimiento intuitivo del continuo
lineal o espacial podia ser suficiente para los primeros analistas, pero que, en
cambio, nuestro desconocimiento del continuo funcional nos obliga a crear su
teoria rigurosa, si queremos cimentar- el andlisis funcional sobre una base
sélida. jQué papel tan decisivo juega en esto en el anélisis general!“.

Intuitivamente no conocemos las propiedades del continuo funcional, pero
sabemos, al menos, que los elementos de este continuo son funciones (es decir,
objetos bien conocidos-F.M.). En cambio, en el anilisis general no sabemos ni
siquiera la naturaleza ‘de los elementos del continuo a estudiar” [79, p. 271].

Por lo tanto, Fréchet consideraba inevitable la creacién de una teoria
especial, como un capitulo de la teoria de conjuntos abstractos que incluiria el
conjunto de las curvas, y se ocup6 de la resolucién de esta tarea. Se necesitaria
mucho espacio para caracterizar, aunque fuera de modo superficial, sus
esfuerzos en esta direccién. Pero esto tampoco es imprescindible, ya que sus
trabajos, incluyendo [9], han sido discutidos muchas veces, empezando por las
memorias fundamentales de A. Schoenflies [11] y S. Pincherle y terminando
por el reciente libro de J. Dieudonné [22]. Notemos s6lo que en esta empresa
de M. Fréchet se pusieron de relieve muchas particularidades de la concepcion
del infinito matemdtico: la interrelacién del finito con el infinito, de la
potencialidad con la actualidad33, la variedad de 6rdenes de lo pequefio y lo
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grande, el desarrollo de la teorfa de relaciones, etc. Nos detendremos un poco
més en una de tales particularidades. :

Antes se ha dicho que, debido a la variedad inverosimil de los tipos de
conjuntos sometidos a estudio, era imposible abordar el tema por el camino
tradicional, es decir, estudiar algunos de ellos y posteriormente generalizar los
hechos descubiertos y construir teorias amplias..Hicieron falta métodos de
pensamiento matemdtico completamente nuevos. Al inicio del siglo XX,
estos nuevos métodos ya habian cristalizado en buena medida. Se trataba, ante
todo, de la abstraccién extremadamente desarrollada que entonces habia quedado
reflejada especialmente en la teoria general de conjuntos y en la 16gica
matematica (y, por consiguiente, la relacién intima entre las matemdticas y la
filosofia); se trataba, a continuacién, del método axiomdtico que se habia
manifestado de modo particularmente brillante en la geometria (pero no sélo
en ella); se trataba, también, del pensamiento estructural que se estaba
cimentando en aquel entonces, etc. Los momentos aislados de esta
transformacién estan siendo estudiados, aunque todavia no en la medida
suficiente. Como ejemplos de investigaciones de este tipo citaremos
solamente los mencionados en la bibliografia: los trabajos de N. Bourbaki
[351, M. Bernkopf [25], [26], P. Dugac [5], W. Felscher [75], J. W. Dauben
[6], R. Siegmund-Schultze [10], [81], H. Mehrtens [15], J. Dieudonné [22],
W. Purkert y H. J. Ilgauds [7] (situados, aproximadamente, en orden
cronoldgico). Esta lista podria ser ampliada.

Fréchet dominé casi todas estas materias y las aplicé con gran maestria
en la creacién del andlisis funcional, lo que condicioné el impacto producido
por él en la evolucién del pensamiento matemaitico.

Un eslabén importante en este desarrollo fueron los resultados
correspondientes a los conjuntos de funciones. Por eso les hemos dedicado
tanta atencion, tanto mas en cuanto que ejercieron su influjo no sélo en el
andlisis funcional, sino también en muchos otros campos de las matemiticas,
como la teorfa de funciones de variable compleja, por ejemplo, en las
cuestiones de familias normales de funciones. No podemos resistir la tentacién
de incluir una cita mas, relacionada con estas dltimas:

"Las investigaciones de Ascoli y Arzeld sobre la equicontinuidad, las
primeras investigaciones de Arzela, Hilbert y Lebesgue en el problema de -
Dirichlet y los estudios de este iltimo en el problema de Plateau tuvieron
durante mucho tiempo cardcter de trabajos aislados, de curiosidades matemdticas.
Pero estas investigaciones han demostrado la necesidad del estudio de las
sucesiones de funciones (de variable compleja-F. M.) que tienen funcién limite.
Ha resultado 16gico y 1itil saber si una familia de funciones posee esa propiedad;
esa familia se denomina normal.



LLULL 15 CONDICIONES DE COMPACIDAD DE ASCOLI-ARZELA 119

Por consiguiente, la teoria de familias normales de funciones ha sido creada
para determinar los criterios .que permiten afirmar que una cierta familia es
normal” [82, p. 174).

Esta teoria ha permitido obtener una serie de refinados teoremas de teoria
de las funciones de variable compleja; una buena revisién de la literatura sobre
el tema es presentada en 1. I. Privalova [83].

Al final de esta conclusién notemos que, a pesar de la ampliacion enorme
del campo de investigaciones, en este proceso se produjo un inevitable
empobrecimiento de los objetos de estudio que se obtenian en el estudio de los
conjuntos de funciones concretas. Algunas propiedades de estos dltimos no se
trasladaban a una situaci6n tan general, como habia sucedido en la geometria
elemental; pero en este tema ya no podemos entrar.

NOTAS

1 Esta situacién se analiza hasta cierto punto en el trabajo [8].

2 Algunos momentos de este "juego” estdn bien representados en la
disertacién de R. Siegmund-Schultize (10, pp. 68-83], a la que recurriremos més
de una vez.

3 Cabe sefialar, desde luego, que, en un aspecto, Euler reduce de modo
muy preciso esta indeterminacién; en efecto, requiere constantemente que todas
las curvas examinadas o sus partes se relacionen con segmentos determinados
del eje de abscisas o, como él dice, correspondan a "una misma abscisa”,
teniendo en cuenta que la abscisa izquierda del segmento se halla en el origen de
coordenadas: es decir, hablando con otras palabras, que todas las funciones
analizadas estén dadas en un intervalo fijo.

4 Debemos-reconocer que no podiamos resistir la tentacién de interpretar
las palabras de Euler "curvas que poseen alguna propiedad dada de antemano”
como la descripcién del concepto correspondiente al término actual de
“"conjunto de curvas”. K. A. Ribnikov las interpreta como la descripcién del
concepto correspondiente al término actual "funcional” [13, p. 473]; este
dltimo es mds préximo a lo expuesto por el propio Euler [12, p. 318], quien
destacaba los conjuntos de curvas con la ayuda del funcional que toma valor
constante en el conjunto de curvas analizado (por ejemplo, las que tienen
longitud fija, las que comprenden el valor dado del 4rea, etc.). Pero, en primer
lugar, incluso en el caso de mantener la tltima interpretacién, todo lo dicho
antes se conserva. Ademds, la definicién formal hecha por Euler del término
"propiedad comin de las curvas”, s6lo se inserta como tal en la p. 318, en
tanto que, con anterioridad, el cientifico lo utilizaba con relativa libertad,
sustituyéndo bien por las palabras “poseen alguna propiedad comin”, bien por
la expresién de que son “en cierto modo determinadas” (p. 38), etc. El enfoque
de Euler est4 condicionado por una época en que los conjuntos se caracterizaban,
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no por sus propiedades descriptivas, sino por cierta férmula analifica o por
alguna idea geométrica.

5 Véanse, por ejemplo [3, pp. 79-84 y 102-107] y [5, pp. 29-33, 65-72
y 75-77). Consideraciones muy interesantes al respecto han sido desarrolladas
por H. Mehrtens [15], especialmente en lo que atafie a la teoria de las -
relaciones. Dichas consideraciones, no-obstante, son algo ajenas a nuestra
exposicién, aunque en muchos aspectos estdn vinculadas con el interesantisimo
problema de las definiciones por medio de la abstraccién.

6 La expresién "al parecer” se debe en este caso a la circunstancia de que
no tenfamos a nuestra disposicién varios de los trabajos de estos autores
referentes al problema examinado; en particular, no disponiamos de sus
primeros articulos, "Curvas limites de una variedad de curvas" de G. Ascoli [17]
y "Una observacién en torno a la serie de funciones” de C. Arzela [18].
Infringiendo la costumbre de hacer referencia sélo a los trabajos que han pasado
por las manos del autor y han sido estudiados en mayor o menor grado, en
adelante, en una serie de casos, nos referiremos también a aquellos trabajos que
conocemos por otras fuentes.

7 Estas han sido variadamente analizadas, por ejemplo, en [19], [20],
[10], [21] y [22].

8 Se acostumbra a considerar que los primeros analistas actuaban
precisamente de este modo y que V. Volterra simplemente seguia esta linea.
Semejante enfoque parece muy verosimil y, sin embargo, esta impresién es a
todas luces falsa. Habitualmente, detrds de cada concepto (0 método) nuevo se
halla un inmenso trasfondo del pasado. Se puede decir que cuando los primeros
analistas abordaron el estudio de las funciones, en la composicién de este
trasfondo entraba la geometria elemental (al igual que muchas otras cosas). El
lector moderno, cuando hace inteleccion de sus resultados, los considera tan
"evidentes” y tan "intuitivamente claros” que simplemente no les presta
.atencién. Ademds, como si esto fuese poco, muchas cosas del trasfondo
indicado permanecen incomprensibles, ya sea debido a su caricter remoto, o
bien, porque no se desea tomarlo en consideracién.

9 Tal concepcién no resulta tan nueva a principios del siglo XX. La
teoria de las funciones de variable real, por ejemplo, se desarrollaba desde hacia
mucho tiempo siguiendo este camino. Lo nuevo radicaba en la envergadura del
camino que desbrozaba Hadamard (pero no tenemos la posibilidad de desarrollar
ulteriormente esta ultima tesis).

10 Esta poca claridad ha sido notada abundantemente. Asi, por ejemplo,
N. Dunford y J. T. Schwarz escriben que "ambos trabajos (de Ascoli y de Arzela,
de los cuales uno -[17]- se ha mencionado-F.M.) utilizan la terminologia
geométrica, y no -es fécil extraer de los mismos estos resultados” (referentes a la
compacidad-F. M.) [28, p. 416]. Les hace eco R. Siegmund-Schulize: "En
general, acerca del trabajo de Ascoli ([17]-F.M.) se puede decir que sus
enunciados se obtienen de modo bastante complicado y, en parte,
incomprensible, y, en todo caso, no tienen nada en comin con la sencillez y la
claridad de las demostraciones en el andlisis abstracto moderno. Esta
circunstancia podria ser la causa de que hoy en dfa Ascoli haya quedado casi



LLULL 15 CONDICIONES DE COMPACIDAD DE ASCOLI-ARZELA 121

olvidado...” [10, p. 76); este autor también simplifica algunos puntos en la
exposicién de Ascoli; véase por ejemplo [10, p. 74].

11 A propésito, y qué se puede decir acerca de la variedad terminol6gica de
su obra. "Conjunto”, "diversidad”, “"grupo”, "sistema”, "colecci6n", "serie",
"complejo”, todas estas denominaciones se engloban actualmente en un solo
término: "conjunto”; mientras que cada una de ellas aparece en media p4gina del
texto de Ascoli. Y esta circunstancia no es exclusiva de este lugar y de lo que se
refiere a los conceptos mencionados.

12 .Se trata de la oscilacién o del valor absoluto de la diferencia entre los
valores de la funcién o de las ordenadas de la curva en los extremos del
intervalo contenido en el intervalo de longitud hA. La formulacién adoptada’
actualmente puede verse, por ejemplo, en [30, p. 519}, donde se habla no de la
continuidad uniforme, sino de la equicontinuidad.

13 Ascoli no incluy6é explicitamente esta desigualdad en las condiciones
del teorema, pero se trata de una condicién que estd contenida en su
requerimiento inicial de que todas las curvas examinadas estén dispuestas en un

. rectdngulo finito.

14 Véase la demostracién actual en el libro citado [30, pp. 519-520].

15 Véase, por ejemplo, [28, p. 416].

16 Véase [30, p. 519].

17 Véase [31, p. 69].

18 Cabe mencionar que R. Siegmund-Schultze [10, p. 68] sostiene a su
vez la opinién de que Ascoli demostré tan sélo la suficiencia, alegando, en este
caso, lo afirmado en nuestro libro [3]. Sin embargo, en este iltimo, en la
pigina sefalada por Siegmund-Schultze (p. 160), en general no se examina el
problema sobre la demostracién de Ascoli y la propia suficiencia se mencionaba
en otra explicacion.

" 19 Véase con mis detalles [35, p. 215].

20 La formulacién del concepto de continuidad uniforme generalizada dada
por Dini no nos hace falta aqui y por ello la omitimos. La terminologia que
estamos usando es la del libro de N. N. Luzin [37]. El propio Dini la llamé
"convergencia uniforme simple"”. Notemos que Luzin [37, pp. 252-253] expuso,
no la definicién original de Dini, sino la modificacién de ésta introducida por
E. Borel.

21 N. N. Luzin, aun reconociendo que su autor fue C. Arzela, sobrevalora
la aportacién de E. Borel en este asunto. Véase [42, pp. 96-98], donde se han
descrito otros tipos de convergencias mencionados aqui (pp.  75-102).

22 Sirvint utiliza el término "cuasi equicontinuidad”, mientras que
nosotros empleamos el término "continuidad cuasi uniforme” de Dunford y
Schwartz [28, pp. 417-418]. ’

23 Pues "todos los demds problemas discutibles de indole metodolégica
son derivados de este problema bisico” [44, p. 20].

24 Citado por [50, p. 18].

25 No hemos podido acceder a este trabajo, por lo que tenemos que
basamnos en gran parte en los articulos de S. S. Petrova [56], [57].

26 El mismo ha escrito con respecto a ello: "Mi trabajo principal es el
tratamiento nuevo de leyes de la Naturaleza conocidas. Es decir, una expresién
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de ellas a través de otros conceptos bdsicos que diera la posibilidad de
aprovechar los datos experimentales sobre la interaccién entre el calor, la luz,
la electricidad y el magnetismo para una investigacién de la relacién mutua de
estos fenémenos. He llegado a ello estudiando, principalmente, los trabajos de
Newton y Euler por un lado y de Herbart por otro" [59, p. 542]. A la relacién
mencionada se ha hecho referencia méds de una vez, especialmente por parte de
F. Klein. Esta relacién se pone de manifiesto prdcticamente en todos los
trabajos de Riemann dedicados al problema de Dirichlet entre otros. )

27 Aqui y en algunos otros lugares- mis adelante no citamos los trabajos
correspondientes: éstos vienen dados en {42] donde también se aclaran algunos
conceptos que aparecen mds abajo sin definicién.

28 Bieberbach lo obtuvo para las sucesiones de funciones continuas,
pretendiendo sélo simplificar la demostracion de W. F. Osgood [69], mientras
que Landau lo demostraba para las sucesiones de funciones R-integrables.

29 En [42, pp. 96-108] se puede ver algo sobre el contexto histérico de
la introduccién de esta iltima.

' 30 Se tienen en cuenta las funciones acotadds; lo mismo es vilido a la
continuacién de la cita. Arzela, como la mayoria de mateméticos del siglo
_pasado, no distinguia la acotacién y el finito de las funciones y, como ya se ha
notado en el punto 5, aparentemente s6lo Darboux en 1875 [36, pp. 61-62] se
dié cuenta claramente por primera vez de la diferencia de la acotacién de una
funcién y de su caricter finito, poniendo un ejemplo elemental correspondiente.
He aqui una situacién muy curiosa, pero exponer algo coherente sin anilisis
adecuado (y esto seria muy largo y aburrido) hubiera sido imperdonable. No
existe, por lo visto, estudio histérico de este asunto, a excepcién de una-nota
muy breve en {73, pp. 196-197].

~ 31 Es dificil abstenernos de mencionar también que ya B. Riemann
plante$ el problema del estudio de los espacios funcionales [35, pp. 139-140].

32 Los historiadores de las matematicas lo han consideraro en numerosas
ocasiones; véase, por ejemplo, [74, pp. 74-76] o [75, pp. 156-160].

-33 Tales variaciones continuas de las funciones de todas posibles maneras
eran consideradas, por ejemplo, en el cdlculo variacional, y por eso mismo
Hadamard veia en el célculo variacional la fuente principal de la cual surgia el
andlisis funcional. Habia, desde luego, también otros origenes, cuya descripcién
propuso en otro trabajo dedicado a la prehistoria del anélisis funcional [77]. Un .
comentario mds detallado sobre éstos se puede ver en [78, pp. 59-61, 65-67].

34 Bajo el término "anilisis general”, Fréchet entiende aqui, valiéndonos
de la terminologia de E. G. Moore, el andlisis funcional en el sentido mis
general. :

35 A propésito sea dicho, esto se refleja bien en W. Felcher [75, pp.
150-160) y en R. Siegmund-Schultze [10].
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