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RESUMEN

En este articulo se presenta la regla de
Gamboa, concebida para realizar la division
entera de polinomios. La misma constituye
una generalizacion con respecto a las reglas
de Ruffini y Horner, pues se puede utilizar
para dividir un polinomio por cualquier otro de
grado menor o igual. El procedimiento que se
emplea es mas sencillo que el algoritmo general
de division de polinomios y el método de los
coeficientes indeterminados. Ademas, aqui se
introducen variados ejemplos y un software
con perspectiva didactica, elaborados para
incrementar las tecnologias y metodologias que
permitan ayudar a profesores y estudiantes a
enfrentar exitosamente esta tematica a partir
de esta novedosa regla, y hacerlo ademas
desde las cualidades y potencialidades de la
ensefianza virtual.
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DIDACTIC ALTERNATIVE FOR THE WHOLE
DIVISION OF POLYNOMIALS

ABSTRACT

Gamboa'’s rule is introduced in this article. It is
a new procedure created to develop the whole
division of polynomials, which is simpler than the
general algorithm for the division of polynomials
and the method of undetermined coefficients.
With this rule there is a gain in generality with
respect to Ruffini’'s and Homer’s rules, because
it can be used to divide a polynomial by any
polynomial of smaller or equal degree. Besides,
it is explained a wide-ranging set of examples
and presented a software with a didactic
approach, made by the authors to increase the
technologies and methodologies in order to help
teachers and students to teach and learn this
topic using this new rule successfully, also in a
virtual scenery.
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INTRODUCCION

La diversidad de representaciones utilizadas
en la didactica de las matematicas para cada
sistema conceptual, junto con algunos de los
modelos usuales de los correspondientes
conceptos, permite el estudio de diversas facetas
y propiedades de un mismo concepto. Asimismo,
esto posibilita la investigacion e incrementa la
preparacion en el contenido especifico objeto
de estudio. Al respecto, nuestra experiencia en
la busqueda de esta diversidad para ensefiar
los temas que impartimos nos ha sumergido
en exploraciones que han resultado en aportes
como la regla de Gamboa para la division entera
de polinomios, los tridngulos de Michel y la caja
de triangulos para el estudio de la Geometria
fractal, entre otros.

El desarrollo histérico de las matematicas nos
ofrece una visién de las mismas en continuo
progreso. Una buena parte de los matematicos
de todos los tiempos se ha propuesto hacer su
contribucion o poner su sello de identidad en
alguna parte de este mundo fascinante, con el
afan de que sean mejor comprendidas, sencillas
y gustadas. En este articulo aprovechamos la
oportunidad para presentar uno de los resultados
de la creatividad que hemos tenido necesidad de
implementar en el ejercicio de nuestra profesion.

Los polinomios son parte de un contenido que
ha devenido tradicional en instituciones de nivel
preuniversitario y en las universidades. Las
operaciones con ellos se encuentran dentro de
una rama que se desarrolla en una amplia y rica
seccion del Algebra. Estas han sido consideradas
por los estudiantes, tradicionalmente, como uno
de los topicos poco aplicables a otros campos
diferentes del conocimiento, poco util para ellos y
demasiado abstracto. Es por estas razones que
se les hace muy dificil, en ocasiones, apropiarse
de ese conocimiento, a pesar de que se les
plantea cuales fueron las ideas y problemas que
le dieron origen y significado.

El software que se presenta es de interés para
contribuir a un mejor aprendizaje de la division de
polinomios. El mismo fue elaborado como parte
de la introduccion y generalizacién de la regla
de Gamboa. Esta constituye una generalizacion
con respecto a las reglas de Ruffini y Horner,
pues se puede utilizar para dividir un polinomio
por cualquier otro de grado menor o igual. El
procedimiento que se emplea es mas sencillo
que el algoritmo general de division de polinomios
y el método de los coeficientes indeterminados.

Estas son las razones por las que fue elaborado
este recurso tecnoldgico, para incrementar
las tecnologias y metodologias que permitan
ayudar a profesores y estudiantes a enfrentar
exitosamente esta tematica a partir de esta
novedosa regla, y hacerlo ademas desde las
cualidades y potencialidades de la ensefianza
virtual. Esta puede servir de complemento para
procedimientos anteriores.

DESARROLLO

1. Polinomios

Al igual que muchos otros temas en el proceso
de ensefanza-aprendizaje de las mateméticas,
este no esta exento de dificultades para
su tratamiento en los distintos niveles
educacionales. Varias investigaciones hacen
referencia a ello, entre ellas se pueden citar
Chevallard, Bosch y Gascon (1997), al igual que
Bolea, Bosch y Gascén (2004).

Al mismo tiempo, otros autores entre los
que aparecen Quintero, Ruiz y Teran (2006)
manifiestan que existe incertidumbre en los
docentes por el desconocimiento de las razones
que llevan a que los polinomios sean ensefiados
en las escuelas. Tal posicién, ademas de ser
negativa, es muy desmotivadora. Es comun oir
a profesores decir a sus estudiantes que los
polinomios no se utilizan en la vida diaria, lo que
equivale a arrebatarles una parte del suefio de
comprender y transformar el mundo que late en
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la mayoria de los seres humanos.

Los profesores debieran basar sus explicaciones
de la utilidad de los polinomios no solo en funcién
de lo que un hombre comun haria el resto de
su vida, sino también en correspondencia
con lo que profesionales y cientificos hacen
en sus recintos con la tecnologia que tienen
disponible. Estos sirven para que funcione el
mundo a nuestro alrededor. Los estudiantes
debieran tener la oportunidad de conocer estas
cuestiones mientras estudian este apasionante
tema, si no vamos a tener que seguir lamentando
la desmotivacion que manifiestan hacia las
matematicas.

Los polinomios son muy utilizados tanto en
matematicas como en otras ciencias. Son usados
en Algebra abstracta y Geometria algebraica,
asi como en Analisis matematico para aproximar
funciones derivables. Al mismo tiempo, las
ecuaciones y funciones polinémicas tienen
aplicaciones en una gran variedad de problemas,
desde la Matemética elemental hasta la Fisica,
Astronomia, Geologia, Quimica, Medicina,
Biologia, Farmacologia, Economia, Ingenierias
de varios tipos (industrial, eléctrica,...), ciencias
sociales, entre otras areas.

Sin embargo, los polinomios si son muy utiles
en los contextos de nuestras vidas. No solo
se aplican en las profesiones sino que son
necesarios para que existan las cosas que
usamos. Si se quiere mejorar la calidad de
la educacion matematica que ofrecemos,
entonces es necesario trabajar en funcién de
estos aspectos motivacionales. Se ha de educar
también para el futuro y no solo para la vida
diaria inmediata.

Los polinomios se emplean en muchas cosas
que dependen de ellos. Un numero significativo
de maquinas, que simplifican nuestras labores y
adelantan el trabajo resolviendo los problemas
con solo presionar teclas, no existirian sin
la aplicacion de ellos. Una gran parte de las

tecnologias, que tanto valoramos y de las que
tanto dependemos, no existiria sin polinomios.
Son, definitivamente, importantes y muy
valiosos. Los estudiantes deberian saberlo
mientras aprenden sobre ellos.

Los polinomios son utilizados, actualmente, en
multiplicidad de funciones. Algunos ejemplos
de sus aplicaciones se pueden encontrar
en el estudio de la estructura molecular de
las proteinas, la mecanica de los fluidos, el
prondstico del clima. Se utilizan ademas para
estudiar la propagacion de una enfermedad,
la construccion de edificios, autos, celulares,
computadoras, internet, robots, peliculas
con animaciones en 3D, entre muchas otras
aplicaciones. Es importante hacer que los
estudiantes que se adentren en el estudio de
los polinomios entiendan que tales utilidades
dependen de ellos.

2. Divisién entera de polinomios

Para los que han enfrentado la division de
polinomios es conocido que el propésito es
calcular dos polinomios denominados cociente
y resto, partiendo de dos polinomios conocidos:
dividendo y divisor. Hallar el cociente de la
division del polinomio A por el polinomio B
(BJ0), de grados m y n (m [ n) respectivamente
es determinar un polinomio Q y otro R tales que
A=B-Q+R, con la condicién de que el grado de
R sea inferior al de B. Los polinomios A, B, Q y
R se llaman por ese orden, dividendo, divisor,
cociente y resto de la divisién entera.

En general, a los estudiantes se les presenta
una forma de dividir polinomios y no se les
plantea la necesidad de recurrir a otro tipo de
técnicas en funcién del mismo resultado, lo
que genera la carencia de cuestionamientos
sobre la utilidad, la justificacion y el alcance de
las técnicas matematicas que se utilizan. Esta
situacién se agrava cuando los profesores,
como regularidad, preparan un escenario para
que estas funcionen sin ningun conflicto en
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las tareas matematicas que proponen. Asi va
desapareciendo el tratamiento de otras técnicas
cada vez mas eficaces para englobar las
continuas ampliaciones del campo de ejercicios,
problemas y actividades que se deben enfrentar.

Para dividir polinomios se pueden utilizar varios
métodos, cuyos procedimientos presentan
reglas particulares que facilitan la resolucion de
la division. Algunos de ellos son los siguientes:

» Método clésico o general
» Método de los coeficientes separados
» Método de Horner

. Método de los coeficientes

indeterminados
* Regla de Ruffini

El método clasico o general es el que se
acostumbra a utilizar para obtener Q y R cuando
se dan los polinomios A y B. Este se basa en
la siguiente regla practica de la division entera:
Una vez ordenados el dividendo y el divisor
en potencias descendentes de la variable
se obtiene el primer término del cociente
dividiendo el coeficiente mayor del dividendo
por el coeficiente mayor del divisor. El primer
resto parcial resulta restando del dividendo el
producto del divisor por el coeficiente mayor
del cociente (primer término); dividiendo ahora
el primer término de este resto parcial por el
primero del divisor se calcula el segundo del
cociente, y asi sucesivamente, hasta llegar a un
resto parcial cuyo grado sea inferior al del divisor
o cero. Este ultimo resto parcial es el resto de
la division. (Division euclidiana). El coeficiente
mayor de un polinomio de una sola variable
es el del término en el que la variable tiene
mayor exponente; si el divisor esta ordenado en
potencias descendentes de la variable entonces
es el primero de ellos.

Ejemplo, al dividir 6x*+x3-2x+4 por 2x?>+3x-4 se
obtiene:

Es conocido que aplicando el método de los
coeficientes indeterminados se puede hallar el
cociente y el resto de la divisidon de un polinomio
entero en x

_ n n-1 n-2.
P(x)=ax"+a x"'+ax"*+..+a_x+a  por
un binomio de la forma x-c.

En la practica la operacion se realiza siguiendo
la regla de Ruffini, y se designa de la forma
que muestra el siguiente ejemplo: Dividir
x4+3x3+4x2+8x+5 por x+2.

El primer coeficiente del cociente es 1; los
demas se obtienen, conforme a la regla,
multiplicando el anterior por —2, que funge como
(-c), y sumando el producto con el coeficiente
correspondiente del dividendo; el resto se halla
multiplicando el ultimo coeficiente del cociente,
que es 4, por =2 y sumando con el ultimo
coeficiente del dividendo, que es 5. El cociente
buscado es, entonces, x3+x?+2x+4 y el resto es
=3.

Al respecto Fonseca, Bosch y Gascén (2005)
manifiestan su preocupacién sobre el uso
sistematico de la regla de Ruffini para la
resoluciéon de ecuaciones polindmicas con
coeficientes enteros. Segun ellos esto ha
generado en los estudiantes una idea bien
robusta de que las ecuaciones polindmicas de
grado mayor que 2 con coeficientes enteros, o
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tienen alguna raiz entera que se puede calcular
por Ruffini 0 no tienen ninguna raiz.

El procedimiento que utiliza Divenpo para
desarrollar la divisibn es la novedosa regla
creada por Michel Enrique Gamboa Graus,
uno de los programadores de este software. La
misma es mas simple que el algoritmo general,
fundamentalmente a partir de que solo trabaja
con numeros en los calculos intermedios, y
esta basada en el método de los coeficientes
indeterminados. En ella se considera el polinomio
divisor como un binomio de la forma x-c, para
luego apoyarse en la regla de Ruffini, con la
particularidad de que (—c) puede tener mas de
un coeficiente. Con ella se gana en generalidad
con respecto a las reglas de Ruffini y Horner,
pues no solo se puede dividir un polinomio por
un binomio o por un polinomio que se pueda
descomponer en factores, sino que se puede
utilizar para dividir por cualquier polinomio de
grado menor o igual. Con respecto al método de
los coeficientes indeterminados es mas sencilla
y menos trabajosa, ademas se reducen los
riesgos de posibles errores de célculo.

21. Regla de Gamboa para la division
entera de polinomios

La regla de Gamboa se basa en una sucesion
de indicaciones con caracter algoritmico,
compuesta por un sistema de operaciones que
deben llevarse a cabo para la division entera
de polinomios. La misma se ejemplifica con la
misma division de 6x*+x3-2x+4 por 2x2+3x-4
como sigue:

La sucesion de indicaciones se muestra con el
ejemplo y es la siguiente:

1. Extraer los coeficientes del dividendo
ordenados en potencias descendentes
de la variable y colocarlos en la parte
superior de una tabla similar a la
utilizada en la regla de Ruffini.

2. Trazar unalinea separadora de cociente
y resto. Si el grado del polinomio
dividendo es m y el del divisor es n
entonces se traza posterior a los (m-
n+1) primeros coeficientes del dividendo
en la tabla.

3. Separar el divisor en un “binomio” de la
forma (x-c), donde (x) es el término en el
que la variable tiene mayor exponente y
(c) lo forman los restantes términos.

3.1 Los opuestos de cada uno de los
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coeficientes de (c) se colocan en la
parte superior izquierda de la tabla
en su orden correspondiente, y
encima se coloca el coeficiente de
(x), que coincide con el coeficiente
mayor del divisor.

4. Dividir el coeficiente mayor del dividendo
por el coeficiente mayor del divisor,
para obtener el primer coeficiente de la
solucion.

5. Multiplicar cada uno de los opuestos
de los coeficientes del divisor por el
coeficiente de la solucién obtenido en el
paso anterior.

5.1 Colocar cada resultado debajo del
otro valor que le sigue a la derecha.

5.2 Realizar las sumas algebraicas
indicadas.

5.3 Chequear si la primera suma
algebraica estd a la izquierda de
la linea separadora para continuar
el procedimiento dividiendo esta
por el coeficiente mayor del divisor,
con lo que se obtiene el siguiente
coeficiente de la solucion y se repite
5.

POLINOMIOS
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En este caso se repite 5.

En este caso se vuelve a repetir
5 porque la primera del grupo
de sumas algebraicas esta a la
izquierda de la linea separadora.

5.4 Si la primera suma algebraica

se encuentra a la derecha de
la linea separadora termina el
procedimiento y cada uno de los
valores obtenidos son coeficientes
del resto de la division.

ENTERA DE

POLINOMIOS

6. Dar la solucidon separada en cociente y
resto.

6.1 Para el cociente: Se extraen los
coeficientes de la solucion a la
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izquierda de la linea separadora.
Comenzando de
derecha el primer exponente de
la variable sera la diferencia entre
el exponente mayor del dividendo
y el exponente mayor del divisor,
y asi los restantes coeficientes
estaran ordenados en potencias
descendentes.

izquierda a

6.2 Para el resto: Se extraen los
coeficientes de la solucién a la
derecha de la linea separadora.
Comenzando de derechaaizquierda
el primer exponente de la variable
sera el menor exponente que
aparezca, ya sea en el dividendo
o en el divisor, y asi los restantes
coeficientes estaran ordenados en
potencias ascendentes.

3. Software didactico Divenpo

Para realizar la divisién entera de polinomios
segun la Regla de Gamboa es posible apoyarse
en las cualidades y potencialidades que brinda
Divenpo. Este es un software con perspectiva
didactica que es nombrado en correspondencia
con las primeras letras de las principales
palabras de su funcién. Este permite calcular la
divisién entera de dos polinomios introducidos
por el usuario. Se espera que el trabajo con
él contribuya a un mejor entendimiento en
el enfrentamiento a este contenido en las
instituciones educativas. El profesor puede
encontrar una buena cantidad de ejemplos y
ejercicios con él para llevarlos al proceso de
ensefianza-aprendizaje de esta tematica.

Existe un sinnumero de software que pueden

ser empleados para calcular esta division entre
polinomios. No obstante, estos presentan
limitaciones con respecto a la entrada de
los datos (por ejemplo para el polinomio
-2x3+8x? se debe introducir -2*xA3+8*x"2) o al
procesamiento de la informacién al no ser esta
su aplicacion fundamental. Esto se distingue
fundamentalmente desde el punto de vista
didactico para la asimilacién de este concepto.

En Derive por ejemplo no se puede utilizar el
operador “/”, se tienen que usar los comandos
“‘quo” y “rem” para obtener los resultados
deseados. Para trabajar con polinomios en
Mathlab hay que tener en cuenta que estos son
vectores. GNU Octave se puede usar en modo
comando en un lenguaje similar al utilizado por
Mathlab. Maxima, un motor de célculo con el
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que se pueden realizar operaciones numeéricas
0 simbdlicas, es un sistema de propdsito
general que no brinda las bondades didacticas
de sistemas especializados para los calculos
especificos. De manera similar sucede con
muchos otros que se podrian utilizar en lugar de
Divenpo.

El producto es portable, por lo que no requiere
instalacion. Esta programado en la plataforma
Web, requiriendo para ello el lenguaje javascript
en el cliente y utilizando la libreria jQuery para
dinamizar la programaciéon. Esto hace posible
explotar las caracteristicas de la red, la cual
permite expandir la informacién y ser consultada.
De esta manera se estd en condiciones de
situarlo en un portal, sitio o pagina Web para
que profesores y estudiantes tengan acceso a
él y puedan utilizarlo con regularidad, tanto en
el trabajo durante la clase como en su estudio
fuera de ella. Por ejemplo, se puede acceder a
Divenpo en el portal Web del centro de Estudios
de Didactica de la Universidad de Las Tunas
con el URL siguiente: http://mavelab.ult.edu.cu/
divenpo. Para su utilizacion solo es necesario
un navegador Web del gran nimero de los
disponibles, entre los mas utilizados estan
Mozilla Firefox, Opera, Internet Explorer, Google
Chrome, y otros.

Para poder aprovechar al maximo todas las
posibilidades que este brinda, se deben conocer
bien todos los elementos que componen cada
una de sus pantallas. El mismo dispone de
cuatro secciones de trabajo en las que se puede
trabajar en correspondencia con los objetivos
que se persigan. Estas secciones dotan de
diversidad al funcionamiento de Divenpo en el
trabajo con la division entera de polinomios.

El mismo se puede utilizar en la seccion
basica inicial para realizar este tipo de calculo
algebraico, en la seccién “Paso a Paso” como
recurso didactico en funcion de asimilar el
procedimiento para hacerlo, o en las secciones
“Ejemplos” y “Ejercicios” como wuna util

herramienta proveedora de un variado conjunto
de ejemplos y ejercicios para ser utilizado por
los involucrados en el proceso de ensefiar
y aprender este tépico en las instituciones
educativas. Cada una de las secciones posibilita
la seleccién de las demas para trabajar en ellas.

4. Divenpo: Seccidn basica inicial

Esta seccion funciona como calculadora para
dividir polinomios. En ella se brinda la posibilidad
de seleccionar los grados de dos polinomios
e introducir sus coeficientes para dividirlos.
Divenpo dispone de una parte de la pantalla en
la que se ofrecen los 3 pasos necesarios para
obtener la division entera de dos polinomios.
Los mismos son:

a. Seleccione el grado del dividendo
(polinomio 1) y del divisor (polinomio 2).

b. Introduzca los coeficientes a cada uno
de los términos, tenga en cuenta que de
no introducir datos sera considerado el
coeficiente como cero (0).

c. Genere los polinomios haciendo clic
en el botdén correspondiente. (Se
refiere al botén “Generar polinomios” si
quiere obtener la respuesta directa del
cociente y el resto, o se refiere al botén
“Paso a Paso” si quiere una respuesta
con mas detalles de su procedimiento
de solucion).

Ejemplo: dividir 4x5+2x4-x2+3x+5 por 2x2-3x-1.
Aqui es necesario seleccionar el grado 5 del
dividendo (polinomio 1) y el grado 2 del divisor
(polinomio 2). Entonces se necesita introducir
los coeficientes del dividendo [4x5+2x*+0x3-
1x2+3x'+5x°), y del divisor [2x2-3x'-1x°]. Notese
que en el término de grado [3] se puede dejar
el escaque en blanco o introducir el cero en la
posicion correspondiente.

Una vez realizados los pasos correspondientes,
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Divenpo mostrara el cociente y resto resultado
de la division de los dos polinomios introducidos
por el usuario. Al mismo tiempo, quedara en la
pantalla el resultado de cada paso realizado
para calcularlos siguiendo la regla de Gamboa
como procedimiento de calculo. Ejemplo: en
el resultado de dividir 4x5+2x*-x?+3x+5 por
2x%-3x-1, los coeficientes del cociente seran
2,4,7,12 y los del resto 46, 17. Con esto el
cociente, como se muestra en la pantalla, seria
2x3+4x2+7x+12 y el resto 46x+17.

5. Divenpo: Seccién Paso a Paso

Esta es una seccion, fundamentalmente,
para ser utilizada como recurso didactico en
funcion de asimilar cada uno de los pasos del
procedimiento de division de los polinomios
generados desde cualquiera de las otras tres
secciones, siguiendo la regla de Gamboa.
En ella se requiere de tener dos polinomios

previos que funcionan como dividendo y divisor.
Los mismos pueden haber sido introducidos y
calculados en la seccion basica inicial, aunque
también pueden ser generados desde la seccion
de ejemplos, o desde la de ejercicios.

De tal forma, esta es una seccion a la que se
puede acceder desde cualquiera de las demas.
Se puede tener acceso a ella haciendo clic en el
botdn “Paso a Paso” después de haber realizado
algun calculo en la seccién basica inicial, o
desde alguna de las otras secciones en las que
ya se obtienen automaticamente los polinomios.
En ella se brinda la posibilidad de avanzar hacia
los siguientes pasos haciendo clic en el botdn
“Siguiente”.

Paso 1. Extraer los coeficientes del dividendo

El primer paso que se muestra es el de extraer
los coeficientes del dividendo y colocarlos
en la parte superior de una tabla similar a la
utilizada en la regla de Ruffini para efectuar
la division, a la derecha de la linea roja que
se presenta vertical. De estos, los que sean
cero, se situan de igual forma en la posicion
correspondiente. Estos coeficientes en la tabla
se mostraran parpadeando, simultaneamente
con ellos mismos en la posiciéon que ocupan en
el polinomio.

Ejemplos: Para los dividendos:

a) x3+3x2+4x+8x3+3x%-4x+8

b) x3+3x%8
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Paso 2. Trazar linea separadora de cociente
y resto

Si el grado del polinomio dividendo es m y el
del divisor es n entonces Divenpo pasa una
linea vertical posterior a los (m-n+1) primeros
coeficientes del dividendo en la tabla. De esta
manera se puede identificar la separacion
de lo que sera cociente del resto y asi evitar
confusiones. Con los que queden a la izquierda
de la linea se realiza un procedimiento que no
se emplea con los de su derecha.

Ejemplos: Al dividir:

a) 3x*+4x3-5x2-3x+1 por 3x?-5x+1

b) 4x3+2x4-x2+3x+5 por 2x?-3x-1

c) Dividir 3x*+2x3-x3+2x-6 por x3+3x?+2x-4

Paso 3. Separar el divisor en un “binomio”
de la forma (x-c)

El divisor se separa en un “binomio” de la
forma (x-c) donde (x) es el término en el que la
variable tiene mayor exponente y (c) lo forman
los restantes términos.

Ejemplos: Para los siguientes divisores la
separacioén en (x-c) es como sigue:

POLINOMIOS

Los coeficientes del divisor se ubican de la
siguiente manera. Los opuestos de cada
uno de los coeficientes de (c) se ponen en
la parte superior izquierda de la tabla en su
orden correspondiente, y encima se coloca
el coeficiente de (x), que coincide con el
coeficiente mayor del divisor (si es la unidad no
es necesario, pero Divenpo lo hace para fijar el
procedimiento).

Ejemplos: Al dividir:

a) x3+3x%+4x+8 por x+2
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b) x3+4x+8 por x3-3x?+2x-4

c) x3+3x2-8 por 2x3+2x+5

En los incisos a y b se ha colocado el coeficiente
mayor del divisor encima de sus restantes
coeficientes porque es recomendable para
ilustrar el procedimiento, aunque por ser 1 no
es necesario hacerlo. Divenpo siempre lo coloca
para mejores resultados desde la perspectiva
didactica. Nétese que en los incisos b y ¢ fue
necesario colocar cero en la posicion que le
correspondia a 0x2 y Ox respectivamente.

Paso 4. Primer valor que baja en la tabla

A la hora de dividir, el primer valor que baja en
la tabla es el coeficiente mayor del dividendo, el
que se divide por el mayor del divisor. Luego, el
primer coeficiente de la soluciéon se obtiene de
esta primera division.

Ejemplos: Al dividir:

a) 3x*+4x3-5x2-3x+1 por 3x?-5x+1

b) 4x5+2x4-x2+3x+5 por 2x2-3x-1

POLINOMIOS
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c) x*+3x3+4x2+8x+5 por x2+2x+3

Paso 5. Para obtener cada coeficiente de
cociente y resto

Se multiplica cada uno de los opuestos de los
coeficientes del divisor por el coeficiente de la
solucién obtenido en el paso anterior y cada
resultado se coloca debajo del otro valor que
le sigue a la derecha hasta llegar al ultimo
coeficiente de (c).

Posteriormente se realiza el grupo de las
sumas algebraicas planteadas. Es necesario
chequear la primera de cada uno de estos
grupos de sumas para verificar si se encuentra
a la izquierda o a la derecha de la linea divisoria
vertical de los coeficientes del dividendo. Si esta
esta a la izquierda se divide por el coeficiente
mayor del divisor que estd representado
sobre los coeficientes de (c) y esta division va
formando parte de la solucion como uno de
los coeficientes del cociente. De esta manera
se indica que es el siguiente por multiplicar
realizando el mismo procedimiento anterior.
Este ciclo se ejecuta hasta que la primera de
un grupo de sumas algebraicas planteadas esté

a la derecha de la linea divisoria vertical, con
lo que termina el procedimiento sin realizar la
division ni la multiplicacion, solo se efectuan
las sumas algebraicas que hayan quedado
planteadas, y cada uno de los valores obtenidos
seran coeficientes del resto de la division.

Es importante destacar que es evidente que,
si el coeficiente mayor del divisor es la unidad,
entonces esa division por 1 seria innecesaria
porque daria como resultado el propio numero.
Sin embargo Divenpo la hace para obtener
mejores resultados desde el punto de vista
didactico en la fijacién del procedimiento.

Ejemplo: Dividir: a) 3x*+4x3-5x2-3x+1 por 3x?-
5x+1

Se inicia el ciclo de este paso al multiplicar cada
uno de los opuestos de los coeficientes del
divisor (5) y (-1) por el coeficiente de la solucién
obtenido en el paso anterior. Asi, el primer ciclo
€S como sigue:
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El primer resultado (5) se coloca debajo del (4) y
el segundo (-1) debajo del (-5). Al hacer clic en el
botén “Siguiente” se realiza el grupo de sumas
algebraicas indicadas (4+5=9) y (-5-1=-6).

Al hacer clic en el boton “Siguiente” Divenpo
chequea si la primera suma algebraica esta a la
izquierda o no de la linea divisoria vertical para
dividir o no por el coeficiente mayor del divisor. En
este ejemplo como la primera suma algebraica
(4+5=9) de este primer grupo se encuentra a la
izquierda de la linea divisoria vertical se divide
por el coeficiente mayor del divisor (3) con lo que
se obtiene (9:3=3), el que se circula indicando
que es el siguiente coeficiente de la solucion (3).

Al hacer clic en el boton “Siguiente” Divenpo
repite el ciclo de este paso 5 hasta que la primera
de un grupo de sumas algebraicas se encuentre
a la derecha de la linea divisoria vertical. De tal
forma, el préximo ciclo es como sigue:

El primero (15) debajo de (-6) y el segundo (-3)
debajo de (-3). Luego, al hacer clic en el botén
“Siguiente” se realizan las 2 sumas algebraicas
indicadas (-6+15=9) y (-3-3=-6).
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Al hacer clic en el boton “Siguiente”, como la
primera suma algebraica (-6+15=9) de este
siguiente grupo se encuentra a la izquierda de la
linea divisoria vertical se divide por el coeficiente
mayor del divisor (3) con lo que se obtiene el
siguiente coeficiente de la solucién (3), por lo
que se circula para identificarlo.

Al hacer clic en el botén “Siguiente” se inicia el
ciclo una vez mas, y hasta que la primera de
un grupo de sumas algebraicas se encuentre
a la derecha de la linea divisoria vertical. Se
multiplica y cada resultado se coloca debajo del
otro valor que le sigue a la derecha.

Luego, al hacer clic sobre el botén “Siguiente”
se realizan las 2 sumas algebraicas indicadas.

En este caso, la primera suma algebraica
de este siguiente grupo se encuentra a la
derecha de la linea divisoria vertical, con lo que
terminan los ciclos de este paso 5. Cada uno
de los valores obtenidos (9) y (-2) se circula,
sin realizar la divisién ni la multiplicacién, pues
seran directamente coeficientes del resto de la
division porque estan a la derecha de la linea
de division. Los coeficientes del cociente seran
1,3,3 y los del resto 9 y -2.

POLINOMIOS
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b) Dividir 4x5+2x4-x2+3x+5 por 2x?-3x-1

c) Dividir  3x*+2x3-x?+2x-6

x3+3x%+2x-4

10N

por

ENTERA DE

POLINOMIOS

Comenzando de izquierda a derecha
el primer exponente de la variable sera
la diferencia entre el exponente mayor
del dividendo y el exponente mayor
del divisor (m-n), el segundo sera esta
diferencia menos 1, (m-n-1), el tercero,
la diferencia menos 2, (m-n-2) y asi
sucesivamente, hasta que el exponente
sea igual a cero. Hasta aqui sera el
cociente, hasta la linea divisora vertical.

Comenzando de derecha a izquierda
el primer exponente de la variable sera
el menor exponente que aparezca,
ya sea en el dividendo o en el divisor;
el segundo, el menor mas 1, y asi
sucesivamente hasta completar los
que faltan por asignarles variables con
exponentes. Ese sera el resto, a la
derecha de la linea divisora vertical.

Ejemplo: Para los cocientes y restos que resultan
de los incisos del ejemplo anterior

Paso 6. Para solucion separada en cociente

y resto

a) 1,3,3,9, -2

b) 2, 4, 7,12, 46, 17
c)3,-7, 14, 28, -34

Se tiene que:

Para definitivamente dar la solucién separada
en cociente y resto se realiza el siguiente

procedimiento:

En la pantalla de Divenpo se tendra lo siguiente
para el inciso a:
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Al hacer clic en el botdn siguiente se mostrara el
resultado final y se terminara esta seccion paso
a paso para este caso particular.

Si el usuario desea volver a repasar los pasos
del ejemplo que revisd paso a paso, solo debe
volver a hacer clic en el botén “Paso a Paso”
y comenzara el proceso nuevamente en esta
seccion con el mismo ejemplo anterior. De
manera analoga sucede si este hace clic en el
botdn “Paso a Paso” porque desea retroceder a
algun paso anterior o recomenzar el andlisis de

algun ejemplo en particular una vez que ya tiene
avanzado algunos pasos.

6. Divenpo: Seccion Ejemplos

Esta es una seccion que es empleada como
una util herramienta proveedora de un variado
conjunto de ejemplos. Cada vez que se haga
clic en el boton “Ejemplos”, Divenpo generara
un ejemplo de esta division entera de polinomios
en el que los calculos por realizar no seran un
obstaculo para comprender el procedimiento
de la division. Asi, todos los calculos seran
entre numeros enteros con polinomios desde
grado cero hasta solo grado 9. Ademas, permite
modificar los coeficientes de los escaques
mostrados para, una vez que se haga clic en el
botén “Generar Polinomios”, obtener variaciones
intencionales del ejemplo deseado. Cada vez
que se haga clic en el botéon “Ejemplos” se
obtiene uno con caracteristicas diferentes, pero
con facilidades para los calculos:

6.1. Para ver en detalles la solucion del
ejemplo resuelto

Si se desea ver en detalles la solucion del
ejemplo resuelto que genera Divenpo, entonces
el usuario solo debe hacer clic en el botén “Paso
a Paso”. Asi se activara la seccion que permite
estudiar cada uno de los pasos del procedimiento
de solucién. De esta forma se inicia dicha
seccion para una explicacion pormenorizada del
desarrollo del ejemplo generado. La misma ya
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fue explicada en un momento anterior. Como
en todas las demas se secciones se puede
utilizar la tecla “tab” o la combinacién de teclas
“shift’+“tab” para utilizar el software con ayuda
del teclado.

7. Divenpo: Seccion Ejercicios

Esta es una seccion que es empleada como
una util herramienta proveedora de un
variado conjunto de ejercicios con diferentes
caracteristicas, de manera que permitan ejercitar
el procedimiento. Cada vez que se haga clic en
el botén “Ejercicios”, o en el botéon “Generar”,

Divenpo generara un ejercicio de esta division
entera de polinomios en el que los calculos
por realizar no seran un obstaculo para fijar el
procedimiento de la division.

Asi, todos los célculos seran entre numeros
enteros con polinomios desde grado cero hasta
solo grado 9. También puede ser realizado
recorriendo las opciones disponibles con la
tecla “tab” y, cuando se esté sobre cualquiera de
los botones “Ejercicios” o “Generar”, cada vez
que se presione la tecla “enter” se generara un
ejercicio con las caracteristicas referidas.

7.1. Pasos para dar la solucién a los
ejercicios propuestos por Divenpo

Divenpo muestra, en la pantalla de esta seccion,
los tres pasos que el usuario debe seguir para
dar solucién a los ejercicios generados. Asi, se
debe:

1. Seleccionar los grados del cociente y
del resto.

El ejercicio permanece visible mientras se
entran los coeficientes de la respuesta. Esto
permite desarrollar la habilidad porque si bien
es necesario solucionar el ejercicio rapido, solo
y bien, también se necesita hacerlo en el plano
mental, con lo que necesitaria una referencia.
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2. Introducir los coeficientes a cada uno de
los términos.

3. Verificar la solucion.

Para ello debe hacer clic en el botén “Verificar
Solucién”. Si al hacerlo la solucién que introduce
el usuario es correcta entonces Divenpo muestra
en la pantalla el siguiente mensaje: “jCorrecto!
Felicidades...”.

Si al usuario verificar la solucién que introduce
esta es incorrecta entonces Divenpo muestra
en la pantalla el siguiente mensaje: “Incorrecto,
haga clic en el botén “Generar polinomios” para
ver la solucién o en “Paso a Paso” para ver el
procedimiento...”.

7.2. Para ver solucion de ejercicios
propuestos

Divenpo no ofrece directamente las soluciones
a las divisiones una vez que se ha seleccionado

POLINOMIOS
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la seccion de ejercicios. Sin embargo, en
ocasiones el usuario encuentra demasiadas
dificultades que le impiden resolver el ejercicio
propuesto, como en el ejemplo siguiente:

Ejemplo: Dividir -4x5-2x*-10x3-10x>-11x-4 por
-x*+10x3+8x%+4

En casos como este el usuario puede convertirlo
en un ejemplo resuelto al hacer clic en el boton
“Generar Polinomios”.

Asi, automaticamente se cambiara hacia la
seccién basica inicial para hacer el calculo
con los polinomios que habian sido generados
en el ejercicio en cuestion. Esto se muestra a
continuacion:

De tal manera se puede tener acceso a la
solucién de cada uno de los ejercicios generados
por Divenpo.

7.3. Para ver procedimiento de solucién en
ejercicios propuestos

En el apartado anterior se explicé como se
puede tener acceso a la solucion de los ejercicios
propuestos por Divenpo. En el caso de que el
usuario no comprenda bien la solucion directa
del ejercicio que se muestra, este puede hacer
clic en el botén “Paso a Paso” para tener acceso
a cada uno de los pasos del procedimiento de
solucion en la divisién planteada. Asi, lo que

POLINOMIOS
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en un primer momento estuvo en la seccidn
Ejercicios para proponerlos, y luego estuvo en
la seccidn basica inicial para ver la solucion
del ejercicio particular, se cambiara hacia la
seccion Paso a Paso para mostrar cada uno
de los pasos en el procedimiento de solucién
con los polinomios que habian sido generados
en el ejercicio en cuestion. Esto se muestra a
continuacion para el ejemplo anterior:

Otra variante para acceder al procedimiento de
solucion de un ejercicio propuesto es hacer clic
solamente en el botén “Paso a Paso”. De esta
forma se obvia el paso anterior que se hizo de
ver la solucién directa haciendo clic en el botdn
“Generar Polinomios”. De tal manera se pasa de
una vez desde un ejercicio propuesto al estudio
de cada uno de los pasos de la solucién.

7.4. Para generar ejercicios con
condiciones especificas

Divenpo ofrece la posibilidad de generar
ejercicios con condiciones especificas que,
aunque en cada uno de ellos se utiliza el mismo
procedimiento, estos llaman la atencion sobre
ciertas caracteristicas que pueden ofrecer
dificultades en el enfrentamiento a ellos. Esto lo
convierte en una muy Util herramienta para los
profesores en la seleccidon y organizacion de
ejercicios para garantizar el aumento gradual del
grado de dificultad, como condiciéon necesaria

POLINOMIOS
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para la formacion sistematica de habilidades
y para asegurar que los estudiantes logren
buenos resultados y sientan alegria por ello. Esto
contribuye también a estimular la realizacién de
nuevos ejercicios y crea un clima favorable para
el aprendizaje en el tratamiento de este topico.

Para que Divenpo genere este tipo de ejercicios
es necesario que el usuario haga clic en la parte
de la pantalla de esta seccidon que enuncia
“(Haga su seleccion)”, de donde se desplegara
un menu del que este debe seleccionar una de
las opciones haciendo clic sobre la condicion
especifica deseada y luego se debe hacer clic
en el boton “Generar”.

Una de las opciones que puede seleccionar
el usuario para generar ejercicios es que el
menor exponente del divisor sea mayor que el
del dividendo. En este caso el procedimiento
es el mismo aunque algunos coeficientes
del dividendo situados al final van a bajar
automaticamente para formar parte de la
solucién sin efectuar ninguna suma algebraica.
Con esta opcion aparecen ejercicios como el
siguiente: Dividir -4x%+4x8+11x7-8x5-7x5-7x*+9x5-
8x2+x-3 por x"+11x°

Para dar solucion al ejercicio anterior se siguen
los pasos presentados en la pantalla de Divenpo.
Desde aqui se puede chequear la solucion
haciendo clic en el botén “Generar Polinomios”,
0 se puede acceder al estudio de cada uno de
los pasos de la solucidn del ejercicio propuesto
al hacer clic en el botdén “Paso a Paso”. De igual
forma ocurre con los demas tipos de ejercicios.
Después de ver la solucion directa, el usuario
también puede acceder a la revision de cada
paso del procedimiento. Este puede hacer clic en
el botdn “Paso a Paso” y tendra acceso a cada

uno de los pasos del procedimiento de solucion
en la division planteada, con los polinomios
generados en el ejercicio en cuestion. De
manera analoga sucede en cada uno de los
tipos de ejercicios.

8. Andlisis de resultados

Esta alternativa didactica de la division de
polinomios basada en la regla de Gamboa se
aplicé en varias instituciones de Las Tunas,
provincia oriental de Cuba. Asi se implementd
la utilizacion de la regla practica y del software
Divenpo tanto en el nivel preuniversitario como
en dos de las tres universidades de la region.

La aplicacion de métodos, el disefio de
acciones, la toma de decisiones y medidas
para implementar la alternativa exitosamente
se desarrollé fundamentalmente a través de los
siguientes momentos:

e Seleccioén de los profesores.
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e Disefio de acciones para enfrentar la
resistencia al cambio de forma de ensefar la
divisién de polinomios.

¢ Disefo de actividades didacticas por cada uno
de los profesores.

Como consecuencia, seleccionamos profesores
que reaccionaron de disimiles formas ante
la solicitud de implementar la alternativa, en
un proceso que tuvo diferentes matices por la
magnitud de los cambios que propusimos en
la forma de dividir polinomios y en los medios
didacticos para hacerlo, lo que incrementé
su complejidad y exigi6 mayor disposicién a
colaborar. Este obstaculo inicial revelé que, para
implementar la regla de Gamboa y Divenpo, es
necesario atender aspectos técnicos y humanos,
y que la capacidad para tratar los ultimos
potencia el proceso de aceptacién y adopcion
de esta forma de dividir.

Los profesores que escogimos finalmente
comprendieron que los cambios estaban
vinculados a la necesidad de la busqueda
de diversidad y actualizacion didactica para
ensefar los diferentes temas matematicos,
lo que se traduce en mayor preparacion en el
contenido especifico objeto de estudio. Sin
embargo, lo interesante de esta investigacién
es que la mayoria de las dificultades y
facilidades, que obstaculizaron e impulsaron
nuestra propuesta, estuvieron relacionadas con
aspectos humanos del cambio. Entonces, el
conjunto adecuado de técnicas y condiciones
que permiten el aprovechamiento practico de la
regla y el software no basta para implementarlos
en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la
Matematica.

En el proceso que pusimos en funcionamiento
para desarrollar la alternativa de la regla de
Gamboa y Divenpo en la divisiéon de polinomios,
comprobamos escaso conocimiento de los
diferentes métodos que se pueden emplear
ademas del clasico. Tal situacion demoré la

asuncion de la nueva forma que proponemos,
manifestandose resistencia por no saber en qué
consistian los cambios, para qué implementarlos
ni su impacto. Esto revelé la necesidad de
enfrentar la resistencia al cambio por no conocer.

Como consecuencia, desarrollamos sesiones
de reflexion y debate para optimizar el proceso
y los resultados sobre los métodos mas usados
en la division entera de polinomios. En este
proceso reind un ambiente de intercambio,
colaboracién y empatia, que contribuyé a su
productividad. Sucedié entonces que, cuando
los profesores tuvieron suficiente informacion
sobre los cambios que proponemos, también se
manifesto resistencia en un nimero significativo
de ellos, porque consideraron que no podian
planificar propuestas didacticas como las que
propusimos. Exteriorizaron que se sintieron
condicionados por la poca flexibilidad de la
organizacion del centro, y por no tener las
habilidades requeridas. Esto reveld la necesidad
de enfrentar también la resistencia al cambio por
no poder.

La situacion anterior provoco cierta inmovilidad
en el proceso que implementamos. Algunos
factores que favorecieron esto fueron la falta
de capacidad individual, que limitd el accionar
concreto, las dificultades para el trabajo en
equipo, la percepciéon de la falta de recursos,
y la sensacién de que el verdadero cambio no
podia producirse. Los profesores expresaron su
escasa autonomia para encarar las iniciativas
realmente necesarias.

Como consecuencia, nos propusimos atender
las insuficiencias de los factores anteriores,
con trabajo individual y colectivo en funcion de
la capacitacion didactica del personal docente.
Desarrollamos varias sesiones de debate
y reflexién, de opinién critica y elaboracién
colectiva, de preparacidon didactica, de
planificaciony ejecucion de clases metodoldgicas
como ejemplos.
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No obstante, cuando los profesores conocieron lo
suficiente sobre la regla de Gamboa y el software
didactico Divenpo, y se sintieron capaces
de realizarlo en el proceso de ensefanza-
aprendizaje de la Matematica, tuvimos que
enfrentar un nuevo reto relacionado con la
verdadera voluntad de asumirlo. En algunos
de estos, la naturaleza del cambio desperté
sentimientos de rechazo, por considerar que
no les convenia o que les restaba comodidad.
Esto revelo la necesidad de enfrentar ademas la
resistencia al cambio por no querer.

Entre los profesores que no quisieron asumir
inicialmente el trabajo con la regla, hubo
quienes lo hicieron por la necesidad de mayor
esfuerzo personal y otros por incertidumbre,
pues los efectos del cambio no son totalmente
predecibles, lo que generd temor por falta de
confianza en sus resultados. No obstante hubo
dos profesores, un numero no significativo,
quienes estuvieron en desacuerdo con la
exigencia de la diversidad en la introduccion
de resultados, por dificultades para abandonar
habitos muy arraigados. Estos ultimos finalmente
declinaron de aplicar la regla y el software en el
proceso de ensefanza-aprendizaje.

Como resultado de lo anterior, desarrollamos
acciones para demostrar las ventajas de la
nueva forma, las desventajas de no asumirla y
fundamentalmente el caracter experimental de
tal aplicacién para valorar resultados y poder
estar en condiciones de valorar resultados en
el aprendizaje de los estudiantes. Buscamos un
cambio de mentalidad basado en la motivacion
para el cambio, por el aumento de conocimiento
y concienciacion. Ademas, aprovechamos
la influencia de los motivados para ello. La
aportacion personal de los directivos, su
confianza, fue crucial.

Al mismo tiempo, en un numero significativo
de profesores primé, durante el proceso de
implementacion, sentimientos de entusiasmo

por la posibilidad de un proceso de ensefanza-
aprendizaje con mayor variedad y las
expectativas de crecimiento personal. Esto lo
logramos con acciones dirigidas a comunicar la
necesidad de la regla y el software, enfrentar la
resistencia al cambio, generar el compromiso
de los directivos, facilitar la participacion del
personal, pensar sobre la organizacion en forma
integrada y medir el desarrollo del proceso.

Cuando estuvieron creadas las condiciones
necesarias, entonces, cada uno de los
profesores enfrentd el disefio de actividades
didacticas tomando como bases nuestros
aportes. Comprobamos que los profesores
comprendieron el proceso y la pertinencia de la
propuesta que hacemos. Al evaluar el impacto
del empleo de la regla y el software percibimos
un cambio en el estilo de aprendizaje de los
estudiantes. Estos manifestaron satisfaccion,
consideraron que sus profesores estuvieron
mejor preparados e impartieron mejores
clases porque les ofrecieron mayor variedad
en las alternativas y con mayor conexién
con los conocimientos precedentes. También
observamos el movimiento de un caracter
reproductivo del proceso de ensefanza-
aprendizaje hacia uno que estimula la reflexion
y el protagonismo estudiantil.

CONCLUSIONES

La realizacion de la division de polinomios
siguiendo la regla practica que planteamos, y la
implementacion del software que proponemos
para perfeccionar la mediaciéon didactica de
su proceso de ensefianza-aprendizaje, dota a
los estudiantes de nuevas herramientas en el
enfrentamiento a este topico. Esto permite a
profesores y estudiantes indagar mas sobre su
propia practica y fortalecer los conocimientos
que poseen.

En el aspecto instructivo pueden conseguirse
efectos positivos para los estudiantes con la
Regla de Gamboa, ya que estos conocen la
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Regla de Ruffini y el método de los coeficientes
indeterminados, por lo que pueden tener
una participacion mas activa y reflexiva en la
elaboracién del objeto matematico divisidon
entera de polinomios. Esto podrian realizarlo
a través de las experiencias escolares previas
para que construyan y atribuyan significados
a lo que aprenden. El profesor puede tomar
la decision de cual o cuéles de estas nuevas
representaciones emplear, atendiendo al
diagndstico pedagégico integral, y brindar un
mejor tratamiento a los errores y potencial de
los estudiantes.

Al mismo tiempo, el hecho de contar con
Divenpo ofrece la posibilidad de calcular la
division entera de cualesquiera dos polinomios.
También se puede emplear como recurso
didactico en funcién de asimilar el procedimiento
para hacerlo, y ademas se puede acceder a
una buena cantidad de ejemplos y ejercicios
con él para llevarlos al proceso de ensefanza-
aprendizaje de esta tematica.
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