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RESUMEN. Se propone una clase de dominios no cilíndricos con frontera que cumple
una regularidad de tipo Lipschitz mixta, según se define en el texto, y en donde se pueden
plantear y resolver problemas para ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabólico,
tales como la ecuación de calor. Con una versión adecuada del teorema de la función
implícita, se prueba que estos dominios son del tipo considerado en referencias previas
bien conocidas.
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ABSTRACT. We present a class of non-cylindrical domains where Dirichlet-type pro-
blems for parabolic equations, such as the heat equation, can be posed and solved. The
regularity for the boundary of this class of domains is a mixed Lipschitz condition, as
described in the bulk of the paper. The main tool is an adequate version of the implicit
function theorem for functions with this kind of regularity. It is proved that the class
introduced herein is of the same type as domains previously considered by several
authors.
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1. Motivación

En algunos trabajos relativamente recientes, se han considerado problemas de tipo Di-
richlet asociados a la ecuación de calor, o ecuaciones de segundo orden de tipo parabólico
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sobre dominios no cilíndricos, cuya frontera cumple una regularidad local de tipo Lips-
chitz (1,1/2), descrita con precisión posteriormente. Una lista incompleta de referencias,
ordenada más o menos cronológicamente, incluye [20, 4, 24, 25, 13, 15, 14, 28, 5, 30, 16,
26, 29, 2, 31, 6, 9] y el libro [27].

Nuestro objetivo es definir una clase de dominios no cilíndricos de Rn+1 donde
los resultados principales de estas referencias tengan validez, y cuya frontera tenga una
descripción más o menos directa en un sentido muy preciso.

Para explicar este sentido, hacemos notar que para problemas de tipo elíptico en
dominios de Rn, tales como el problema Lp Dirichlet para el laplaciano, se tiene la noción
de dominio Lipschitz estrellado; ver [22, p. 45] y [34]. Como recordaremos a continuación,
hay una descripción directa de este tipo de dominios usando coordenadas esféricas de
Rn. Así, podemos describir de manera sucinta nuestro objetivo, diciendo que queremos
una definición análoga a ésta, adaptada a problemas de tipo parabólico con el uso de
coordenadas cilíndricas.

Dos clases de dominios Lipschitz

Definición 1. Un conjunto abierto y acotado Ω ⊂ Rn es un dominio Lipschitz estrellado
(centrado en el origen), si en coordenadas esféricas de Rn puede escribirse como:

Ω =
{
r · ω : ω ∈ Sn−1, 0 ≤ r < φ(ω)

}
,

donde Sn−1 denota la esfera unitaria en Rn y φ : Sn−1 → (0,∞) es una función de tipo
Lipschitz. Esto quiere decir, que existe una constante M > 0 tal que |f(x) − f(y)| ≤
M |x− y| para x, y ∈ Sn−1.

En esta definición y subsecuentemente, denotamos con |x| a la norma euclidiana usual
de x ∈ Rn, dado que el contexto no causa riesgo de confusión con el valor absoluto en R.

Como ejemplo para fijar ideas, uno puede pensar en el dominio en R2 cuya frontera
esté descrita, usando coordenadas polares, por medio de

{r · ω ∈ R2 : r = φ(ω) = 2 + cosω, 0 ≤ ω < 2π}.

Obsérvese que como Ω =
{
r · ω : ω ∈ Sn−1, 0 ≤ r ≤ φ(ω)

}
y φ es continua, enton-

ces se tiene

∂Ω =
{
ω · φ(ω) : ω ∈ Sn−1

}
= ∂Ω.

Definición 2. Decimos que un conjunto abierto Ω ⊂ Rn con ∂Ω = ∂Ω es un dominio
Lipschitz, si para cada x0 ∈ ∂Ω existe un nuevo sistema coordenado que proviene del
sistema canónico a través de una composición de traslaciones y rotaciones, junto con
un cilindro C de la forma B × I (donde B es una bola de Rn−1 e I es un intervalo)
que contiene a x0 y una función Lipschitz ψ : Rn−1 → R, cuya gráfica Σ(ψ,Rn−1) ={

(x, ψ(x)) : x ∈ Rn−1
}

contiene a x0, ψ(B) ⊂ I , y tal que C ∩ ∂Ω = C ∩ Σ(ψ,Rn−1).
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La definición anterior ha sido tomada de [34], pero se ha manejado en referencias
previas, como [18, 8, 33]. Véase también el artículo panorámico [21] y el más reciente
trabajo [17].

El siguiente resultado establece la conexión entre estos tipos de dominios.

Teorema 1. Si Ω es un dominio Lipschitz estrellado, entonces es un dominio Lipschitz.

La prueba de este teorema está en [34], y se obtiene a través de la siguiente versión del
teorema de la función implícita, también demostrada en aquel trabajo.

Teorema 2 (Teorema de la función implícita para funciones Lipschitz). Sean Um ⊂ Rm y
Un ⊂ Rn conjuntos abiertos. Para a ∈ Um y b ∈ Un sea f : Um×Un → Rn una función
tal que f(a, b) = 0, cumpliendo además una condición de tipo Lipschitz de la forma

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| ≤ K1|(x1 − x2, y1 − y2)|. (1)

Supóngase además que

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≥ K2|y1 − y2| (2)

para cierta K2 > 0 y para todo (x, y1), (x, y2) ∈ Um × Un. Entonces existe un conjunto
Vm ⊂ Rm abierto tal que a ∈ Vm ⊂ Um y una única función φ : Vm → Un cumpliendo
una condición de tipo Lipschitz

|φ(x1)− φ(x2)| ≤ K ′|x1 − x2| para x1, x2 ∈ Vm (3)

y tal que {(x, y) ∈ Vm × Un : f(x, y) = 0} = {(x, φ(x)) : x ∈ Vm}.

Estrategia general del presente trabajo

Obsérvese que gracias al teorema 1, se tiene la posibilidad de que las estimaciones
locales cruciales que llevan a la solución de problemas Lp Dirichlet para el laplaciano, y
que sabemos que se cumplen sobre dominios Lipschitz, tendrán ahora validez en dominios
Lipschitz estrellados. El lector puede ver la descripción general del método de la medida
armónica para resolver problemas tipo Lp Dirichlet en [21, p. 141-143], o el tratamiento
más completo que aparece, por ejemplo, en [7, 8, 12].

Recuérdese además que, según se mencionó al inicio de esta sección, parte de nuestro
objetivo es que algunos resultados para ecuaciones de tipo parabólico, válidos en cierta
clase de dominios no cilíndricos, tengan también validez en los dominios que queremos
definir en este trabajo.

Trataremos entonces de describir, por medio de coordenadas cilíndricas de Rn+1, un
análogo adecuado de los dominios Lipschitz estrellados, y se establecerá un análogo al
teorema 1 (ver teorema 6), lo que probará que los resultados en las referencias mencionadas
al inicio de esta sección tendrán validez en nuestra clase de dominios.

Los detalles de estas adaptaciones están en la siguiente sección, y se basan en ideas de
la ya varias veces citada referencia [34]; es decir, que se probará el análogo al teorema 1
usando una adecuada versión del teorema de la función implícita (ver teorema 5).
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Observaciones sobre el teorema 2

Vale la pena recalcar, que esta versión del teorema de la función implícita no requiere
que las funciones involucradas sean de clase C1, como usualmente se expone en los textos
clásicos de análisis matemático básico (ver p. ej. [1]). Sin embargo, su enunciado conserva
ciertas características esenciales:

Regularidad. En este caso, la función involucrada f y la función implícita φ cumplen
una condición de tipo Lipschitz como (1) o (3).

No degenerancia. En lugar de tener cierto jacobiano distinto de cero, se pide que se
cumpla la propiedad (2).

Unicidad. La función implícita φ que se obtiene es única.

Además, esta versión de este fundamental teorema donde se reducen las condiciones
de regularidad no es de ningún modo óptima. Se invita al lector interesado a consultar
la interesante monografía [23], o al lector más especializado en estos temas, a revisar el
reciente trabajo de investigación [3].

Aún así, tendremos oportunidad de exponer las ideas principales de estas pruebas en la
siguiente sección, cuando las adaptemos para demostrar nuestros teoremas principales.

2. Definiciones básicas y resultados principales

Cada vez que el espacio euclidiano Rn+1 o Rn contenga la variable t (que en problemas
asociados a la ecuación de calor se le asocia a la variable del tiempo), lo dotaremos con
una nueva métrica que respete un tipo de dilatación no isotrópica que aquí describiremos.
Con esta nueva homogeneidad, definiremos también la versión adaptada de funciones de
tipo Lipschitz con su correspondiente teorema de la función implícita, para posteriormente
definir la nueva clase de dominios no cilíndricos.

2.1. Homogeneidad parabólica en Rn+1

Para iniciar, usaremos la notación de DOOB (ver [10, Chapter XV]) para espacios
euclidianos que contengan la variable t:

Ṙn+1 = {(t, x) : t ∈ R, x ∈ Rn}, Ṙn = {(t, x′) : t ∈ R, x′ ∈ Rn−1}.

Para aclarar algunos enunciados posteriores, podemos usar una notación similar para
puntos o subconjuntos de estos espacios. Así, escribiríamos por ejemplo U̇ ⊂ Ṙn+1, para
aclarar que U es subconjunto de un espacio euclidiano (n+ 1) dimensional que incluye la
variable t.

Para motivar el uso de un cambio de homogeneidad en Ṙn+1, consideremos una
función u(t, x) que sea solución de la ecuación de calor Hu = 0, donde el operador de
calor está dado por:

Hu(t, x) =
∂u

∂t
−

n∑
j=1

∂2u

∂x2j
, x = (x1, . . . , xn).
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Dada λ > 0 consideramos v(t, x) = u(λαt, λβx), y nos preguntamos para cuáles valores
α, β > 0 se cumple que v es también solución de Hv = 0. Unos cálculos más o menos
directos llevan a que se debe cumplir 2β = α.

Ahora, obsérvese que el valor β = 1 corresponde a la dilatación usual (isotrópica)
de Rn, y que ésta nos lleva naturalmente al valor α = 2. Con estos valores tenemos una
dilatación (no isotrópica) en Ṙn+1 que induce un cambio de homogeneidad: dada λ > 0

se define

Tλ(t, x) = (λ2t, λx) =

[
λ2 ~0
~0 λIn

] [
t

x

]
, (4)

donde In denota la matriz identidad de n×n, y~0 denota el vector cero (columna o renglón)
de Rn. Observemos que la norma de la matriz en (4) que representa a Tλ como operador
de Rn+1 a sí mismo está dada por ‖Tλ‖ = máx{λ, λ2}.

Un modo de dotar a Ṙn+1 con una métrica acorde con éste y cambios más generales de
homogeneidad, fue presentado por B. F. JONES [19] y E. FABES y N. RIVIÈRE [11, 32] al
estudiar integrales singulares asociadas a la ecuación de calor. A continuación, presentamos
algunas de esas ideas, que en las referencias originales consideran una dilatación más
general que la Tλ antes definida.

Iniciemos notando que un modo de obtener la norma euclidiana usual de x ∈ Rn,
x 6= ~0, es a través de la solución r de la ecuación:

n∑
j=1

x2j
r2

= 1 suponiendo x = (x1, . . . , xn).

Para introducir el cambio de homogeneidad en Ṙn+1, dado (t, x) ∈ Ṙn+1 \ {(0,~0)}
buscamos la solución ρ a la ecuación

t2

ρ4
+

n∑
j=1

x2j
ρ2

= 1 de nuevo suponiendo x = (x1, . . . , xn).

Para justificar la existencia de este valor consideremos

F :
(
Ṙn+1 \ {(0,~0)}

)
× (0,∞)→ R dada por

F (t, x, ρ) =
t2

ρ4
+

n∑
j=1

x2j
ρ2
, con x = (x1, . . . , xn).

Entonces F es una función continua y decreciente en la variable ρ que además cumple

ĺım
ρ→∞

F (t, x, ρ) = 0, ĺım
ρ→0

F (t, x, ρ) =∞. (5)

En consecuencia, dado cualquier (t, x) ∈ Ṙn+1 \ {(0,~0)} existe un único ρ = ρ(t, x),
tal que F (t, x, ρ) = 1. Definiendo además ρ(0,~0) = 0, estamos listos para definir una
métrica en Ṙn+1.
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Observemos primero que una consecuencia directa de esta definición es que se de-
berá cumplir ρ(Tλ(t, x)) = λρ(t, x). En efecto, notemos que para todo x ∈ Rn, t ∈ R,
ρ > 0 y λ > 0 se tiene F (λ2t, λx, λρ) = F (t, x, ρ). Fijos x ∈ Rn, t ∈ R, llame-
mos ρ1 a la solución de F (t, x, ρ1) = 1. Entonces, por la identidad anterior, se tendrá
F (λ2t, λx, λρ1) = 1, lo cual prueba que ρ2 = λρ1 es solución de F (Tλ(t, x), ρ2) = 1; es
decir, ρ(Tλ(t, x)) = λρ(t, x), como se quería.

Otra consecuencia inmediata de la definición es que |T1/λ(t, x)|2 = F (t, x, λ) para
x ∈ Rn, t ∈ R y λ > 0. Aquí cabe recordar que hemos convenido que | · | denote a la
norma euclidiana de Rn. Ahora, en la identidad anterior y para los siguientes argumentos,
convenimos que también denote a la norma euclidiana usual en Rn+1.

El siguiente resultado confirma la intuición de que ρ tiene cierto parecido con una
norma, y aparece en [32, Theorem 7.1] para cambios de homogeneidad más generales.

Teorema 3. La función D(t, x; s, y) = ρ(t− s, x− y) es una métrica en Ṙn+1.

Antes de describir la prueba, hacemos notar que la misma idea puede aplicarse al
espacio Ṙn, para convertirlo en un espacio métrico y con la nueva homogeneidad antes
descrita.

Demostración. Por definición D(t, x; s, y) = 0 si y sólo si t = s y x = y. Para probar
la desigualdad del triángulo debemos probar que ρ(t − τ, x − z) ≤ ρ(t − s, x − y) +

ρ(s − τ, y − z). Pero entonces basta probar que ρ(t + s, x + y) ≤ ρ(t, x) + ρ(s, y).
Para demostrar esto, pongamos λ1 = ρ(t, x) y λ2 = ρ(s, y). Ahora, afirmamos que la
desigualdad ∣∣T(λ1+λ2)−1(t+ s, x+ y)

∣∣ ≤ 1 (6)

implica que λ1 + λ2 ≥ ρ(t+ s, x+ y), lo cual ya establece la desigualdad del triángulo.

Para establecer la afirmación anterior, iniciemos recordando que sabemos por definición
que F (t + s, x + y, ρ(t + s, x + y)) = 1. Así, con la segunda observación a partir
de la definición de F , podemos escribir (6) como F (t + s, x + y, λ1 + λ2) ≤ 1 =

F (t+ s, x+ y, ρ(t+ s, x+ y)). Como se ha mencionado antes, F (t, x, ρ) es decreciente
como función de ρ, lo cual nos lleva a que λ1 + λ2 ≥ ρ(t + s, x + y), que es lo que se
quiere probar.

Para demostrar (6) notemos que:∣∣T(λ1+λ2)−1(t+ s, x+ y)
∣∣ ≤ ∣∣Tλ1(λ1+λ2)−1(T1/λ1

(t, x))
∣∣+
∣∣Tλ2(λ1+λ2)−1(T1/λ2

(t, x))
∣∣

≤ λ1
λ1 + λ2

|T1/λ1
(t, x)|+ λ2

λ1 + λ2
|T1/λ2

(s, y)| = 1

pues por la elección de λ1 y λ2, y por la definición de ρ tendremos

|T1/λ1
(t, x)| = F (t, x, λ1) = 1 y |T1/λ2

(s, y)| = F (s, y, λ2) = 1.
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A partir de ahora usaremos la notación ‖(t, x)‖ = ρ(t, x), basados en el resultado
anterior. Aunque esta cantidad no define una norma, sí será útil notacionalmente llamarla
norma y escribirla de esta forma para establecer un paralelo con lo descrito en la primera
sección.

Antes de terminar este párrafo, notemos que un cálculo directo establece que existen
constantes C0, C1 > 0 tales que para (t, x) ∈ Ṙn+1

C0(|t|1/2 + |x|) ≤ ‖(t, x)‖ ≤ C1(|t|1/2 + |x|). (7)

Aquí hacemos notar de nuevo que se ha adoptado la notación |t| para el valor absoluto
de t ∈ R, y |x| para la norma euclidiana de x ∈ Rn. En la siguiente sección de hecho |y|
denotará la norma euclidiana de y ∈ Rm para cualquier m = 1, 2, 3, . . .

2.2. Funciones de tipo Lip(1,1/2) y su versión del teorema de la función implícita

Definición 3. Dado U̇ ⊂ Ṙn+1, decimos que una función f : U̇ → Rm es Lip(1,1/2) en
U̇ si existe una constante M > 0 tal que:

|f(t, x)− f(s, y)| ≤M(|t− s|1/2 + |x− y|) para (t, x), (s, y) ∈ U̇ .

Según la notación recién presentada y (7), tendremos que para estas funciones se
cumple:

|f(t, x)− f(s, y)| ≤MC−10 ‖(t− s, x− y)‖

es decir, que las funciones Lip(1,1/2) son las funciones Lipschitz respecto a la norma ‖ · ‖.

Teorema 4. Sea U̇ ⊂ Ṙm+1 abierto y f : U̇ → Ṙm+1 una función con f(U̇) ⊂ Ṙm+1 y
supóngase existen M,K > 0 tales que:

(1) ‖f(α)− f(β)‖ ≤M‖α− β‖, para α, β ∈ U̇
(2) ‖f(α)− f(β)‖ ≥ K‖α− β‖, para α, β ∈ U̇ .

Entonces f es biyectiva de U̇ a f(U̇), y f(U̇) es abierto. Además su función inversa f−1

cumple estimaciones como (1) y (2).

Demostración. Claramente f : U̇ → f(U̇) ⊂ Ṙm+1 ya es suprayectiva. Veamos aho-
ra que también es inyectiva en U̇ . Si α, β ∈ U̇ con f(α) = f(β), entonces 0 =

‖f(α)− f(β)‖ ≥ K‖α− β‖ y de aquí que α = β.

Como ya f es biyectiva de U̇ a f(U̇) entonces tiene función inversa, que denotamos
por f−1. Sean α′, β′ ∈ f(U̇), α′ = f(α) para algún α ∈ U̇ , β′ = f(β) para algún β ∈ U̇ .
Entonces se cumplen

‖f−1(α′)− f−1(β′)‖ = ‖α− β‖ ≤ K−1‖f(α)− f(β)‖ = K−1‖α′ − β′‖,
‖f−1(α′)− f−1(β′)‖ = ‖α− β‖ ≥M−1‖f(α)− f(β)‖ = M−1‖α′ − β′‖

por lo que f−1 cumple estimaciones como (1) y (2). Finalmente por ser f−1 continua en
f(U̇) la imagen inversa (f−1)−1(U̇) = f(U̇) es un abierto.
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Teorema 5 (Teorema de la función implícita). Sean U̇m+1 ⊂ Ṙm+1 y Un ⊂ Rn conjuntos
abiertos, y para a ∈ U̇m+1 y b ∈ Un sea f : U̇m+1 × Un → Rn una función cumpliendo
una condición de tipo Lip(1, 1/2) de la forma:

|f(t, x, y)− f(s, z, w)| ≤M
(
|x− z|+ |s− t|1/2 + |y − w|

)
,

y tal que f(a, b) = ~0. Supóngase además que

|f(t, x, y)− f(t, x, w)| ≥ K|y − w|

para cierta K > 0 y para todo (t, x) ∈ U̇m+1 y todo y, w ∈ Un. Entonces existe un
conjunto V̇m+1 ⊂ Rm+1 abierto tal que a ∈ V̇m+1 ⊂ U̇m+1 y una función φ : V̇m+1 →
Un cumpliendo una condición de tipo Lip(1,1/2) de la forma:

|φ(t, x)− φ(s, z)| ≤M ′
(
|x− z|+ |s− t|1/2

)
, (8)

y para la cual se cumple{
(t, x, y) ∈ V̇m+1 × Un : f(t, x, y) = 0

}
=
{

(t, x, φ(t, x)) : (t, x) ∈ V̇m+1

}
.

Demostración. Tomando una ε > 0 cuya elección precisa será especificada después, consi-
deremos la función g : U̇m+1×Un → Ṙm+1×Rn dada por g(t, x, y) = (t, x, εf(t, x, y)).
En la siguiente argumentación nos conviene visualizar a Ṙm+1 × Rn como Ṙm+1+n y así
poder aplicar las ideas antes descritas. Para (t, x, y), (s, z, w) en U̇m+1 × Un tenemos:

‖g(t, x, y)−g(s, z, w)‖ = ‖(t− s, x− z, ε(f(t, x, y)− f(s, z, w)))‖

≤ C1

(
|t− s|1/2 + |x− z|+ ε|f(t, x, y)− f(s, z, w)|

)
≤ C1

(
|t− s|1/2 + |x− z|+ εM(|x− z|+ |s− t|1/2 + |y − w|

)
≤ p

(
|x− z|+ |y − w|+ |t− s|1/2

)
≤ pC0‖(t, x, y)− (s, z, w)‖

con p = C1(1 + εM), por lo que g es continua en U̇m+1 × Un.

Pero observemos que también para (t, x, y), (s, z, w) ∈ U̇m+1 × Un tendremos:

‖g(t, x, y)− g(s, z, w)‖ ≥ C0

(
|t− s|1/2 + |x− z|

)
+ C0ε|f(t, x, y)− f(s, z, w)|

≥ C0

(
|t− s|1/2 + |x− z|

)
+

+ C0ε|f(t, x, y)− f(t, x, w)| − C0ε|f(s, z, w)− f(t, x, w)|

≥ C0

(
|t− s|1/2 + |x− z|

)
+ C0Kε|y − w| −MC0ε

(
|x− z|+ |t− s|1/2

)
= C0(1−Mε)|t− s|1/2 + C0(1−Mε)|x− z|+ C0Kε|y − w|

≥ q
(
|t− s|1/2 + |x− z|+ |y − w|

)
≥ C−11 q‖(t, x, y)− (s, z, w)‖ (9)

tomando q = mı́n {C0(1−Mε), C0Kε} y 0 < ε < M−1. De este modo, g satisfa-
ce las hipótesis del teorema 4, por lo que g(U̇m+1 × Un) es un conjunto abierto y
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g : U̇m+1 × Un → g(U̇m+1 × Un) es biyectiva con función inversa cumpliendo esti-
maciones como (1) y (2) del teorema 4.

Consideremos ahora las proyecciones canónicas,

πm+1 : Ṙm+1 × Rn → Ṙm+1, πm(t, x, y) = (t, x)

πn : Ṙm+1 × Rn → Rn, πn(t, x, y) = y.

Sea V̇m+1 = B(a) ⊂ Ṙm+1 una bola en el sentido usual (sin cambio de homogeneidad)
con centro en a y de radio tal que B(a) ⊂ U̇m+1 y πn(g−1(t, x, 0)) ∈ Un para todo
(t, x) ∈ B(a). Nos es posible tomar esa bola porque πn(g−1(a, 0)) = b y porque πn y
g−1 son continuas. Ahora defínase φ : V̇m+1 → Un como φ(t, x) = πn(g−1(t, x, 0)). De
esta definición de φ se sigue directamente que φ(a) = b. Ahora, por definición de g para
(t, x) ∈ V̇m+1 se tiene:

(t, x, 0) = g(g−1(t, x, 0)) = g(πm+1(g−1(t, x, 0)), πn(g−1(t, x, 0)))

= (πm+1(g−1(t, x, 0)), εf(πm+1(g−1(t, x, 0)), φ(t, x))).

Al ser g inyectiva se concluye:

(t, x) = πm+1(g−1(t, x,0)) y f(πm+1(g−1(t, x, 0)), φ(t, x)) = 0

de donde f(t, x, φ(t, x)) = 0 para (t, x) ∈ Vm+1, esto es,

{(t, x, y) ∈ Vm+1 × Un : f(t, x, y) = 0} ⊃ {(t, x, φ(t, x)) : x ∈ Vm+1}.

Ahora, si (t, x, y) ∈ V̇m+1 × Un es tal que f(t, x, y) = 0, entonces g(t, x, y) =

(t, x, 0) lo que implica (t, x, y) = g−1(t, x, 0), después de proyectar se tiene y =

πn(g−1(t, x, 0)) = φ(t, x), lo cual nos permite escribir:{
(t, x, y) ∈ V̇m+1 × Un : f(t, x, y) = 0

}
⊂
{

(t, x, φ(x)) : x ∈ V̇m+1

}
.

Para terminar la prueba, veamos que φ cumple la condición Lip(1,1/2) en (8). Para
esto notemos que g(t, x, φ(t, x)) = (t, x, εf(t, x, φ(t, x))) = (t, x, 0), por lo que por (9),
si (t, x1), (s, x2) ∈ ˙Vm+1,

q|φ(t, x1)−φ(s, x2)| ≤ q
(
|t− s|1/2 + |x1 − x2|+ |φ(t, x1)− φ(s, x2)|

)
≤ qC−10 ‖(t, x1, φ(t, x1))− (s, z, φ(s, x2))‖
≤ C1C

−1
0 ‖g(t, x1, φ(t, x1))− g(s, x2, φ(t, x2))‖

≤ pC1‖(t, x1, 0)− (s, x2, 0)‖ ≤ pC2
1

(
|t− s|1/2 + |x1 − x2|

)
.

Así |φ(t, x1)−φ(s, x2)| ≤ q−1pC2
1 (|t−s|1/2 + |x1−x2|), lo cual culmina la prueba.
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2.3. Dominios no cilíndricos en Rn+1

Comencemos dando una variante de lo que se entiende por un dominio dado localmente
por gráficas de tipo Lip(1,1/2). En efecto, la siguiente definición es muy parecida a la dada
en [5], pero también es similar a la adoptada por ejemplo en [4, 24, 25, 13, 15, 14, 28, 29,
2, 31, 6, 9].

Definición 4. Decimos que un conjunto abierto y conexo Ω ⊂ Ṙn+1 cumpliendo ∂Ω =

∂Ω es un dominio Lip(1,1/2) si para cada Ẋ0 ∈ ∂Ω existe un nuevo sistema de coordenadas
que proviene del original por medio de una rotación en las variables x, junto con un cilindro
C de la forma B × I(donde B es una bola en Ṙn e I un intervalo en R) que contiene
a Ẋ0 y una función ψ : B → R de clase Lip(1,1/2), cuya gráfica local Σ(ψ,B) =

{(t, x′, ψ(t, x′)) : (t, x′) ∈ B} contiene a Ẋ0 tal que C ∩ ∂Ω = C ∩ Σ(ψ,B).

En analogía con la definición de dominio Lipschitz estrellado usando coordenadas
esféricas, damos a continuación la definición de dominio no cilíndrico estrellado, usando
coordenadas cilíndricas. La notación que adoptamos para las coordenadas cilíndricas de
Rn+1 es (s, rω) con s ∈ R (la variable de tiempo), r ≥ 0 y ω ∈ Sn−1. En esta notación
hemos escrito rω en lugar de r · ω que habíamos usado al inicio de la sección 1 para las
coordenadas esféricas de Rn. La razón es sólo simplificar la tipografía de cálculos que
presentamos más adelante.

Definición 5. Decimos que un conjunto abierto Ω ⊂ Ṙn+1 es un dominio no cilíndri-
co estrellado de clase Lip(1,1/2) si Ω =

{
(s, rω) : ω ∈ Sn−1, 0 ≤ r < φ(s, ω), s ∈ R

}
,

donde Sn−1 es la esfera unitaria en Rn y la función φ : R× Sn−1 → (0,∞) cumple una
condición Lip (1,1/2) de la forma

|φ(t1, ω1)− φ(t2, ω2)| ≤M
(
|t1 − t2|1/2 + |ω1 − ω2|

)
,

cumpliendo además δ0 < φ(s, ω) < K0 para ciertas constantes δ0,K0 > 0.

Esta última condición la hemos incluido para garantizar que Ω mantenga las propieda-
des de acotamiento, no degenerancia y de ser estrellado de manera uniforme en la variable
t, todas ellas deseables para el potencial uso de técnicas de la llamada medida calórica o
parabólica (ver p. ej. [28, 31]).

Nótese además que dejando la variable del tiempo s fija, y definiendo Ω(s) = {(s, rω) :

ω ∈ Sn−1, 0 ≤ r < φ(s, ω)} se cumplirá que Ω(s) es un dominio Lipschitz estrellado tal
y como lo definimos en la primera sección.

Como una vez más tenemos que Ω =
{

(s, rω) : ω ∈ Sn−1, 0 ≤ r ≤ φ(s, ω), s ∈ R
}

y φ es continua, tendremos ahora ∂Ω =
{

(s, ωφ(s, ω)) : ω ∈ Sn−1, s ∈ R
}

= ∂Ω.

Lema 1. Si ω1, ω2 ∈ Sn−1 y r1, r2 ∈ R+ = (0,∞), entonces se cumple

|ω1 − ω2|2 = r−11 r−12 (|r1ω1 − r2ω2|2 + |r1 − r2|2).
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Demostración. Usando el producto interno en Rn es fácil ver que

|r1ω1 − r2ω2|2 = r21 + r22 − 2r1r2ω1 · ω2,

|r1 − r2|2 = r21 + r22 − 2r1r2, |ω1 − ω2| = 2− 2ω1 · ω2.

La prueba se completa al combinar las primeras dos igualdades para obtener la tercera.

Teorema 6. Si Ω es un dominio no cilíndrico estrellado de clase Lip(1,1/2), entonces es
un dominio Lip(1,1/2).

Demostración. Como Ω es un dominio no cilíndrico estrellado de clase Lip(1,1/2), en-
tonces tiene la forma

{
(s, rω) : ω ∈ Sn−1, 0 ≤ r < φ(s, ω), s ∈ R

}
, según se especificó

antes. En lo que sigue, usaremos también la notación x = (t, x′, xn) ∈ Ṙn+1 donde
x′ ∈ Rn−1, xn, t ∈ R.

Sea α ∈ ∂Ω, que usando una rotación alrededor del eje t, y una traslación paralela al eje
t. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que α ∈ ∂Ω ∩ {(0, 0′, λ) : λ ∈ (0,∞)}.
Esto es α = (0, 0′, λ) con λ = φ(en+1) > 0. Sea η > 0 cumpliendo η ≤ λ/2, y con más
especificaciones que daremos más adelante. Tomemos una bola con centro en (0, 0′) de
radio η e I un intervalo con centro en λ y de radio η. Definamos U = B × I y f : U → R
como:

f(t, x′, xn) = φ2
(
t,

x′

|(x′, xn)|
,

xn
|(x′, xn)|

)
− |(x′, xn)|2

Notemos que f(0, 0′, λ) = φ2(en+1)− λ2 = 0. Para verificar que f es Lip(1,1/2), sean
x = (t, x′, xn), y = (s, y′, yn) ∈ U y usemos el lema 1 con

ω1 =
x

|x|
, ω2 =

y

|y|
, r1 = |x|, r2 = |y|

para obtener ∣∣∣∣ x|x| − y

|y|

∣∣∣∣ =
(
|x|−1|y|−1(|x− y|2 − ||x| − |y||2)

)1/2
≤
(

4

λ2
[|x− y|2 − ||x| − |y||2)]

)1/2

≤ 2

λ
|x− y|

pues |x| ≥ |xn| ≥ λ/2. Llamando M a la constante de Lip(1,1/2) de φ se tiene:

|f (t, x)− f (s, y) | ≤
∣∣∣∣φ2(t, x|x|

)
− φ2

(
s,

y

|y|

)∣∣∣∣+ ||x|2 − |y|2|

≤
∣∣∣∣φ2(t, x|x|

)
− φ2

(
s,

x

|x|

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣φ2(s, x|x|
)
− φ2

(
s,

y

|y|

)∣∣∣∣+ ||x|2 − |y|2|

≤ 2‖φ‖M |t− s|1/2 + 2‖φ‖M
∣∣∣∣ x|x| − y

|y|

∣∣∣∣+ λ|x− y|

≤ 2‖φ‖M |t− s|1/2 +
4‖φ‖M
λ
|x− y|+ λ|x− y|

≤ Q(|t− s|1/2 + |x− y|) con Q = máx

{
2‖φ‖M,

4‖φ‖M
λ

, λ

}
.
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Pero también, para y1, y2 ∈ I:

|f(t, x′, y1)− f(t, x′, y2)|

=

∣∣∣∣φ2(t, x′

|(x′, y1)|
,

y1
|(x′, y1)|

)
− φ2

(
t,

x′

|(x′, y2)|
,

y2
|(x′, y2)|

)
− y21 + y22

∣∣∣∣
≥ |y1 + y2||y1 − y2| −

∣∣∣∣φ2(t, x′

|(x′, y1)|
,

y1
|(x′, y1)|

)
− φ2

(
t,

x′

|(x′, y2)|
,

y2
|(x′, y2)|

)∣∣∣∣
≥ λ|y1 − y2| − 2‖φ‖M

∣∣∣∣ (x′, y1)

|(x′, y1)|
− (x′, y2)

|(x′, y2)|

∣∣∣∣. (10)

Sean ahora (x′, y1), (x′, y2) ∈ U . Considerando la función g : R → Sn−1 dada por
g(l) = (x′,l)

|(x′,l)| , y usando el teorema del valor medio estimamos:∣∣∣∣ (x′, y1)

|(x′, y1)|
− (x′, y2)

|(x′, y2)|

∣∣∣∣
≤ máx

{
sup

{∣∣∣∣ ∂∂xj
(

(x′, l)

|(x′, l)|

)∣∣∣∣ , l ∈ [y1, y2]

}
, 1 ≤ j ≤ n

}
|y1 − y2|

Pero, denotando por δj,n la delta de Kronecker, un cálculo directo da

∂

∂xj

(
(x′, xn)

|(x′, xn)|

)
=

δjn
|(x′, xn)|

− xjxn
|(x′, xn)|3

.

Si j = n,

δjn
|(x′, xn)|

− xjxn
|(x′, xn)|3

=
1

|(x′, xn)|
− x2n
|(x′, xn)|3

→ 1

λ
− 1

λ
= 0

cuando (x′, xn) se acerca a (0, λ). Si j 6= n,

δjn
|(x′, xn)|

− xjxn
|(x′, xn)|3

= − xjxn
|(x′, xn)|3

→ 0

cuando (x′, xn) se acerca a (0, λ).

En cualquier caso podemos entonces obtener, para la η > 0 antes elegida,∣∣∣∣ (x′, y1)

|(x′, y1|
− (x′, y2)

|(x′, y2)|

∣∣∣∣ ≤ η|y1 − y2|.
Así, de vuelta a (10) obtenemos:

|f(t, x′, y1)− f(t, x′, y2)| ≥ λ|y1 − y2| − 2‖φ‖Mη|y1 − y2|.

Con todo lo anterior, y tomando η lo suficientemente pequeño para que λ− 2‖φ‖Mη > 0,
tendremos que f satisface las hipótesis del teorema 5.
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Por lo tanto existe un conjunto V ⊂ Rn+1 abierto tal que (0, 0′) ∈ V ⊂ B y una
función φ : V → I de tipo Lip(1,1/2) tal que

{(t, x, y) ∈ V × I : f(t, x, y) = 0} = {(t, x, φ(t, x)) : (t, x) ∈ V } .

Definamos el cilindro C = V × I y tomemos un elemento α ∈ C ∩ Σ(ψ,Rn). Como
α es de la forma (s, x′, ψ(s, x′)) con (s, x′) ∈ V , entonces:

(s, x′, ψ(s, x′)) = (|x′|2 + x2n)1/2
(

0,
x′

(|x′|2 + x2n)1/2
,

y

(|x′|2 + x2n)1/2

)
+ (s, 0′, 0)

= (s, σq) ∈ C ∩ ∂Ω

donde

σ =

(
0,

x′

(|x′|2 + x2n)1/2
,

xn
(|x′|2 + y2)1/2

)
∈ Sn−1

q = φ

(
s,

x′

(|x′|2 + x2n)1/2
,

xn
(|x′|2 + x2n)1/2

)
=
(
|x′|2 + x2n

)1/2
.

De aquí que C ∩ Σ(ψ, V ) ⊂ C ∩ ∂Ω. Para la otra inclusión tomemos β ∈ C ∩ ∂Ω, de
manera que existe un ω ∈ Sn−1 y s ∈ I tales que β = (s, ωφ(ω, s)). Ahora, evaluando
f en β obtendremos f(β) = φ(ω, s)− φ(ω, s) = 0, por lo cual x ∈ C ∩ Σ(ψ, V ). Esto
completa la prueba.
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