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Resumen

El espacio de los poligonos de n lados, inmersos en el espacio euclideo de tres dimensiones,
consiste de una variedad suave en la cual los puntos corresponden a nudos lineales a trozos
o “geométricos”, mientras que los arcos corresponden a isotopias que preservan la estructura
geométrica de esos nudos. Se describe la topologia de estos espacios para los casos n = 6
y n = 7. En ambos casos, cada espacio consta de cinco componentes, aunque contiene sélo
tres (cuando n = 6) o cuatro (cuando n = 7) tipos topoldgicos de nudos. Por lo tanto la
“equivalencia geométrica de nudos” es estrictamente mas fuerte que la equivalencia topoldgica.
Este hecho se demuestra con el nudo trébol hexagonal y el nudo doble heptagonal, los cuales,
a diferencia de sus contrapartes topoldgicas, no son reversibles. Se discutirdn también las
extensiones de estos resultados a los casos n > 8.

Palabras clave: nudos poligonales, poligonos espaciales, espacios de nudos, invariantes
de nudos.

Abstract

The space of n-sided polygons embedded in euclidean three-space consists of a smooth
manifold in which points correspond to piecewise linear or “geometric” knots, while paths
correspond to isotopies which preserve the geometric structure of these knots. The topology
of these spaces for the case n = 6 and n = 7 is described. In both of these cases, each knot
space consists of five components, but contains only three (when n = 6) or four (when n = 7)
topological knot types. Therefore “geometric knot equivalence” is strictly stronger than
topological equivalence. This point is demonstrated by the hexagonal trefoils and heptagonal
figure-eight knots, which, unlike their topological counterparts, are not reversible. Extending
these results to the cases n > 8 will also be discussed.
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1 Introduccién

La historia del nudo es talvez tan antigua como la del hombre. Los peruanos precolom-
binos, por ejemplo, utilizaban el “quipo,” una cuerdita con varios nudos, como especie de
abaco [3]. Ademas, tenemos al historiador latino Quinto Curcio Rufo, quien nos cuenta
cémo Alejandro Magno, empenado en que se cumpliera el oraculo que le prometia el do-
minio del Asia, corté el nudo gordiano al no poder desatarlo [7]. Sin embargo, el estudio
sistematico de los nudos no comenzé hasta finales del siglo XIX, empujado en parte por la
teorfa de Lord Kelvin en la cual los &tomos eran vértices anudados en el éter. Aun asi, por
casi cien anos la teoria matematica de nudos se consideré poco mas que una coleccién de
ejemplos topoldgicos y algebraicos con variadas y extranas propiedades. No fue hasta las
décadas de los sesentas y setentas que varios resultados importantes pusieron a la teoria de
nudos al centro de la topologia tridimensional moderna. Entre estos se merece mencionar:

e ¢l teorema de Lickorish y Wallace, segtin el cual toda variedad topoldgica tridimen-
sional se obtiene como el resultado de alguna cirugia en una colecciéon de nudos en
S3 [16, 32];

e ¢l teorema de Gordon y Luecke, que asegura que dos nudos en S? son equivalentes
si y s6lo si sus complementos son homeomérficos [9];

e la conjetura de geometrizacion de Thurston y su programa para completar de una
forma definitiva una enumeracién de las variedades topoldgicas de tres dimensiones
[28, 29, 30];

e el descubrimiento de los polinomios invariantes de Jones, HOMFLY y sus sucesores,
los cuales facilitan el reconocimiento de ciertos tipos de nudos, a la vez que abren
varias conecciones con la fisica y la mecdanica estadistica [11, 12].

El objetivo principal de este articulo es dar una resena de la teoria de nudos, es-
pecificamente cuando se refiere a aquellos nudos “geométricos” que se construyen a base
de trozos lineales. La préxima seccién presenta un vocabulario minimo de la teoria clasica
de nudos topolégicos, mientras que la Seccién 3 dirige nuestra atenciéon hacia los nudos
geométricos. Esta culmina con el Teorema 1, el cual delinea el estado presente de la
clasificacién de los poligonos de bajo nimero de lados inmersos en R3. Las siguientes dos
secciones exponen dos de los ingredientes claves que facilitan la prueba de este teorema. La
Seccién 4 trata de un método para descomponer el espacio de n-gonos (al cual llamaremos
660(”)) en fibras o “estratos” tridimensionales. Este método resulté ser particularmente
atil en el analisis de los espacios de hexagonos y heptagonos ((’5e0(6) y 620(7)). Luego, la
Seccién 5 describe una cota superior para el niimero minimo de cruces de un nudo poligo-
nal con n segmentos. Esta cota, la cual se obtiene a través de una proyeccion especial del
poligono a una esfera, mejora por un término lineal aquélla previamente conocida, y nos
da suficiente control para clasificar los tipos topolégicos de nudos presentes en el espacio
de nudos octogonales (Geo®).

2 Nudos topoldgicos

Se le llama nudo a la imagen de una inmersién del circulo S' en una variedad topolégica
tridimensional, tradicionalmente R3 o bien su compactificacién con un punto, S3. O sea
que, cuando le amarramos el cordén a un zapato, no obtenemos un “nudo” — pues todavia
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se puede desamarrar — a menos de que unamos ambos extremos del cordén y formemos un
circulo anudado. En este caso el “nudo” consiste en una curva infinitésimamente delgada
ubicada justamente en el centro del cordén.

Se dice que dos inmersiones K, K’ son equivalentes si existe una isotopia ambiental de R?
(0 S?) transladando una inmersién a la otra. Podemos visualizar una isotopia de este tipo
como una deformacién que nos lleva desde K hasta K’, la cual no permite que ninguna
seccion del nudo atraviese ninguna otra, ni que se contraiga ninguna parte esencial del
nudo a un solo punto. O sea, esta deformacién debe no sélo preservar la continuidad del
cordon, sino también prevenir que el nudo se soque demasiado. Informalmente, decimos
que dos inmersiones equivalentes representan al “mismo nudo.”

La forma més comin de expresar la manera en que un nudo se ubica en R?® o S3
es a través de una proyeccién ortogonal del nudo a un plano o esfera. Al escoger una
inmersion genérica, podemos garantizar que la imagen de ésta se intersecta a si misma
transversalmente, y solamente en un numero finito de puntos dobles, a los cuales se les
llama cruces. Uno de los arcos incidentes a una cruz se dibuja entero mientras que al
otro se le borra un poco antes y después del punto doble, para indicar que el primero
pasa encima del segundo. Asi, el diagrama en la Figura 1 describe un objeto realmente
tridimensional.

En 1926, Kurt Reidemeister prob6 que toda isotopia ambiental se puede llevar a cabo
como una secuencia de movidas de tres tipos [25]. Ver la Figura 2. Cada una de estas
movidas hace un cambio local en la proyeccion del nudo, y se supone que no afectan a la
proyeccion lejos del drea indicada.

A estas tres movidas se les puede agregar una deformacién plana que simplemente le
cambia el aspecto a la proyeccién, pero no su esencia. Por ejemplo, regresemos al nudo
de la Figura 1: Al utilizar una movida de tipo II, eliminamos las dos cruces a la derecha
extrema. Una segunda movida II aniquila las dos cruces superiores. Luego, una movida
IIT saca una de las cruces interiores para formar un “lazo nugatorio,” el cual eliminamos
con una movida de tipo I. Finalmente, una movida de tipo II, seguida por una de tipo
I, nos lleva a una proyeccién sin cruces. Ver la Figura 3. Ahora una deformacién plana
convierte esta curva en un circulo estandar. Todo esto nos viene a decir que el nudo en la
Figura 1 no estaba realmente anudado. Por lo tanto, se le llama a éste nudo trivial.!

L En Inglés, también se usa la palabra “unknot,” que se traduce, més o menos, a “no nudo.”

N

e

FicuraA 1. La proyecciéon de un nudo con 8 cruces.
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Ficura 3. Isotopia de un nudo trivial.
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La Figura 4 indica dos de los nudos més simples que estan realmente anudados: el nudo
trébol y el nudo doble.?2 Unos de los primeros teoremas en la teorfa de nudos consisten en
probar que estos dos nudos no son equivalentes ni al trivial, ni uno al otro.

& @

) nudo trébol ) nudo doble

FiGUrA 4. Proyecciones con minimo niimero de cruces de los nudos trébol
y doble.

Es importante notar que las proyecciones dadas en la Figura 4 utilizan el niimero minimo
de cruces posibles: tres en el caso del trébol y cuatro en el caso del doble. A finales del siglo
XIX, Thomas Kirkman, C. N. Little y Peter Tait comenzaron la dificil tarea de enumerar
los nudos “primos” mas simples [13, 15, 18, 27].3 El orden en que aparecen los nudos en
esta enumeracion es poco mas que arbitrario ya que, para cada nimero de cruces, sélo el
primer par de nudos sigue un patrén bien definido. * No obstante, tomamos ésta como
la “lista candénica” de nudos primos, y la utilizamos para darle nombre a todo nudo que
forma parte de ella, de acuerdo con la notacién Alexader-Briggs [2]. Segun ésta, ya que el
trébol y el doble son los primeros (en realidad los inicos) nudos de tres y cuatro cruces,
respectivamente, se les denota como los nudos 31 y 41; de la misma manera, el nudo 819
consiste en el décimo nudo con sélo ocho cruces en la lista candnica de Tait, Kirkman y
Little.

El trébol que aparece en la Figura 4(a) es “derecho,” o sea que todas sus cruces siguen la
“regla de la mano derecha.” Para ésto, supongamos que le damos al nudo una orientacién,
como la direccién de la trayectoria de una hormiga que viaja continuamente alrededor del
nudo. Decimos que una cruz sigue la regla de la mano derecha si, al apuntar el dedo pulgar
de la mano derecha en direccién del arco superior de la cruz, los otros dedos se enroscan
en direccién del arco inferior. Ver la Figura 5.

Si tomamos un nudo y lo reflejamos a través de un plano, obtendremos su anverso. En
el caso del trébol derecho de la Figura 4(a), éste serd un trébol izquierdo, como el que
aparece en la Figura 6(b). Métodos avanzados, como el uso de polinomios invariantes, nos
permiten probar que éstos dos tréboles no son equivalentes. Por esta razén decimos que

2 En Inglés, al trébol se le llama “trefoil knot” o “overhand knot,” mientras que al doble se le llama
“figure-eight knot.”

3 Se le llama a un nudo primo si toda esfera en S? que intersecte el nudo transversalmente en dos puntos
separa a S° en dos bolas, una de las cuales intersecta el nudo en un arco trivial homeomérfico al eje polar.
La idea aqui es que un nudo primo no se puede “factorizar” en dos nudos més simples, a menos de que
uno de ellos sea el trivial.

4 Ver, por ejemplo, los apéndices de los textos clasicos de la teorfa de nudos [1, 14, 17, 26].
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FIGURA 5. La regla de la mano derecha.

el trébol es un nudo quiral, de la palabra griega que significa “mano.” Por convencién,
usaremos la nomenclatura de “31” para referirnos al trébol derecho, y “—31” para referirnos
al izquierdo.

Como contraste tomemos el anverso del nudo doble que aparece en la Figura 4(b). Este
es equivalente al original, como resulta facil de comprobar ya sea usando una cuerda o una
secuencia de movidas de Reidemeister; pero mas facil atin es notar que las dos proyecciones
serfan exactamente la misma si proyectaramos no en un plano sino en una esfera grande.
Esto es equivalente a identificar el plano de proyeccién con el plano complejo C y aplicar
una transformacion Mdébius que cambie la ubicacién del punto al infinito, colocandolo en
una de las regiones triangulares en el complemento de la proyeccién. Por lo tanto, decimos
que el nudo doble es aquiral.®

Si tomamos los nudos de la Figura 4 y los rotamos por un dngulo de 7 alrededor de
un eje vertical, obtendremos un par de proyecciones equivalentes a las originales. Por
ejemplo, si observamos el comportamiento de la cruz inferior en cada diagrama durante
esta rotacién, notaremos que el arco que originalmente pasa por encima de la cruz pasara
por debajo de la cruz después de ser rotado. Sin embargo, este arco que antes cruzaba de
noroeste a sureste, ahora cruzard de suroeste a noreste. Por lo tanto, ain después de la
rotacion, esta cruz seré derecha! No obstante, si le damos una orientacién en particular a

5 Ciertos autores también usan la palabra “anfiquiral,” pero por consideracién a las aplicaciones a la
quimica se hace de éste un término arcaico.

(a) trébol derecho (b) trébol izquierdo

FI1GURA 6. Dos tipos distintos de trébol.
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uno de nuestros nudos, la cual preservamos en el transcurso de la rotacion, terminaremos
con el reverso del nudo: la misma inmersién pero con la orientacién opuesta. Por esta
razon, decimos que los nudos trébol y doble son reversibles. No ocurre asi en general, pues
hay ejemplos de nudos, ya sean quirales o aquirales, que a la vez son irreversibles.®

3 Nudos geométricos

Consideremos las diferentes configuraciones que se pueden construir con una secuencia
de segmentos lineales, unidos de punta a punta hasta formar un poligono inmerso en R3.
Los segmentos representan ya sea enlaces entre dtomos en un polimero, segmentos en la
secuencia de pares de bases en una macromolécula de ADN circular, o simplemente palitos
de madera unidos con articulaciones de hule flexible. Asi un poligono espacial de este tipo
sirve como modelo matematico para algin objeto que esté fisicamente anudado pero aun
mantiene cierta cantidad de rigidez que hereda de los materiales de los cuales se construye.

Segun un resultado clasico de la topologia tridimensional, a todo nudo construido de
cuerda flexible se le puede aproximar con una curva poligonal construida de segmentos
delgados y rigidos. Ademds, cualquier deformacién a la cual se someta la cuerda puede
ser aproximada por una deformacion del poligono, siempre y cuando se pueda aumentar el
numero de lados. Sin embargo, si se insiste en que el numero de lados se mantenga cons-
tante, claramente se restringen los tipos de nudos que se pueden construir. Por ejemplo,
cualquier poligono que podamos construir utilizando solamente cinco segmentos (0 menos)
representard, topoldgicamente un nudo trivial; en cambio, podemos construir un nudo
trébol o doble si utilizamos seis o siete segmentos, respectivamente. Ver la Figura 7. Lo
que no es nada claro a primera vista es si aiin se puede remedar una deformacién topologica
con una deformacién de poligonos cuando se le ponen restricciones al nimero de segmentos.
Por ejemplo, se desconoce si es posible construir un poligono lo suficientemente compli-
cado para que al ser construido de cuerda flexible se pueda deformar topoldgicamente a
un nudo trivial redondo, pero que al ser construido con segmentos rigidos y articulaciones
flexibles no se pueda convertir en un simple poligono plano. En otras palabras, es todavia
un problema abierto el encontrar nudos topoldgicos triviales que estén geométricamente
atascados.

Resulta que a veces no existe ninguna isotopia geométrica (i.e. una que mantenga
constante el niimero de segmentos) entre dos configuraciones poligonales correspondientes
al mismo nudo. Es mas, ni el caso de los tréboles hexagonales es trivial, ya que existen
dos tipos geométricos distintos de este nudo. Como consecuencia, aun las propiedades
familiares, como la reversibilidad, se comportan de manera diferente cuando se trata de
nudos geométricos.

Una formulacién til debida a Dick Randell [22, 23] se obtiene al observar la correspon-
dencia entre los poligonos de n lados en el espacio euclideo de tres dimensiones y ciertos
puntos de R3”. Supongamos que P es un poligono de n lados inmerso en R3, al cual se le ha
escogido un “primer vértice” v al igual que una orientacién. Al escribir las coordenadas
de cada vértice en un 3n-tuplo, obtenemos un punto (1, y1, 21, L2, Y2, 22, - - - y T, Yn, 2n) €
R3", el cual asociamos con P = (v1,vs,...,v,). Definimos el discriminante 2™ como el

6 Los nudos 817 v 932 son quirales e irreversibles. Sin embargo, el anverso y el reverso del nudo 817
son equivalentes, mientras que 932, su anverso, su reverso y su inverso (el reverso del anverso) no son
equivalentes entre si.
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VW A

) trébol hexagonal ) doble heptagonal

FicurA 7. Un nudo trébol hexagonal y un nudo doble heptagonal.

conjunto de puntos en R3" que corresponden a poligonos con auto-intersecciones. Sin > 3,
este discriminante es la unién de %n(n — 3) piezas, cada una de las cuales corresponde al
conjunto de poligonos con interseccién entre un par de lados no-adyacentes en particular.
Por ejemplo, el subconjunto de 2 que corresponde a poligonos con interseccién entre
los lados v1vs v v3vg se puede describir como la colecciéon de poligonos para los cuales:

(i) los vértices v1,v9,v3 ¥ v4 son coplanales,
(ii) la linea determinada por vy y ve separa a vg de vg y
(iii) la linea determinada por vs y vy separa a vy de vs.

Nétese que este conjunto corresponde a la cerradura del lugar geométrico en R3" del
sistema

(UQ — ’Ul) X (U3 — ’U1) . (U4 — ’Ul) = 0,
(UQ — ’Ul) X (U3 — ’Ul) . (’Ug — ’Ul) X (U4 — ’Ul) < 0,
(U4 — ’Ug) X (Ul — ’Ug) . (’U4 — ’Ug) X (UQ — ’Ug) < 0.

Por lo tanto, cada una de estas piezas es la cerradura de una variedad semialgebraica
cubica de codimensién uno, i.e. una hipersuperficie con frontera. Definimos que el espacio
de nudos geométricos sea el complemento ®eo™ = R3" — £(®) de este discriminante. De
esta manera, ®eo™ es una subvariedad topolégica densa y abierta en R3 en la cual puntos
corresponden a poligonos inmersos o nudos geométricos, arcos corresponden a isotopias
geomélricas y arco-componentes corresponden a tipos geométricos de nudos.

Por un teorema de Whitney, para cada n hay solamente un nimero finito de arco-
componentes en Beo™ [33]. También tenemos un teorema “popular,” probablemente
originario de Kuiper, el cual dice que los espacios 620(3), Geo® y ®eo® son arco-conexos.
En [4, 5], se demuestra que cada uno de los espacios Geo® y ®eo” contiene cinco com-
ponentes. En contraste a éste, tenemos el hecho que sélo hay tres tipos topoldgicos de
nudos presentes en ®eo® y que sOlo hay cuatro presentes en ®eo”. Cuando n > 8, el
numero exacto de arco-componentes todavia se desconoce. Es mas, se conoce el nimero de
tipos topoldgicos de nudos representados en los diversos componentes de ®eo(™ solamente
cuando n < 9. El siguiente teorema resume el estado presente de la clasificacién de los
nudos geométricos con ntmero pequeno de lados.

Teorema 1. (Calvo [4, 5])
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(i) Los espacios Geo® Geo y Geol® son arco-conexos y constan solamente de nudos
triviales.

(ii) El espacio ®e0l® de nudos hexagonales contiene cinco arco-componentes. Estos
consisten en un solo componente de nudos triviales, dos componentes de tréboles
derechos y dos componentes de tréboles izquierdos.

(iii) El espacio ®eo” de nudos heptagonales contiene cinco arco-componentes. Estos
consisten en un solo componente de nudos triviales y de cada tipo topoldgico de
nudo trébol y en dos componentes de nudos dobles.

(iv) El espacio ®eo® de nudos octogonales contiene por lo menos veinte arco-com-
ponentes. Sin embargo, los tnicos nudos presentes en este espacio son el nudo
trivial, el nudo trébol, el nudo doble, todos los nudos primos de cinco y seis cruces
(51,52,61,62 y 63), el nudo “abuelita” y el nudo “cuadrado” (3; £ 31)7 y los nudos
de ocho cruces 819 y 899. Ver la Figura 8.

Es importante marcar que aunque las deformaciones que se obtienen como arcos en
Geo™ preservan la estructura poligonal del nudo con el cual tratamos, en general éstas no
preservan la longitud de sus segmentos. Sea f : ®eo™ — R” el mapa que lleve el poligono
P = (v1,v9,...,v,) al n-tuplo

(llor = vall, flva = wslls - - -, llvn—1 = ], lon = vi ).
Puntos en la preimagen quu(") = f71(1,1,...,1) corresponden a nudos equildteros con
segmentos de longitud unitaria. Como el punto (1,1,...,1) es un valor regular de f, el

espacio quu(”) es una subvariedad suave de dimensién 2n (en realidad, una hipersuperficie
cuddrica de codimensién n) que intersecta varios de los componentes de ®eo™ | algunos
posiblemente mas de una sola vez. Arcos en esta subvariedad corresponden a isotopias
geométricas que ademds preservan la longitud de los segmentos; por lo tanto los arco-
componentes de este espacio nos ofrecen otra nocién més de anudamiento.

En sus escritos originales sobre los espacios de conformaciones moleculares, Randell de-
mostré que si n < 5 entonces Equ™ es conexo [22, 23]. El caso n = 6 no fue tocado por casi
diez anos, con excepcién del trabajo de Ken Millett y Rosa Orellana quienes probaron que
quu(G) contiene un solo componente de nudos triviales topoldgicos.® Enfocando la atencién
a un caso especial de hexdgonos singulares “casi anudados,” se demuestra en [5] que un par
de hexdgonos son equivalentes equildteramente si y sélo si lo son geométricamente. Asi,
quu(6) intersecta cada componente de ®eo(® solamente una vez. Ademsds, se prueba que
esta correspondencia de arco-componentes no deja de ser interesante, pues la inclusion
Q‘Equ(6) < BGeol tiene, a nivel de grupo fundamental, un nicleo no trivial. Es maés, si
7T es un componente de nudos tréboles en @eo(ﬁ), entonces m1(7) = Zs mientras que
71(T N Equ®) contiene un subgrupo ciclico infinito.

4 Una estratificaciéon del espacio de nudos geométricos

7 El nudo abuelita se forma al amarrar dos nudos tréboles derechos, uno depués del otro. El nudo
cuadrado se forma al atar un trébol derecho seguido por uno izquierdo. Por lo tanto la notacién Alexander-
Briggs les llama 31 +31 y 31 — 31, respectivamente. La razén por sus curiosos nombres viene de la tradicién
maritima, la cual asegura que el nudo abuelita se afloja facilmente y que el cuadrado da mejor sostén.

8 Su resultado nunca fue publicado, pero se menciona en la Preposicién 1.2 de [20]. Una prueba alterna
aparece en [5].
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FicurA 8. Todos los nudos octogonales.

Consideremos la funcién g de dominio Geo™ que se “olvida” del ultimo vértice de un
poligono, llevando

P = (v1,v2,03,...,Un-1,Un) — g(P) = (v1,v2,03,...,0p—1).

Un poligono genérico en Geo™ tiene por imagen a un poligono inmerso de Qﬁeo(”_l); los

Unicos poligonos para los cuales esto no ocurre son aquéllos en que alguna parte de la
cadena lineal a trozos vivs...v,_1 pasa a través del segmento entre v; y v,_1, y estos
poligonos forman un subconjunto de codimensién uno en Geo™. En particular, como
®eo(™ es una variedad topolodgica, cada poligono de n segmentos se puede perturbar por
una cantidad mintdscula de manera que su imagen bajo g se encuentre en Geo™ 1),
Supongamos que ) es un poligono de n — 1 segmentos en ®eo™ 1), Entonces la preima-
gen g~ 1(Q) serd una variedad topolégica tridimensional homeomérfica al conjunto de n®°s
vértices “vélidos” para (). Esto divide a ®eo™ en rebanadas o estratos tridimensionales.
Asi como @ varia a través de Qﬁeo(”_l), el estrato correspondiente a g~1(Q) también cam-
biard de aspecto. Al observar cémo cambian estos estratos, podremos obtener informacién

valiosa sobre la estructura de Geo™.
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Por ejemplo, consideremos el pentdgono @ = (vy,va, v3,v4,v5) con coordenadas
((0,0,0), (.886375,.276357, .371441),
(.125043, —.363873, .473812),
(.549367, .461959, .845227), (.818041,0,0))

ilustrado en la Figura 9. Podemos reemplazar el segmento entre vs y v; con un par de
segmentos nuevos, desde v5 hasta un nuevo vértice vg € R? y de regreso a v;. Esto creard
un hexagono que, con un poquito de cuidado al escoger a vg, también estard inmerso en
R3. Si colocamos el nuevo vértice sobre el punto (.4090205,0, —.912525), obtendremos un
hexdgono trivialmente anudado. En cambio, al poner a vg sobre (.4090205, —.343939, .845227),
obtenemos un hexagono que estd anudado como un trébol derecho. Ver la Figura 9. La
preimagen g~ (Q) € ®¢0®) es homeomorfica al conjunto abierto y denso de R? que consiste

de aquellos puntos en R? que se prestan como sextos vértices “validos” para Q.

v =( 549367, 461959, 845227)

¥2 =( 886375, 276357, 371441)

v5=(.818041,0,0)

L
L}

-
- "
ALl

¥w3 = (125043 ,- Z6387F, 473812) v6H=( 409021 ,- T45939, 845227)

FiguraA 9. Una posible vista del pentdgono Q.

Para examinar cuéles puntos en R? corresponden a hexdgonos inmersos procedentes
de @, tomamos el eje x como un “eje central” en este espacio, mientras consideramos la
coleccién de medios planos que radian de este eje. Nos referimos a éstos como medios planos
estandar. Estos medios planos aparecen como rayos saliendo del origen en la Figura 10,
que muestra la proyecciéon de @Q al plano yz.

Sean Py, P3 vy P4 los medios planos estandar que contienen a vy, v3 y vy, respectivamente.
O sea,

Po={y =281 ~ 7442, z > 0},
Ps={y = —iggggz A~ —.768z, z > 0},

Py ={y =218 ~ 547z, 2 > 0},

como se logra observar en la Figura 10.
Notese que ningin medio plano estandar a la izquierda de Py v P3 llega a tocar a ) en
su interior. Por eso, cualquier punto en el interior de cualquiera de estos medios planos se
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-4 I

v4 = (549367, .461959;°845227)

v2 = (.886375,.276357,.371441) -~

v3 = (125043 ,- 363873, 473812} )

FiguraA 10. Proyeccién del pentagono @ al plano yz.

puede usar como el sexto vértice de un hexdgono. Sin embargo, los deméas medios planos
si intersectan a @) en por lo menos uno de sus puntos interiores, por lo que estos medios
planos contendran ciertos puntos que corresponden a hexdgonos con auto-intersecciones.

El interior de un medio plano estandar entre Py y Py intersectard a @) sélo una vez, en
su segundo segmento. Dependiendo de cudl punto en este plano escojamos como el nuevo
vértice vg, la cadena de dos segmentos vsvgv; pasard o por debajo de este segmento o
por encima de él. Si vsvgvy pasa por debajo de vaus, entonces vg se puede empujar hacia
el eje x, digamos que al punto medio del segmento vjv5, ddndonos una isotopia desde
nuestro nuevo hexdagono hasta el nudo trivial realizado por el pentdgono (). Sin embargo,
si vsvgv1 pasa por encima del segmento vovs, entonces este segmento obstruird cualquier
isotopia del hexdagono que trate de empujar a vg hacia el eje x en este medio plano. Por
ejemplo, @ cruza el medio plano {y = .6z, z > 0} en el punto (.828333,.227547,.379246).
Vértices colineales con (.828333,.227547,.379246) y v; corresponden a hexdgonos inmersos
sélo al estar ubicados entre estos dos puntos; de otra manera el segundo y el sexto seg-
mento del nuevo hexagono se intersectaran. Similarmente, aquellos vértices colineales con
(.828333,.227547,.379246) y vs que no se encuentren entre estos dos puntos corresponden
a hexdgonos cuyo segundo y quinto segmento se intersectan. Por lo tanto, aquellos vértices
en uno de los dos rayos que comienzan en (.828333,.227547,.379246) y se alejan de vy y
vs no corresponden a hexdgonos inmersos, y el medio plano se corta en dos regiones por
un discriminante con forma de “V.” Ver la Figura 11(a). Si ponemos a vg en la region i
de este medio plano, entonces el nuevo par de segmentos pasara por debajo del segmento
v9v3 vy obtendremos un hexdgono isotdépico a (. Al contrario, si vg se ubica en la regién
11, entonces vsvgv1 pasara por encima de este segmento.

Ahora, el interior de cada medio plano estdndar entre P, y Ps intersecta a ) en dos
puntos, en el interior de su segundo y de su tercer segmento. Como occurié anteriormente,
estos segmentos forman obstrucciones a las isotopias que mueven a vg dentro de este medio
plano. Por lo tanto, para cada punto en el cual estos segmentos cruzan el medio plano,
habré un discriminante con forma de “V”. Por ejemplo, en el medio plano {y = 0, z > 0},
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(.828333,.227547,.379246) / (5577440415630}

- !
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- h
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(a) {y = .62, z > 0} (b) {y =0, z >0}

FiGURA 11. @ separa a cada medio plano con discriminantes con forma de “V.”

el cual intersecta a @) en los puntos (.557744, 0, .415630) y (.312006, 0, .637463), todo vértice
que forma parte de uno de los cuatro rayos que comienzan en uno de estos puntos y se
alejan de vy y vs corresponde a un hexdgono con auto-intersecciones. Estos dos discrim-
inantes con forma de “V” separan al medio plano en cuatro regiones, como lo demuestra
la Figura 11(b). Como antes, el colocar el nuevo vértice en alguna de estas regiones cor-
responde a enhebrar el par de nuevos segmentos del hexdgono ya sea tinicamente sobre el
segundo (vi) o el tercer (iv) segmento de ), sobre ambos (v) o sobre ninguno de éstos (ii1).

Podemos demostrar que los discriminantes con forma de “V” se mantienen practi-
camente estaticos en los planos a través de cada uno de estos intervalos. Es mas, los compo-
nentes conexos de los medios planos en la Figura 11 son solamente secciones transversales
de ciertos “sectores cilindricos” de g~!(Q) que se arroyan alrededor del eje 2. Denotamos
a estos sectores como 1, i, 4%, 1v, vy vi, utilizando la misma numeracién de la Figura 11.
Ademiés, llamamos o al sector de g~(Q) que consiste de aquellos medios planos que del
todo no intersectan a () en su interior. Asi, la manera en que estos sectores se unen entre
si depende del comportamiento de los discriminantes en los tres medios planos de “nivel
critico” Pa, P3 v Py.

El primero de estos medios planos, Ps, contiene el primer segmento de @, el cual conecta
a vy = (0,0,0) con vy = (.886375,.276357,.371441). Los vértices en los rayos que comien-
zan en cualquier punto de este segmento y se alejan de vg corresponden a hexagonos cuyo
primer y quinto segmento se intersectan. Asi, para cada punto en este segmento hay un
discriminante con forma de “V”. La union de estos discriminantes forma un discriminante
bidimensional que corresponde a una obstruccién en el espacio g~ (Q). Ver la Figura 12.
Sin embargo, esta obstruccién sélo bloquea parcialmente el paso hacia el sector 7. Por lo
tanto, ambos ¢ y 47 se unen a o en este medio plano.

Un discriminante bidimensional similar aparece en el medio plano P4. Este contiene
el cuarto segmento de @, el cual conecta a vy = (.549367,.461959,.845227) con v; =
(.818041, 0,0). Los vértices colineales con el origen y cualquier punto p en este segmento
corresponden a hexdgonos inmersos unicamente si se encuentran entre (0,0,0) y p. Ver
la Figura 13. Este discriminante completamente cierra la entrada al sector vi, y obstruye
parte de i, it y 1. Asi, en este nivel, i se une a i y a v, 7 se une a v y vi se termina
abruptamente.
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v2=( 866375,276357,.371441)

vl

F1GURA 12. Nivel critico Py = {y = 3593572 ~ 744z, 2 > 0}.

v4= (549367, 46 1959, 845227} §

{B2226)

F1cURA 13. Nivel critico Py = {y = 3959522 ~ 547z, z > 0}.

El medio plano al tercer nivel critico, P3, nos presenta una situacién diferente, pues
éste intersecta a @ sélo en el vértice vs = (.125043, —.363873,.473812). En este caso, los
discriminantes con forma de “V” correspondientes al segundo y tercer segmento de @) se
unen cuando los dos segementos chocan en su vértice comun. Al unirse estos discrimi-
nantes, los sectores v y vi se cierran, mientras que los sectores i y v se unen al sector
0.

La Figura 14 muestra una seccién cilindrica de R? alrededor del eje z, revelando los
sectores de g~1(Q) y las conecciones entre si. En particular, se puede ver como ¢g~!(Q)
consiste de dos arco-componentes disjuntos los cuales corresponden a los dos tipos de
nudos que se pueden construir como hexagonos en el estrato ¢g~(Q): el nudo trivial y el
trébol.

La caracteristica clave que determina el tipo de estrato asociado con un pentiagono
resulta ser la posicién relativa del segundo, tercero y cuarto vértice con respecto al eje a
través de los otros dos vértices. Supongamos que @ = (vy,v2, V3, V4, V5) €8 Un pentagono
arbitrario en Geo® y que L es la linea determinada por v; y vs. Como ®eo® es una
variedad topolédgica, podemos modificar a ) levemente, si es necesario, para asegurarnos
de que v1v5 sea el Unico segmento de () que intersecta a £. Como antes, sean Po, P3 y Py
los medios planos con frontera £ que contienen a v, v3 y v4, respectivamente. De nuevo,



TEORIA DE NUDOS GEOMETRICOS E ISOTOPiA POLIGONAL 115

TaBLA 1. Numero de componentes en cada region de Beo'®).

Regiénde Geo®
2-3-4
2-4-3
3-2-4
3-4-2
4-2-3
4-3-2
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una pequena deformacion hace a () genérico, garantizando que los tres medios planos P;
sean distintos.

Como en el ejemplo previo, los P;s dividen a R? en tres regiones abiertas, de las cuales
@ intersecta a dos y completamente evita a la tercera. Si caminamos alrededor del eje £
con un sentido “derecho,” comenzando con la regiéon que evita a @, nos encontraremos con
cada uno de los P;s en alguno de los seis érdenes posibles. Por ejemplo, en el pentdgono de
las Figuras 9 y 10, estos medios planos aparecen en el orden Py — Py — P3, o simplemente
2-4-3.

Sea H € Ge0® un hexdgono genérico inmerso en R3. Al considerar el orden en que
aparecen los medios planos P; asociados con g(H), dividimos a ®eo® en seis regiones
abiertas, las cuales se interconectan en conjuntos de codimensién uno donde ya sea:

(i) dos de los P;s coinciden o

(ii) un segmento de H cruza a través de L.
Al analizar los estratos ¢~!(g(H)) y cémo se interconectan éstos, obtenemos la Tabla 1,
la cual indica el nimero de arco-componentes en cada una de las seis regiones de 660(6),
organizados por el tipo topoldgico de nudo que éstos representan.

Como fue notado anteriormente, las seis regiones de ®eo® fronterizan en conjuntos de
codimensién uno consistiendo de hexdagonos para los cuales coinciden dos de los P;s. Por
ejemplo, las regiones 2-4-3 y 4-2-3 se unen en un subconjunto que consiste de hexagonos

A

\ i ii

o

FIGURA 14. Una seccién cilindrica de R3 demostrando los diferentes sec-
tores de g~1(Q) y sus interconecciones.
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con P, = P4. Las seis regiones también fronterizan en conjuntos de codimensiéon uno
consistiendo de hexdgonos que intersectan a la linea £. Por ejemplo, las regiones 2-4-3 y
4-3-2 se unen en un conjunto de hexagonos para los cuales el segmento vovs intersecta esta
linea. La Figura 15 demuestra todas estas conecciones; en esa figura, las lineas obscuras
representan hexagonos con dos P;s coincidentes mientras que las lineas grises representan
hexagonos para los cuales algin segmento intersecta a la linea vjvs.

Consideremos un hexdgono H en la frontera comtn entre dos regiones de Geo'®. Como
podemos modificar a H levemente para obtener un hexdgono genérico de cualquiera de
los dos tipos, H debe de ser de un tipo de nudo comtn a ambas regiones. Sin embargo,
el inico nudo comun entre dos regiones adyacentes en la Figura 15 es el trivial. Por lo
tanto, hexdgonos en estos subconjuntos de codimensiéon uno deben de estar desanudados
y, en particular, el conjunto de nudos triviales topolégicos forma un solo componente de
nudos triviales geométricos en ®eo0),

Al igual, supongamos que h : [0,1] — ®e0® es un arco llevdndonos de un nudo trébol
en la region 2-4-3 a otro en la regién 3-2-4. Como ®e0® es un subconjunto abierto de R!8,
hay una pequeiia bola de 18 dimensiones contenida en Geo® sobre cada punto en este
arco. Por lo tanto, podemos asumir que cuando h pasa a través de la frontera de una de
las seis regiones, lo hace por un punto genérico en uno de los subconjuntos de codimensién
uno descritos anteriormente. En este caso, h tiene que pasar ya sea por la regién 2-3-4
0 4-3-2; ver la Figura 15. Esta es una contradiccién, ya que en estas regiones sélo viven
nudos triviales. Asi, no existe ningun arco que conecte los tréboles derechos de tipo 2-4-3
con los de tipo 3-2-4. Similarmente, no hay ningun arco entre los tréboles izquierdos de
tipo 4-2-3 y los de tipo 3-4-2. Esto prueba que ®e0® contiene cinco arco-componentes:
uno que consiste de nudos triviales, dos de tréboles derechos, y dos de tréboles izquierdos.

Los tipos de nudos geométricos en ®eo® son completamente caracterizados por un
par de invariantes combinatorios que capturan la quiralidad topoldgica (i.e. derecha o
izquierda) y la torsién geométrica (i.e. la “enroscadura”’ hacia arriba o abajo) de un
hexagono, y que se calculan facilmente por las coordenadas de sus vértices. Para definir
estos invariantes, supongamos que H = (v1,v9, V3,4, V5, V6) €S un hexdgono inmerso en
R3 y consideremos el disco triangular abierto determinado por los vértices vi,vs v v3.

FicUura 15. Conexiones de codimensiéon uno entre regiones.
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Este disco hereda una orientacién de H via la “regla de la mano derecha.” Sea Ag el
numero de interseccién algebraico entre el hexdgono y este tridngulo. Nétese que el disco
triangular puede ser penetrado solamente por los segmentos v4vs v vsvg. Ademads, si estos
dos segmentos intersectan al disco, lo hacen en direcciones opuestas, y sus contribuciones
individuales a Ay se cancelan. Por lo tanto Ay toma un valor de 0, 1, o —1. Al igual,
definimos a A4 y Ag como los nimeros de interseccion de H con los tridngulos Avsvavs
y Avsvgur, respectivamente. Al considerar los valores posibles de los A;s (ver Lema 8 en
[5]), podemos demostrar que
(i) H es un trébol derecho si y sélo si Ay = Ay = Ag =1,

(ii) H es un trébol izquierdo si y s6lo si Ag = Ay =Ag=—1y

(iii) H es un nudo trivial si y sélo si A; = 0 para algin ¢ € {2,4,6},
implicando que el producto
(1) A(H) = AgA4A,

al cual llamamos la quiralidad de H, es un invariante bajo deformaciones geométricas.
A continuacion, definimos la torsion de H como

(2) tov H = signo((vs — v1) x (vs — v1) - (v2 — v1)).

Esto nos da el signo de la coordenada z de ve cuando rotamos a H hasta que vi,vs y
vs se coloquen en el plano zy en una manera positiva, y por lo tanto mide, en cierto
sentido, si un hexdgono se enrosca hacia arriba o hacia abajo. Consideremos un arco
h:[0,1] — ®e0(® el cual le cambia la torsién de +1 a -1 a un nudo trébol hexagonal. En
este caso, tiene que haber cierto punto en este arco para el cual el producto escalar triple
en (2) es igual a cero. Este punto corresponde a un hexagono para el cual los vértices
v1,V2,V3 ¥ Us son coplanares. Sin embargo, podemos probar que todo hexdgono con esta
propiedad corresponde a un nudo trivial, lo que nos da una contradicciéon. En particular,
el producto A?(H)tor H también es un invariante bajo deformaciones geométricas. Un
simple cédlculo ahora prueba que todo trébol de tipo 2-4-3 o 4-2-3 tiene torsiéon positiva,
mientras que todo trébol de tipo 3-2-4 or 3-4-2 tiene torsién negativa.

Teorema 2. Definimos la quiralidad-torsién de un hexdgono H como el par J(H) =
(A(H), A%(H)tor H). En este caso,

(0,0)  siy sélo si Hes un nudo trivial,
(3) J(H) =4 (+1,t) siy sdlosiH es un trébol derecho con tor H = t,
(—1,t) siy solo siH es un trébol izquierdo con tor H = t.

Por lo tanto, el tipo de nudo geométrico de un hexdgono H estd completamente determi-
nado por el valor de su quiralidad y su torsién.

Antes de dejar atras el mundo de los hexdgonos, hacemos una ultima observacién.
Recordamos que la construccién del espacio Geo™ depende de la selecciéon de un “primer
vértice” v1 y de una orientaciéon. Esto viene a ser lo mismo que escoger una numeracion
v1,09,...,U, €N secuencia para los vértices de cada poligono. Al escoger una numeracién
diferente llegamos a un punto diferente de Geo™ que corresponde al mismo poligono sub-
yacente. Por lo tanto, el grupo diedral D,, de orden 2n actia sobre ®eo™ al incrementar o
invertir esta numeracién, y esta accion preserva el tipo de nudo topolégico de un poligono.
Sin embargo, si observamos los efectos que la accién de Dg sobre ®e0(® tiene sobre tov H ,
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podemos ver que lo mismo no ocurre con el tipo de nudo geométrico de un poligono. En
particular, si definimos la accién del grupo por los automorfismos

i (v1,v9,v3, Vg, U5, V6) — (V1, Vg, Us, Vg, V3, V2),
s : (v1,v9,v3, V4, V5, V6) > (U2, U3, Vg, V5, Vg, V1),
entonces
tovrH = totsH = —tor H.

Esto demuestra que el nudo trébol hexagonal no es reversible: En contraste con los tréboles
en la categoria topoldgica, al invertir la orientaciéon de un trébol hexagonal obtenemos un
nudo geométrico diferente. Ademads, el incrementar la numeracién de los vértices también
cambia el tipo de nudo geométrico de un trébol, asi que, al tomar el cociente bajo esta
accion, podemos ver que cada uno de los espacios de hexagonos orientados pero no basados
620(6)/ < s > y de hexdgonos no orientados y no basados (’5e0(6)/ < r,s » consiste de
solamente tres arco-componentes.

Podemos descomponer de la misma manera al espacio Geo de heptagonos. En este
caso consideramos el orden relativo de los medios planos Ps, P3, P4 v Ps5 cuya frontera es
la linea determinada por vy y vg. Esto define a 24 regiones abiertas de Geo'™ las cuales
se interconectan en subconjuntos de codimension uno en los cuales dos de los P;s coin-
ciden. Estas interconecciones se pueden describir esquemaéaticamente como intercambios
en los indices que denotan a las regiones. Por ejemplo, las regiones 2-4-3-5 y 4-2-3-5 se
conectan en un subconjunto consistiendo de heptagonos en los cuales Py y P4 cambian de
posicién. Podemos construir un modelo de estas interconecciones si tomamos un vértice
para cada una de las 24 regiones y un segmento para cada una de las conecciones de
codimension 1 entre ellas. El resultado es un grafo que forma el esqueleto de dimension
uno de un zondétopo sélido llamado permutaedro, presentado en la Figura 16. Cada vértice
del permutaedro forma parte de una sola cara cuadrada que corresponde a la secuencia
con orden 4 en la cual se intercambian, de manera alterna, los primeros dos y los ultimos
dos indices en nuestra notacién. Ademds, cada vértice forma parte de dos diferentes caras
hexagonales, las cuales corresponden a las secuencias con orden 6 en las cuales se fija ya
sea el primer o el ultimo indice mientras que los otros tres indices se permutan a través
de los seis 6rdenes posibles. Por lo tanto el permutaedro de valencia 3 tiene sies caras
cuadradas y ocho caras hexagonales. Al extender los segmentos comunes entre cada par
de caras hexagonales adyacentes, notamos que el permutaedro no es mas que un octaedro
truncado, también conocido en la cristalograffa como un cubo-octaedro de Fedorov.”

Después de ciertas complicaciones adicionales,'? el anglisis de los estratos en cada una de
estas regiones demuestra que ®eo” contiene un solo arco-componente de nudos triviales
y de cada tipo topolégico de trébol, y dos que contienen nudos dobles. Estos nudos dobles
son nuevos ejemplos de isétopos geométricos distintos del mismo nudo topolégico, los
cuales se distinguen gracias a un invariante geométrico =, que definimos a continuacién.

9 El cubo-octaedro es un paraleloedro, o sea, una figura cristalina con caras opuestas paralelas con el
cual se puede teselar el espacio tridimensional. No se debe confundir el cubo-octaedro de Fedorov con el
cuboctaedro de Kepler, el cual se obtiene de un octaedro al truncarlo en el punto medio (no en los puntos
de un tercio y dos tercios) de cada segmento y por lo tanto consta de seis caras cuadradas y ocho caras
triangulares. Ver pp. 17 — 18 en [34] y pp. 722 — 723 en [31].

10 Qe dirige el lector interesado a ver pp. 53 — 56 en [4].
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Ficura 16. El permutaedro de valencia 3.

Supongamos que H es el heptdgono con vértices (v1, ve, vs, v4, Vs, Vg, v7). Definimos las
funciones ©3(H) y Og(H) como los signos de los siguientes productos triples:

O3 = signo((w —v1) X (vg —v1) - (v3 — vl)),

O = signo((vs — v1) X (v7 —v1) - (v2 — v1)).

(4)

Entonces ©3 = Og si los vértices v3 v vg se encuentran en el mismo lado del plano P
determinado por v7,v1 y v, mientras que O3 = —Og si v y vg se encuentran en lados
opuestos de P. Notamos que para un heptiagono genérico, exactamente una de las funciones
$(03 4+ Og) ¥ 3(03 — Og) serd igual a cero, mientras que la otra serd 1.

Supongamos que I34 denota el niimero de interseccion algebraico entre el segmento vgvy
y el disco triangular Awv7vivs, utilizando las orientaciones usuales inducidas por H. Al
igual, definimos a Iy5 y a I5¢ como los nimeros de interseccion entre el triangulo Avyvivg
y los segmentos v4vs y v5vg, respectivamente.

Si H tiene O3 = BOg, entonces v3 y vg estan ubicados en el mismo lado del plano P, o sea
que la cadena lineal a trozos v3v4vsvg intersecta a P no mas de dos veces. Por supuesto,
si ambas intersecciones ocurren en el interior de Awv;vivy, éstas tendrdn orientaciones
opuestas. Por lo tanto la suma I34 + I45 + I5¢ toma solamente los valores -1, 0 o 1.

Ahora, supongamos que H es un nudo doble con @3 = —0g. Entonces v3 y vg se en-
cuentran en lados opuestos del plano P, de manera que la cadena lineal a trozos v3v4v5vg
intersecta a P un numero impar de veces. Primero supongamos que sélo hay una inter-
seccion; entonces la cadena v7v1vo se puede isotopar linealmente a trozos en un segmento
recto. Podemos visualizar esta isotopia como una deformacion ya sea que empuja a vq
en linea recta hacia el punto medio del segmento vov7, 0 (en caso de que la interseccién
ocurra dentro del tridngulo Awvyvive) que dilata a vzvive en un lazo grande, el cual se
gira alrededor del heptdgono como quien “brinca suiza” y luego se contrae hasta coincidir
con el segmento vovy. Ver la Figura 17. En cualquier caso, obtendremos una realizacién
hexagonal de un nudo doble. Como esto es imposible, la cadena vsv vsvg tiene que cruzar
el plano P exactamente tres veces y, en particular, vsv, y vsvg lo intersectan con la misma
orientacién. Por lo tanto la cantidad I35 — I56 serd o cero (cuando los dos lados intersectan
el interior de Av7vivy, o cuando ninguno de los dos lo hace) o +1 (cuando sélo una de
estas intersecciones ocurre dentro del tridngulo).
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FIGURA 17. Isotopia lineal a trozos de la cadena vyvivs.

Si le echamos un vistazo a las configuraciones posibles, notamos que:

(i) si H es un nudo doble heptagonal con O3 = Og, entonces exactamente uno de los
numeros de interseccion I3y, I45 0 Is6 no serd cero; por lo tanto Ig4+ Iy5+ I5¢ = £1
(Lemma 4.2 in [4]) y

(ii) si H es un nudo doble heptagonal con O3 = —Bg, entonces exactamente uno de
los nimeros de intersecciéon I3y o Isg no serd cero; en particular I3y — Isg = £1
(Lemma 4.3 in [4]).

Consideremos, entonces, a la funcién

(5) (H) = % <@3 + @6> (134 o 156> + % <@3 - @6> (134 - 156>.

Como consecuencia de (i) y (ii), Z toma solamente los valores de 1 o -1. Supongamos

(1]

—_

que el valor de = cambia a través de un arco h : [0,1] — ®eo™. Como &eol™ es una
variedad, podemos asumir que, en esta deformacién, sélo un vértice de H pasa por el
interior de Av7vive a la vez, que s6lo un segmento intersecta a vyve a la vez y que estas
dos cosas nunca ocurren al mismo tiempo. Noétese que cada uno de estos eventos cambiara
los valores de I34 + 145+ Is¢ y de Is4 — Is¢ por no mas que uno. Sin embargo, = sélo cambia
en incrementos de dos, asi que si los valores de ©3 y Og se mantienen constantes a través
de h, entonces = también se mantendra constante.

Si es necesario, invertimos la orientacién de H para asumir que la deformacién que
corresponde al arco h le cambia el signo a ©3. En particular, sea Hy un nudo doble
heptagonal en este arco con ©3 = 0. Al empujar a vy levemente hacia vg, obtenemos
un heptagono Har con O3 = Bg; sea I;;l el nimero de intersecciéon apropiado para este
heptagono. De la misma manera, al alejar a vs de vg obtendremos un heptagono H
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con O3 = —0Bg; sea I3, el nimero de interseccién correspondiente a este heptdgono. Al
escoger a Har y a Hj lo suficientemente cerca de Hy, podemos asumir que los valores de
los niimeros de interseccién Iy5 y Is¢ coinciden para estos tres nudos. Esto nos deja dos
casos que considerar.

En primer lugar, supongamos que I3, = 0. Entonces Is¢ = £1 por (ii), y por lo tanto
If, = I;5 = 0 por (i). En este caso,

([3—,2 + Iy5 + [56> =I5 = — ([3_4 — [56>~

El signo negativo en el término derecho de esta ecuacién neutraliza el cambio de signo en
O3, v asi el valor de = permanece estatico.

En segundo lugar, supongamos que I3, = £1, en cuyo caso I?ji = 0. Entonces I3 =0
por (ii) y Iss = £1 por (i). Ademsds, los segmentos vzvs y v4vs de H intersectan al
tridngulo Avzviv2 con direcciones opuestas, asi que I3, = —I5. Por lo tanto,

(1;;1 + Iy + I56> =l =—I=— (Ig; — 156>

y, como antes, el valor de = no cambia. Esto prueba el siguiente resultado.
Teorema 3. = es un invariante de nudos dobles heptagonales bajo deformaciones geométricas.

Resulta interesante notar que = también es un invariante bajo anversos, ya que los cam-
bios de signo que resultan en cada una de las funciones Og, Og, I34, I45 y I56 se cancelan
en (5). Esto refleja el hecho que el nudo doble heptagonal es aquiral, i.e. equivalente a
su anverso. La Figura 18 demuestra una tal isotopia. Comenzando con el diagrama en la
parte superior de la Figura 18 y procediendo hacia la derecha, primero empujamos a vy a
través del interior del disco triangular Awvovzvs. Notamos que al hacer esto, es posible que
necesitemos cambiar las longitudes de por lo menos uno de los segmentos del heptagono.
Aunque resulta dificil verlo desde la perspectiva de la Figura 18, este movimiento en rea-
lidad define una isotopia desde el heptdgono (vi,vs,vs,v4,vs5,vg, v7) hasta el heptdgono
(—vg, —v7, —v1, —V2, —v3, —V4, —v5). Continuamos repitiendo una secuencia de movimien-
tos semejantes, pasando a vz a través de Avqvsvg, luego a vy a través de Avgvrvy, etc.
Después de siete pasos, cuando movemos a vg por el medio de Avsvivg, llegamos al di-
agrama en la parte inferior de la Figura 18. Al llegar a este punto, el nudo doble se ha
convertido en el anverso del original.

Finalmente, consideramos la accion del grupo diedral D7 sobre ®eo” definida por los
automorfismos

7‘<’U17 V2, V3, V4, Us, Vg, U7> = <U17 U7, V6, Us, V4, V3, U2>

S<U17U27U37U47U57U67U7> = <U27U37U47U57U67U77U1>-

Al invertir la orientacién de H via el mapa 7, se invierten las orientaciones de los segmentos
de H al igual que las de los discos triangulares definidos por éstos. En particular,

134(7‘H) = [56(H) [45(7’H) = I45(H) I5G(TH) = [34(H).
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Sin embargo, r no sélo intercambia las partes de ©3 y de Og, sino también cambia sus
signos:

O3(rH) = signo((va — v1) x (v7 —v1) - (v6 — v1)),
= —signo((vG —v1) X (v7 —v1) - (vg — Ul)),
= —0¢(H),

Og(rH) = signo((vs — v1) x (vg —v1) - (v7 — v1)),
= —signo((w —v1) X (vg —v1) - (v3 — Ul)),

— —O3(H).

Por lo tanto

=(rH) = % (@3(7~H) + @G(TH)> <134(7~H) L (rH) + 156(7~H)>

+ % <@3(TH) - @6(TH)> <134(7‘H) - ISG(TH)>

— %(—GG(H) - @3(H)> <I56(H) + I15(H) + 134(H)>

+ % <—®6(H) + 93(H)> <I56(H) - I34(H)>

Esto demuestra que, como los nudos tréboles hexagonales, los nudos dobles en ®eo son
irreversibles, en contraste a sus contrapartes topoldgicas. Sin embargo, recordemos que la
irreversibilidad de los tréboles en Geo(® se debe en gran parte a nuestra seleccién de un
“primer” vértice v1. En aquel caso, una permutacion ciclica de los seis vértices cambiaria
el tipo de nudo geométrico del trébol. Este no es el caso con los nudos dobles en @eom,
pues consideremos la accién del grupo generado por el automorfismo s sobre el conjunto
de isétopos geométricos del nudo doble. Esta es una accién de orden 7 sobre un conjunto
de dos elementos y por lo tanto tiene que ser trivial. O sea,

E(sH)=Z(H).

Asi la distincién entre los dos tipos de nudos dobles es un efecto del “verdadero” anudamiento
geométrico de los heptagonos, el cual llega mas alld que una simple renumeraciéon de los
vértices o de nuestra selecciéon arbitraria del primer vértice.

5 Proyecciones de nudos y el indice poligonal minimo

La Seccion 4 se dedica al problema de determinar, para un entero n, el nimero de arco-
componentes presentes en el espacio Geo™ de poligonos inmersos con n segmentos. En
otras palabras, “; Cudntos tipos de nudos geométricos hay para un valor particular de n?”
Al crecer n, el espacio Geo™ se hace combinatéricamente més y més intrincado. Cuando
ésto ocurre, volvemos al problema de entender el niimero de tipos de nudos topolégicos (en
lugar de geométricos) que se presentan en @eo("), y en particular preguntamos, “;Qué tan
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complicado puede ser el nudo realizado por un poligono de n segmentos?” La respuesta
a esta pregunta se sabe tnicamente cuando n < 8. Por ejemplo, sabemos que hay inmer-
siones poligonales de nueve segmentos para todo nudo primo de siete cruces (71,...,77) al
igual que para los nudos 814, 817, 818, 821, 940, 941, 942 ¥ 946, pero se presume que esta lista
puede ser mucho mas grande e incluir varios de los nudos para los cuales hasta ahora sélo
se ha encontrado realizaciones de diez u once segmentos.!! En esta seccién, damos una
cota superior a la complejidad de un nudo de n segmentos.

Recordamos que el nimero minimo de cruces de un nudo es el nimero més pequeno
de cruces presente en cualquier proyeccién en posicién general del nudo a un plano o una
esfera. Esta es la medida convencional de la complejidad de un nudo, utilizada en la no-
tacién Alexander-Briggs y en las tablas candnicas de nudos primos. De manera similar,
definimos el indice poligonal minimo de un nudo como el niimero mas pequeno de segmen-
tos presentes en cualquier inmersién poligonal del nudo.'? Este invariante sirve como la
medida correspondiente para la complejidad de los nudos poligonales. Tradicionalmente,
la relacién entre estos dos invariantes procede de la siguiente construccién.'

Sea P = (v1,v9,...,Un_1,0pn) € ®eo™ un poligono de n segmentos inmerso en R3.
Proyectamos los puntos de P ortogonalmente a un plano perpendicular a alguno de los
segmentos de P, digamos que a vivs. Esto viene a ser lo mismo que mirar al poligono de
manera que el segmento v1v2 se vea “de punta” y que la imagen de P en nuestra retina (i.e.
el plano) sea un poligono con n — 1 segmentos. Ningin segmento en esta imagen puede
cruzar ni a ninguno de sus vecinos ni a si mismo y por lo tanto intersecta a un maximo
de n — 4 segmentos. De esta manera, cualquier poligono genérico de Geo™ produce una
proyeccién con un maximo de %(n — 1)(n — 4) cruces. Esto nos lleva a la conclusién de
que, si un nudo K tiene un nimero minimo de cruces ¢(K) y un indice poligonal minimo
p(K), entonces
(p(K) — 1) (p(K) — 4)

2 )
o equivalentemente (al completar el cuadrado y resolver por p)

p(K) > 5+ 9 + 8¢(K)
> 5 .

Para los hexdagonos y heptagonos, esta cota sobre el numero de cruces es 5 y 9, respecti-
vamente, bastante pasada de los valores verdaderos de 3 y 4 que obtuvimos en la Seccién 4.
Es més, la cifra de 3(n — 1)(n — 4) cruces en la imagen del poligono de n segmentos ni
siquiera se puede alcanzar cuando n es impar. Aqui presentamos una mejoria a la cota
anterior.

Primero, supongamos que renumeramos los vértices de P en secuencia de manera que
v1 sea un punto en la frontera del nicleo convexo generado por los vértices de P. Por lo
tanto, podemos encontrar un plano P; que intersecte a P tnicamente en el vértice vy, con
P ubicado completamente en un lado de P;.

Sea S una esfera grande centrada en v; que envuelva a todo P, y consideremos la

imagen de la proyeccién radial p : P —{v1} — S. A razén de nuestra seleccién de vy, esta

¢(K) <

11 Ver la Tabla 1 de [6].
12 Ademés de “minimal polygon index,” otros autores en Inglés se refieren a este invariante como “stick
number” [1, 8, 10], “broken line number” [21] o simplemente “edge number” [19, 24].

)

13 Esta construccién aparece en la prueba del Teorema 7 de [21] y como el Ejercicio 1.38 de [1].
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imagen cae completamente en uno de los hemisferios de S definidos por el ecuador S N P;.
Ademads, notamos que p lleva los interiores de los segmentos vive y v1v, respectivamente
a los puntos p(v2) y p(vy,). Asi, al escoger un P genérico en ®eo™ | podemos asumir que
I' = p(P — {v1}) consiste de una cadena de n — 2 arcos geodésicos en S los cuales se
intersectan en cruces de valencia 4.

Supongamos que I' tiene ¢ cruces. Cémo I' estd contenido en un solo hemisferio de
S, cada par de arcos se intersecta solamente una vez. Ademds, arcos adyacentes no se
pueden intersectar, asi que cada uno de los n — 4 arcos interiores p(vsvy), ..., p(Vp—2Un—1)
puede intersectar a un maximo de n—5 arcos, mientras que cada uno de los arcos externos
p(vavs3) v p(vp—1vy,) intersecta a un maximo de n — 4 arcos. Por lo tanto,

(n—3)(n —4)‘

cS%((n—4)(n—5)+2(n—4)>: S

Sea ¢ > 0 un numero lo suficientemente pequeno para que la bola cerrada B, de radio
€ centrada sobre vy intersecte al poligono P en exactamente dos pequenos subsegmentos
de v1vg y vyv1, como lo demuestra la Figura 19(a). Supongamos que el segmento vjve
intersecta a la esfera 0B, en el punto ¢;. Ademads, sea ¢ el punto donde el ecuador 9B NPy
intersecta al medio plano que contiene a vo y cuya frontera es la linea determinada por vq
vy v3. Entonces podemos deformar el segmento ¢yv; de manera que se encorve a lo largo
de un arco geodésico a1 desde ¢ hasta g y luego proceda en linea recta hasta v1. Ver
la Figura 19(b). Notese que como el arco ag se encuentra en el mismo plano que vovs,
p(a1) Up(vauz) forma una sola trayectoria geodésica sobre S desde p(v3) hasta p(ga). Por
eso, nuestra cota superior sobre el nimero total de cruces es valida ain después de esta
deformacion.

De forma similar, sea g3 el punto de interseccion entre el ecuador 0B, NPy y el medio
plano que contiene a v, y cuya frontera es la linea determinada por vy y v,_1 y sea
g4 el punto en el cual el segmento v,v; intersecta a dB.. Entonces el segmento v1qy se
puede deformar de manera que viaje en linea recta desde vy hasta g3 y que de ahi siga un
arco geodésico aig hasta ¢4. Ver la Figura 19(c). Como ocurrié anteriormente, el arco ag
estd ubicado en el mismo plano que v,_1vy, por lo que p(v,—1v,) Up(as) forma una sola
trayectoria geodésica sobre S desde p(v,,—1) hasta p(g3). Por lo tanto, ain después de esta
deformacion, nuestra cota superior sobre el niimero de cruces es valida.

Finalmente, deformamos a P al mover a v; hacia el interior del disco triangular Agov1qs
mientras curvamos los segmentos gov1 v v1g3 hasta que coincidan con un arco del ecuador
OB. NP1, como en la Figura 19(d). Esta transformacién final convierte a P en una
inmersién no-poligonal del mismo tipo (topoldgico) de nudo; la nueva inmersién coincide
con P fuera de la bola B, pero completamente evita su interior. Mientras tanto, la imagen
bajo p de esta inmersién es simplemente una proyeccién (esférica) I del nudo realizado
por P, la cual consiste de los n — 2 arcos de ' (con sus puntas extendidas por p(aq) y
p(as3)) junto con un (n — 1)2¥° arco as que corre a lo largo del ecuador S NPy uniendo los
puntos p(g2) y p(g3). Como I' se encuentra completamente a un lado del ecuador, ay no
cruza ningun otro arco. Por lo tanto, la nueva proyeccién no tiene mas cruces de las que
tenia antes de la ultima deformacién, provando el siguiente teorema.
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Teorema 4. Supongamos que el nudo K tiene un nimero minimo de cruces ¢(K) y un
indice poligonal minimo p(K). Entonces

(6)

) < PU) =3 p0) )
< : .

Al completar el cuadrado en (6) obtenemos

N 1
26§p2—7p+12:< _§> _-

O Sea que

Notamos que el Teorema 4 predice correctamente que el trébol es el tnico nudo no
trivial que se puede realizar con seis segmentos.

En el caso de los octagonos, la nueva cota sobre el niimero de cruces es 10. Sin embargo,
en [4] sistemdticamente consideramos las posibles proyecciones I de nudos que resultan
de la deformacion descrita anteriormente en la Figura 19 y de esta forma enumeramos los
nudos topoldgicos que estan presentes en ®eo®. Por ejemplo, consideremos la imagen de
la proyeccién con diez cruces que aparece en la Figura 20(a). Al escoger apropiadamente en
cada cruz cudl cuerda pasa por encima y cual pasa por debajo, obtenemos una proyeccién
I'” del nudo que corresponde, como se indicé anteriormente, a un octdgono P. Al hacer
esta seleccién, tenemos ciertos puntos en mente:

(i)

(iii)

Si vov3 pasa por debajo de todas sus cruces, entonces el interior del disco triangular
Awv1v9v3 no intersecta al resto de P. En este caso, se puede deformar P, empujando
a vo en una trayectoria recta hacia el punto medio del segmento vyvs, hasta que
P coincida con un heptdgono. Similarmente, si vyvg pasa por debajo de todas sus
cruces, existird una isotopia que reduce a P a un heptagono. Por lo tanto, no hay
necesidad de considerar estos diagramas.

Si ambos de los segmentos vsvg y vgv7 pasan por debajo de wgvg, como en la
Figura 20(b), entonces podemos deformar a P de manera que el I correspondiente
tenga dos cruces menos. Por ejemplo, podemos encoger las longitudes de vsvg y
vgV7, en esencia reduciendo el diagrama con una movida Reidemeister de tipo II.
En casos similares a éste, podemos ignorar las situaciones que se puedan reducir
con este tipo de isotopia y posponer su analisis hasta que examinemos el diagrama
reducido.

Ciertas selecciones de cruces nos llevan a configuraciones que son imposibles de
realizar con segmentos rectos. Por ejemplo, consideremos las tres cruces selec-
cionadas en la Figura 20(c). Sea P el plano que contiene a vy, v5 y vg. Notamos
que el interior del segmento vgv7 se debe de encontrar completamente sobre el
plano P, ya que este segmento comienza en vg en el plano y luego cruza sobre
v4v5. Similarmente, el interior del segmento v3vs estd ubicado completamente de-
bajo del plano P, pues este segmento cruza por debajo de vsvg antes de terminar
en v4 en el plano. Esto significa que v3vs no puede cruzar por encima de wvgvy,
como lo hace en la Figura 20(c), a menos de que uno de los dos segmentos esté
torcido.
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(iv) La Figura 20(d) demuestra una seleccién inverosimil de cruces particularmente
dificil. Este diagrama corresponde a una realizacion del nudo 8;g, la cual se puede
ver en la Figura 21. Aqui el problema no es tan obvio como antes. Es mas, en-
tre todas las configuraciones imposibles que encontramos en [4], ésta es la tnica
que no es claramente imposible. Sin embargo, a través de un delicado argumento,
incluyendo la introduccién de auto-intersecciones y una cuidadosa cuenta de di-
mensiones, podemos demostrar que no hay manera de construir esta configuracién.
Los detalles de este argumento apareceran en un articulo préximo.

Después de considerar todas las posibles proyecciones IV con més de seis cruces, en-
contramos que los nudos 819 y 899 son los tnicos con indice poligonal de ocho y ntimero
de cruces mayor que seis. Como ya se sabe que existen realizaciones octogonales de todo
nudo K con nimero minimo de cruces ¢(K) < 6, obtenemos la lista completa de los nudos
topoldgicos presentes en (’560(8), como lo indica el Teorema 1(iv). Con la excepcion de 63,
el nudo cuadrado 3; — 31, el nudo doble 41, y el nudo trivial, todo nudo en esta lista es
quiral y por lo tanto contribuye a por lo menos dos arco-componentes de ®eo®) . Por esta
razén Geo® contiene por lo menos veinte arco-componentes.
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Ficura 18. Los nudos dobles heptagonales son aquirales.
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FicurA 19. La deformacion de P dentro de una pequeiia bola de radio e
alrededor de v;.
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FicuraA 20. La imagen de una proyeccién con diez cruces.

Ficura 21. Esta inmersién octogonal del nudo 815 no se puede construir
a base de segmentos rectos.



