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Resumo: Para compreender um conceito matemadtico € necessdrio saber articular as
representacdes dele. Nesse sentido, articular as representagdes do conceito de
funcdo ndo € apenas saber identificar se determinada tabela, diagrama ou grafico
representa uma fung@o, implica a constru¢@o semantica desse conceito. Acreditamos
que a articulag@o entre as vdrias representacdes pode ser gerenciada pela definicdo
de funcdo que o aprendiz adota. Ndo qualquer defini¢do, mas uma que seja
realmente utilizada e que alcance todas as representacdes, o que denominamos de
operacionalizacdo da definicdo de fungdo. Neste artigo, nosso objetivo € tecer
reflexdes sobre como favorecer a operacionalizagdo da definicdo de fungdo por
parte do aprendiz. Para tal, fizemos um levantamento bibliografico com foco na
andlise do desenvolvimento histérico-epistemoldgico do conceito de funcdo e uma
discussdo sobre as miultiplas representacdes desse conceito. Concluimos
apresentando trés categorias que acreditamos favorecer a operacionalizacdo e que
podem ser objeto de estudo em projetos futuros.

Abstract: To understand a mathematical concept it is needed to knowing to
articulate the multiple representations of these concept. Articulate the
representations of the concept of function it is not just about knowing how to
identify if a table, diagram or graphics represents a function, imply to building a
semantic knowledge of the concept. We believe that the articulation between
various representations could be managed by the definition of function that learners
would adopt. Not any definition, but one that be used and reach all representations,
what we call operationalization of the definition of function. In this paper, our aim is
to reflect about how to favoring the operationalization of the definition of function
by learners. For this, we made a bibliographical survey focusing on the analysis of
the historical-epistemological development of the concept of function, and a
discussion on the multiple representations of this concept. We conclude by
presenting three categories that we believe would favor the operationalization of the
definition of function and that could be object of study in future projects.
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Introducao
E muito comum em disciplinas como Quimica, Fisica e Biologia que a resolu¢do de

um problema esteja condicionada ao entendimento da no¢do de dependéncia entre duas
variaveis. Isso ocorre porque muitos dos fendmenos em estudo apresentam regularidades, ou
seja, desde que as condi¢des iniciais sejam as mesmas eles possuem comportamento idéntico.

A regularidade de um fendmeno natural, no ambito da sala de aula, é apresentada
mediante uma regra de cunho causal que transcende as observacdes, geralmente representada
por uma férmula. Essa representacdo da lei de variagdo auxilia o professor na explicagao do
fenomeno, mas se o aprendiz ndo compreender as caracteristicas e propriedades inerentes ao
conceito matemdtico que dd vida a generalizacdo apresentada, o processo de ensino e
aprendizagem do fendmeno fica prejudicado. Essa é uma das dificuldades que a ndo
compreensdo do conceito de fungdo pode acarretar.

O conceito de fun¢do € uma ferramenta propria para o estudo de leis quantitativas.
Funcdes representam relagdes de dependéncia entre grandezas e o seu uso faz-se
indispensdvel na leitura matemadtica de fenOmenos da natureza. Esse fato amplia as
possibilidades do conceito, ndo o restringindo a temas proprios da Matematica.

Existem vdrias maneiras de representar o conceito de funcdo: palavras, diagramas,
tabelas, formulas e gréaficos. Na matemadtica escolar, outros conceitos foram estabelecidos
como pré-requisitos para a apresentacdo da defini¢do formal de funcdo: estudo de nogdes de
conjuntos e suas propriedades, conjuntos numéricos com énfase no conjunto dos nimeros
reais, e o entendimento das no¢des de par ordenado e de produto cartesiano. Na sequéncia, o
conceito de fungdo € apresentado por meio de sua interpretacdo mais abstrata, geral e formal:
como uma relagdo de dependéncia entre elementos de conjuntos quaisquer.

Apresentar fungdes dessa forma torna o conceito quase ininteligivel. Varios termos
girando em torno de um unico conceito, varias representacdes e uma maneira estitica de
aborda-lo. Todo esse contexto pode desfavorecer a construcdo de significados claros, precisos
e transferiveis.

Alguns estudos (VINNER, 1983; SIERPINSKA, 1992; DUVAL, 2012) apontam
varios fatores que podem dificultar a aquisi¢ao do conceito de funcdo, mas trés desses fatores
podem ser considerados cruciais: 1) a abordagem estdtica: quando o ensino do conceito
privilegia aspectos estruturais e pouca énfase € dada as suas aplicagdes; 2) énfase quase
exclusiva na representacdo analitica: um trabalho intensivo com férmulas € realizado, ao
ponto de o aprendiz conceber que funcdo é uma férmula e; 3) acréscimo de terminologias
novas para identificar cada representacdo: dentro de cada representacdo criam-se macetes
para saber identificar se uma tabela, grifico ou diagrama representam o conceito de fungao,

como se cada representacdo tivesse sua propria defini¢do de fungdo.
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Esses fatores podem aparecer isolados, mas € mais provédvel que os trés permeiem todo
o processo de ensino e aprendizagem do conceito de fun¢do. Mas por que geram dificuldades?

Segundo Duval (2012), a compreensdao de um conteido conceitual em Matematica
assume a coordenacdo de pelo menos dois registros de representagdo semiotica (termo usado
para indicar diferentes tipos de representacdo, como escrita em lingua natural, escrita
algébrica, tabelas, figuras, etc). Quer dizer, é a articulagdo dos registros que constitui uma
condic¢do de acesso a compreensdo Matemdtica, e ndo o isolamento em cada registro. Por isso
acreditamos que os trés fatores sdo tdo prejudiciais, pois eles nutrem o isolamento dos
registros de representacao.

Como a compreensdao do conceito de fungdo pressupde que o aluno transite, com
rapidez e espontaneidade, entre as multiplas representacdes desse conceito, possibilitar o
processo de articulacdo das representagcdes torna-se fundamental. Para tal, resolvemos focar
num aspecto elementar de um conceito, a sua defini¢ao.

Acreditamos que o que gerencia a articulacdo entre as vdrias representacdes do
conceito de funcdo € a definicdo dele. Uma concep¢do de definicdo que alcance todas as
representacdes. Em outras palavras, consideramos que a articulagdo € favorecida pelo
processo de utilizacdo consciente da definicdo como elo de ligagdo entre as demais
representacdes, processo que denominamos de operacionalizacdo da definigcdo de fungdo.

A operacionalizagdo da definicdo de fun¢do é o momento em que o aprendiz apresenta
uma definicdo formal ou pessoal (compativel com a formal) que abarque as varias
representacdes, percebendo-as, por meio da defini¢do adotada, como diferentes fontes de
informagdes sobre 0 mesmo conceito. E o ponto em que o aprendiz trabalha com a definicio
que enunciou, ou seja, sabe definir o conceito de funcdo e identificar/explicar, baseando-se na
defini¢do dada, se determinada tabela, diagrama ou grafico representa uma fungdo, além de
conseguir identificar relagdes funcionais entre varidveis.

Em sintese, dentro da perspectiva apresentada, devemos primeiro operacionalizar a
definicdo de funcgdo, depois articular as vdrias representacdes desse conceito, para,
consequentemente, compreendé-lo. Como acreditamos que a operacionaliza¢dao desencadeia o
processo de aquisicao do conceito de fungdo, nossa pesquisa objetivou tecer reflexdes sobre
como favorecer a operacionalizacido da definicdo de funcdo por parte do aprendiz. Para tanto,
fizemos um levantamento bibliografico com foco na andlise do desenvolvimento histdrico-
epistemologico do conceito de fungdo, e uma discussdo sobre as multiplas representagdes
desse conceito, discussdo essa que atentou para a questdo do acréscimo de terminologias

novas toda vez em que uma representacao € trabalhada.
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Metodologia

Optou-se pela realizacdo de uma pesquisa bibliografica para, por meio da leitura de
diversos textos, buscar convergéncias a fim de sintetizar e discutir trés varidveis cuja
manipulacdo em situacdes de ensino favorecam a operacionaliza¢do da definicdo de fungao. A
pesquisa bibliografica trata-se de uma modalidade de estudo e andlise de documentos
decorrentes de fontes cientificas como livros, monografias, dissertacdes, teses e artigos
cientificos que, segundo Gil (2008, p.50), permite “ao investigador a cobertura de uma gama
de fendmenos muito mais ampla do que aquela que poderia pesquisar diretamente”. A
pesquisa bibliogréfica é desenvolvida a partir de material ja elaborado, ou seja, pauta-se na
contribuicao de diferentes autores sobre o tema, entdo remete-se a fontes secunddrias, pois os
documentos j4 receberam tratamento analitico, entretanto, como aponta Marconi e Lakatos
(2003, p.183), “a pesquisa bibliografica nao € mera repeticdo do que ja foi dito ou escrito
sobre certo assunto, mas propicia o exame de um tema sob novo enfoque ou abordagem,
chegando a conclusdes inovadoras”. Em suma, “a pesquisa bibliografica implica um conjunto
ordenado de procedimentos de busca por solugdes, atento ao objeto de estudo, e que, por isso,
nao pode ser aleatério” (LIMA; MIOTO, 2007, p. 38). Considerando os pressupostos
mencionados, realizamos inicialmente a selecdo e andlise de textos cientificos que
apresentassem discussdes de natureza psicoldgica, historico-epistemoldgica e didatica sobre o

conceito de funcao.

O desenvolvimento da definicao do conceito de funcao

Os problemas praticos ou tedricos sdo de extrema importincia para o surgimento e
desenvolvimento dos conceitos matematicos, fato que tem o conceito de fungdo como um
grande exemplo. O desenvolvimento histérico desse conceito exemplifica como os consensos
e discordancias entre os pensadores, bem como os problemas que entravam em discussao
dentro do meio matematico exigiam que as defini¢cdes fossem cada vez mais precisas, que
alcancassem todos os casos e que realmente exprimissem a esséncia do objeto matematico em
questdo. Quando as defini¢cdes vigentes se mostravam insuficientes para a resolucdo dos
novos problemas que iam aparecendo, os matematicos se esforcavam para alcancar cada vez
mais clareza, precisdo e generalizacao.

Ponte (1990) relata que o surgimento da noc¢do de funcdo como conceito especifico,
objeto de estudo da Matematica, remonta apenas aos finais do século XVII, confundindo-se
com os primérdios do Célculo Infinitesimal. Este autor destaca que ndo se trata de uma nocao
muito antiga, conquanto aspectos muito simples desse conceito possam ser encontrados em

épocas anteriores, presentes, por exemplo, na mais elementar operacdo de contagem.
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A formacdo do primitivo conceito de funcdo era necessaria devido aos problemas
concretos do mundo fisico que iam surgindo, associados a ideia de regularidade. Entretanto,
outros elementos eram essenciais para a formagao desse conceito, como a moderna notacao
algébrica, introduzida por Viete (1540-1603), e a representacdo geométrica, que
proporcionava uma base intuitiva fundamental, possivel devido a criagdo da Geometria
Analitica por Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-1665).

De forma vaga a ideia de funcdo surgia em um trabalho de Newton (1642-1727)
publicado em 1736, sob o titulo The Method of Fluxions and Infinite Series. Embora Newton
ndo tenha usado a palavra fungdo, percebe-se pelos seus trabalhos que ele considerava as
relagcdes de dependéncia entre varidveis. Usava o termo relata quantitas para designar o que
chamamos hoje de varidvel dependente, fluente para designar as varidveis independentes e
genita para indicar as quantidades obtidas de outras a partir das quatro operagdes aritméticas
fundamentais.

Foi Leibniz (1646-1716) quem pela primeira utilizou o termo funcdo, em 1673. Ele
usou a palavra funcdo para indicar, em termos muito gerais, quantidades que variavam ao
longo de uma curva (e.g. tangente). Ele também introduziu os termos parametro, constante e
variavel. “Leibniz nao é o responsdvel pela moderna notagdo para fungdo, mas € a ele que se
deve a palavra “funcdo”, praticamente no mesmo sentido em que € usada hoje” (BOYER,
1996, p.297).

Os problemas que deram origem ao Calculo (desenvolvido por Newton e Leibniz)
eram geométricos e cinemadticos, por isso, o foco do Calculo, até entdo, era o estudo das
curvas geométricas, ndo do conceito de funcdo em si. Contudo, o procedimento de relacionar

curvas a formulas viria mudar esse quadro.
Com o desenvolvimento do estudo de curvas por meios algébricos, tornou-se
indispensdvel um termo para representar quantidades dependentes de alguma
varidvel por meio duma expressdo analitica. Com esse propdsito, a palavra “funcido”
foi adotada na correspondéncia trocada entre 1694 e 1698 por Leibniz e Jodo
Bernoulli (PONTE, 1990, p. 3).
Em 1718, Johann Bernoulli (1667-1748), num primeiro intento de deixar mais preciso
o conceito de fun¢do, define funcdo de uma grandeza varidvel, segundo Youschkevitch
(1976), a uma quantidade composta, de um modo qualquer, desta grandeza varidvel e de
constantes. Para Bernoulli, uma funcio sé poderia ser representada por uma tinica expressao
analitica. Ele empreendeu vdrias notagdes para uma funcdo, sendo fx a que mais se aproxima
da atual.
A definicao de Bernoulli seria aperfeicoada em 1748 por Euler (1707-1783), seu
antigo aluno. Em sua obra Introductio in Analysin Infinitorum, Euler, apds definir quantidade

constante e quantidade varidvel, afirmava, segundo Youschkevitch (1976), que uma fun¢ao de

uma quantidade varidvel € uma expressdo analitica composta, de um modo qualquer, desta
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quantidade e de nimeros ou quantidades constantes. Euler ndo definiu o que seria uma
expressdo analitica, mas, segundo Boyer (1996), ele se referia as fungdes algébricas e as
funcdes transcendentes elementares (exponenciais, logaritmicas e trigonométricas). Embora
Euler nao tenha sido o precursor no que se refere a no¢cao de fungio, foi ele o primeiro a tratar
o Caélculo como uma teoria formal de funcdes, sua obra de 1748 foi a primeira em que o
conceito de funcdo desempenhou um papel central. Assim como Leibniz, Euler foi um

fecundo criador de notagdes, deve-se a ele a notacdo f(x) até hoje utilizada para designar uma

funcdo de x.

As ideias de Bernoulli e Euler iriam revolucionar o estudo das fungdes. A partir de
entdo, pensar em funcdo seria 0 mesmo que pensar na expressao analitica que a representava,
“situac@o que haveria de vigorar pelos séculos XVIII e XIX, apesar de cedo se perceber que
conduzia a diversas incoeréncias e limitacdes (de fato, uma mesma funcdo pode ser
representada por diversas expressoes analiticas!)” (PONTE, 1990, p. 4).

A observacdo de fendmenos fisicos levou os matemadticos, no decurso da histéria, a
ampliarem a compreensdo dos objetos matematicos e definirem esses objetos com maior
precis@ao. Podemos destacar dois problemas de extrema importancia para a evolucdo do
conceito de fun¢do: o problema da corda vibrante e o problema da conducdo do calor. Esses
problemas, que desafiaram os matematicos daquela época, evidenciaram as limita¢des do
conceito de funcdo, situacdo que implicaria sucessivas ampliagdes do mesmo, alterando
profundamente a sua natureza e o seu significado.

O problema da corda vibrante ocasionou discussdes mais acaloradas acerca do
conceito de fun¢do, o que culminaria no enfraquecimento da quase insepardvel relacao
funcdo-expressdo analitica. Segundo Avila (1985, p. 16), “O problema surgiu em meados do
século XVIII, em conexdo com o estudo das vibragdes transversais de uma corda flexivel e
esticada, como uma corda de violino”.

Simplificadamente (abstraindo algumas suposi¢des iniciais), o problema consistia,
segundo Botelho e Rezende (2007), no seguinte: considere uma corda esticada e com os
extremos fixos (corda de algum instrumento musical, como o violdo). A corda serd afastada
de sua posicdo de repouso (figura 1), assumindo a posicdo inicial (figura 2), e depois solta,
provocando vibragoes. Sendo assim, descreva matematicamente os movimentos dessa corda,
ou seja, determine a fung¢do que descreve o formato da corda quando variamos a posi¢cdo x e

o tempo t.
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Figura 1 - Posicdo de repouso Figura 2 - Posicao inicial
Fonte: Os autores. Fonte: Os autores.

O problema era desafiador para os matemdticos da época, até porque tanto o0s
conceitos quanto os procedimentos que eles usavam eram imprecisos. Avila (1985, p.19)
afirma que “ndo sé o conceito corrente de fungdo era restrito e impreciso, como nao existia
uma fundamentacdo adequada das nocdes de limite, derivada e integral, ou uma teoria de
convergéncia de séries”.

Como resposta ao problema da corda vibrante, d’ Alembert (1717-1783), o primeiro a
estudar significativamente o fendmeno das vibracdes de uma corda, apresentou em 1747, no
seu artigo intitulado Recherches sur la courbe que forme une corde tendue mise en vibration,
a seguinte equacdo que ficaria conhecida como equag¢do da onda (ou equagdo das cordas

vibrantes), em terminologia moderna:

2
a ( )= ﬁa—y(m (1)

onde y= y(x,t) representa a amplitude de um ponto de abscissa x no instante ¢, u € a
densidade linear de massa da corda e T € a for¢a de tensdo na corda.

1 9%y
v: oo’

d’Alembert obteve a seguinte solucdo geral: y(x,7r)= f(x+vt)+g(x—vt), onde fe g sdo

(x,1),

Para a equagdo (1), geralmente apresentada na forma B_Z(x’t):
X

fungdes arbitrarias determinadas pela posi¢do inicial da corda e v € uma constante que
depende da situagao fisica estudada.

Para d’Alembert, a curva que representa a corda em sua posi¢do inicial deveria ser
descrita por uma expressao analitica. Embora tanto Daniel Bernoulli (1700-1782) quanto
Euler concordassem com a solucdo de d’Alembert, Bernoulli defendia que ndo era preciso
restringir a curva que representava a corda em sua posi¢ao inicial a uma expressao analitica
(Euler também ponderava sobre essa restri¢ao).

Daniel Bernoulli, adotando um ponto de vista bastante fisico, fez uma observacao
profunda, retomada anos depois por Fourier (1768-1830). Ele acreditava que a posi¢do inicial
da corda poderia ser descrita como uma soma possivelmente infinita de termos
trigonométricos. Ele apresentou uma solucao em série trigonométrica para a equagao (1), mas

ndo foi muito bem aceita.
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Lagrange (1736-1813) obteve uma solu¢@o da equacdo (1) na forma de uma série mais
geral que a solucdo obtida por Daniel Bernoulli, inclusive foi ele quem mais se aproximou do
desenvolvimento de uma dada fun¢ao em série trigonométrica.

O debate entre envolvendo Euler, d’ Alembert, Daniel Bernoulli e Lagrange perdurou
por alguns anos, mostrando-se frutifero para a expansao do conhecimento funcional. Segundo
Kliner (1989), esses didlogos tiveram importantes consequéncias na evolucdo do conceito de
funcdo. Este autor afirma que o conceito foi estendido, de modo a abranger: a) funcdes
definidas por expressdes analiticas diferentes em diferentes intervalos e; b) fungdes
desenhadas a mao livre e que, possivelmente, ndo eram dadas por combina¢des de simbolos
algébricos.

Fourier, ao estudar o problema de conducio do calor nos objetos materiais, teve que
retomar as ideias sugeridas no problema da corda vibrante. Ele conjecturou, a certa altura, que
“qualquer” funcdo poderia ser escrita como uma soma de senos e cossenos, num intervalo
apropriado. Embora ndo tenha dado uma prova matematica dessa afirmacao, instigou outros
matematicos, como Dirichlet (1805-1859) e Cantor (1845-1918), a definirem o real alcance
do dito “qualquer”.

Em sua obra Théorie analytique de la chaleur, publicada em 1822, Fourier afirma que

certas fungdes y = f(x) podiam ser representadas por uma série da forma:

f(x)= ] + Z(an.cos(nx) +b,.sen(nx)), onde a,, a,e b, sdo dados por 2)

n=1
a, =%.If(x)dx, a, =%.J.f(x)cos(nx)dx, n>0eb, =%j f(x)sen(nx)dx, n>1.

Os coeficientes q,,a,e b,sdo os chamados coeficientes de Fourier da funcdo f. Com

esses coeficientes, uma série da forma (2) € chamada a série de Fourier.
A relacdo (2) conduziu Fourier, naturalmente, ao estudo de condi¢des de
integrabilidade. Segundo Avila (1985), Fourier apresentou pela primeira vez, num artigo de

1807, submetido a Academia de Ciéncias da Franca, a questdo: dada a funcdo f, é sempre
possivel achar esses coeficientes (a,,a, e b, ) de modo a satisfazer a relagdo (2)? Este autor

afirma que essa questdo surgira, ainda que numa situacdo bem restrita, com Daniel Bernoulli
em 1753, entretanto foi com Fourier que ela se tornou realmente presente no mundo
matematico.

Quanto aos tipos de fun¢des que podem ser estudadas, a representacdo de funcdes por
Séries de Fourier fornece uma generalidade que supera o desenvolvimento por Séries de
Taylor. De fato, Fourier mostrou que muitas fun¢des poderiam ser representadas por uma

Série de Fourier. Mesmo que existam muitos pontos em que a derivada ndo exista ou em que
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a fun¢do ndo seja continua, a funcdo pode ter expansdo em série de Fourier (BOYER, 1996).
Assim, as ideias defendidas por Fourier provocaram uma espécie de movimento de libertagdao
do conceito de funcdo de sua representacdo analitica.

Dirichlet se empenhou para entender em quais casos as integrais que definem os
coeficientes de uma série de Fourier existiam, por isso foi levado a debrucar-se sobre o

conceito de funcido. Conforme Ponte (1990, p. 4), ele

formulou as condi¢des suficientes para representabilidade duma fung¢do por uma
série de Fourier. Dirichlet separou entdo o conceito de fungdo da sua representacdo
analitica, formulando-o em termos de correspondéncia arbitrdria entre conjuntos
numéricos, em 1837.

A definicdo de Dirichlet acabou sendo um marco para a concep¢do moderna do
conceito de fun¢do. Na segunda metade do século XIX, uma onda de exemplos de funcdes
baseada na definicdo de Dirichlet foi apresentada pelos matematicos daquele periodo
(COSTA, 2004).

Dirichlet definiu fun¢do, segundo Riithing (1984), da seguinte maneira:

Suponhamos que a e b sdo dois valores dados e x é a quantidade varidvel que
assume, gradualmente, todos os valores localizados entre a e b. Se para cada x
corresponde um unico y, de modo que, enquanto x percorre o intervalo de a até b,
y = f(x) varia gradualmente da mesma forma, entdo y é chamada fun¢do continua de
X para este intervalo. Além disso, ndo é absolutamente necessdrio que y dependa de
X no intervalo inteiro de acordo com a mesma lei; sem duvida, ndo é necessario
pensar somente em relacdes que possam ser expressas através de operacgdes
matematicas.

Para mostrar a natureza totalmente arbitrdria da lei de correspondéncia que orienta a
relacdo entre as varidveis, Dirichlet surpreendeu os mateméticos ao apresentar, em 1829, o
exemplo de uma funcdo que era descontinua em todos os seus pontos, ndo integravel e nao
podia ser representada por uma expressdo analitica (pelo menos na época). Fun¢do hoje
conhecida como Func¢do de Dirichlet. Abaixo temos a definicdo da funcdo de Dirichlet, a

funcdo d.

1, sexeQ

d: R - R definida por d(x) ={ 0. se z € (R _ @)

A definicdo de Dirichlet estd mais proxima do ponto de vista atual de uma
correspondéncia entre dois conjuntos de niimeros, mas os conceitos de conjunto e de niimero
real ndo tinham ainda sido estabelecidos (BOYER, 1996). Contudo, foi a partir dos estudos de
conjuntos de pontos feito por Cantor e, consequentemente, do desenvolvimento da Teoria dos
Conjuntos, que o conceito de fun¢do passaria a ser definido em termos de pares ordenados de
elementos, ndo necessariamente numéricos (FONSECA et al., 2013).

Cantor, também motivado pelo estudo das séries de Fourier, tinha o objetivo de saber

em que condicdes uma série de Fourier convergia para a func@o a que estava associada. Ao
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longo de seus estudos percebeu que para obter uma resposta precisa a essa pergunta tinha que
focar ndo somente o conceito de funcdo, mas também o conceito de nimero; portanto, o que
seria um numero real? Essa nova questdo o conduziu ao estudo dos subconjuntos da reta, o
que ocasionou nos estudos iniciais da Teoria dos Conjuntos.

Foi, finalmente, com a definicdo de um grupo de matemaéticos franceses, que o
conceito de funcdo atingiu o seu carater mais geral e formal. O referido grupo ficou conhecido
como Nicolas Bourbaki.

Ja no século XX, a busca pela formalizacdo dos conceitos matematicos levou muitos
pesquisadores matematicos a publicarem textos cientificos. Entre eles destaca-se um
grupo de matematicos da Franca, que adotou o pseuddénimo de Nicolas Bourbaki.
Esse grupo acreditava que muitas defini¢des da matemdtica moderna deveriam ser
repensadas. Para isso, escreveram uma série de livros, que foram publicados a partir
de 1935, apresentando ao mundo “a matemdtica moderna”, a partir de uma nova
terminologia e novos conceitos (FONSECA et al., 2013, p. 12).

A defini¢do de Bourbaki, que até hoje influencia o ensino de fung¢des, foi importante
para ampliar as possibilidades do conceito. A definicdo dada pelo grupo, em 1939, conforme

Riithing (1984), pode assim ser enunciada:

Sejam E e F dois conjuntos distintos ou ndo. Uma relag¢@o entre uma varidvel x de E
e uma varidvel y de F € dita uma relacio funcional em y, ou relacao funcional de E
em F, se, para qualquer xe€ E existe um tnico ye€ F, e apenas um, que estd na

relacdo dada com x. Damos o nome de funcdo a operacdo que associa a todo
elemento xe E o elemento y € F que se encontra na relagdo dada com x; dizemos

que y € o valor da funcdo para o elemento x, e que a fungdo é determinada pela
relagdo funcional considerada. Duas relacdes funcionais equivalentes determinam a
mesma fung@o.

Podemos observar que a definicdo de Bourbaki apresenta o conceito de funcdo como
um certo subconjunto do produto cartesiano E x F. Assim, com essa defini¢ao de cariter mais
abrangente, a noc¢do de funcdo se expandiu de forma a incluir tudo o que fossem
correspondéncias arbitrdrias entre quaisquer conjuntos, € ndo apenas numéricos. Segundo
Alvarenga et al. (2014, p. 175), “Esta caracteristica foi essencial para a disseminacdo do
conceito de fungdo por diversas dreas do conhecimento, podendo, assim, ser utilizada em
distintos modelos de correspondéncia entre varidveis, ndo sendo restrita apenas ao conjunto
dos numeros reais”.

De resto, podemos dizer que o conceito de fun¢do passou por diversas transformagdes
necessdrias para tornd-lo cada vez mais fundamentado, cada vez mais util para a resolugao de
problemas, cada vez mais operacional. Segundo Silva e Rezende (1999), através da anélise
histérica do conceito de funcdo, podemos perceber que os matemadticos, ao definirem esse
conceito, utilizaram trés ideias basicas:

a) fungcdo como relagdo entre quantidades varidveis: Essa interpretacio elege a no¢ao
de variacdo como o cerne do conceito de fun¢do. Ela se refere a ideia de duas grandezas que

variam uma dependendo da outra, ideia esta tdo presente no nascimento da Fisica quantitativa
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e que permeia nosso cotidiano. Tal interpretacio mostra, de imediato, a utilidade pratica do
conceito de funcao.

b) fungdo como relagdo entre conjuntos: E a ideia de que a cada elemento x de um
conjunto A se associa um unico elemento f(x) de um conjunto B. Embora a interpretacao
anterior seja a mais intuitiva, a relacio entre conjuntos € a ideia mais utilizada para definir o
conceito de funcdo. Esta interpretacao € estitica e tem um carater mais formal que as demais.

¢) fungdo como transformagdo: Interpretacio dada pelo matemdtico George Boole
(1815-1864) em sua definicdo. E a ideia de que a funcdo f transforma o elemento x no valor
f(x). Esta se faz presente, por exemplo, nas transformacdes lineares entre espacos vetoriais ou
nas fun¢des complexas de varidveis complexas.

O percurso histérico do conceito de fun¢do deixa claro o sentido de sua evolugdo e
operacionalizacdo: de ideias mais intuitivas a ideias mais gerais e formais, em outras palavras,
da relagdo entre quantidades varidveis a relacio entre conjuntos.

A presente andlise historico-epistemoldgica nos possibilitou entender que a construcao
de um conceito depende de tantas outras ideias e de uma gestagcdo lenta em que os problemas
e o instrumento matematico se inter-relacionam, ajudando-se e esclarecendo-se mutuamente.
Percebemos, ainda, que o conceito de funcdo surgiu dentro de um contexto prético, atrelado a
problemas com referéncia na realidade, como uma relacdo entre quantidades varidveis,
evidenciando um apelo fortemente intuitivo e rico para o entendimento de suas limitacdes
enquanto objeto matematico. Conforme novos problemas iam aparecendo, as limita¢des das
definicdes entdo adotadas eram explicitadas, o que exigia mais clareza, precisdo e
generalizacdo. Esse processo de constante aperfeicoamento culminou na defini¢do de fungdo
como relacdo entre conjuntos quaisquer, a mais formal e mais utilizada para introduzir o tema.

Obedecendo ao sentido histérico de evoluciao do conceito de fungdo, acreditamos que
podemos favorecer a operacionaliza¢ao na medida em que o conceito seja apresentado como
relacdo entre quantidades varidveis para depois ser formalizado como relagio entre conjuntos.
Situagdes mais intuitivas, principalmente aquelas que aludem ao universo mais préoximo do
aluno, sdo fundamentais para que o aprendiz atribua significacdo ao objeto matematico em
questdo, o que possibilitaria a0 mesmo trabalhar com a defini¢cdo que adotou. Conforme Silva
e Rezende (1999, p.32), “se a interpretacdo como relacdo entre quantidades varidveis torna a
aprendizagem do conceito de fungdo mais intuitiva para o aluno e de maior aplicabilidade nas
demais dreas do conhecimento, por que nao partir dela para, apés o dominio do conceito,
chegar ao formalismo? ”’

Partindo dessa mesma preocupacdo, Botelho e Rezende (2007, p. 74) afirmam:

Nao pensamos em foérmulas matemdticas ou em subconjuntos de um produto
cartesiano quando compramos um produto. O que fazemos € relacionar a quantidade
comprada com o preco a ser pago através do conhecimento que temos sobre a
maneira com que estas grandezas, quantidade e preco, variam.
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As miiltiplas representacées do conceito de funcio

Entendemos que para favorecer a operacionalizacdo também € necessdrio inserir o
conceito de fun¢do em diferentes contextos problemaéticos; contextos baseados na pluralidade
de representacdes. Por isso, nesta secdo, apresentaremos alguns exemplos em que discutimos
os contras e pros de cada representacdo e sobre o principal fator que causa o isolamento das
representacoes: o acréscimo desnecessdrio de terminologias novas.

Exemplo 1: Observe a seguinte sequéncia de figuras:

Figura 3 — Sequéncia dos nimeros retangulares.
Fonte: Os autores.

Se as proximas figuras da sequéncia obedecem ao mesmo padrdo observado nas
figuras iniciais, entdo quantas bolinhas terd a centésima figura?

E claro que, com muito esforco, essa questdo pode ser resolvida sem fazer apelo a um
raciocinio mais elaborado. Basta desenhar mais 96 figuras e o problema estard resolvido.
Contudo, o dito raciocinio mais elaborado pode tanto reduzir o trabalho quanto facilitar o
entendimento do comportamento do “fendmeno” como um todo. Isto € possivel, em
particular, pois o nosso fendmeno ficticio possui uma regularidade.

A tal regularidade pode ser percebida pela forma como os “pontinhos” sao dispostos,
de modo a formarem retangulos. Partindo desse fato, e sem recorrer ao trabalho arduo de
desenhar varias figuras, como poderiamos resolver o problema?

Se nos basearmos nas limitagdes de acdo, teremos de saber calcular a quantidade de
pontinhos de uma figura conhecendo apenas o nimero natural que representa sua posi¢ao.
Podemos facilitar o entendimento do problema recorrendo a representagao tabular.
Representagdo Tabular

Primeiro poderiamos construir uma tabela com duas linhas, a primeira serd a linha das

posicdes e a segunda a da quantidade de pontinhos, observe a tabela 1.

Tabela 1 — Dados organizados de forma a dar uma nogéo inicial da lei quantitativa

Posicao 112345678
Quantidade | 2 | 6 | 12|20 | 30 | 42 | 56 | 72

Fonte: Os autores.

As posigdes 5, 6, 7 e 8 puderam ser preenchidas, pois um olhar mais cauteloso sobre
as quatro primeiras posicdes sugere uma lei: a quantidade de pontinhos é o produto da
posicdo atual pela posicdo seguinte. Essa afirmacdo pode ser validada se pensarmos na
quantidade de pontinhos de certa posi¢do como o resultado do cdlculo da drea do retangulo
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dessa posi¢cdao. Podemos supor que a quantidade de pontinhos horizontais € a medida da base e
a quantidade de pontinhos verticais € a medida da altura. Como a drea de um retangulo é o

produto da base pela altura, temos, por exemplo, o caso da figura 4.

Figura da 3? posigdo Figura da 4? posigio
3x4 =12 pontinhos 4x5 = 20 pontinhos
Y X X oo
eeee |3 tdl!
coe e eccece
oo
N 5

Figura 4 — Quantidade de pontinhos das figuras das 3% e 4° posigdes.
Fonte: Os autores.

A tabela nos ajuda a organizar os dados e a empreender o tal raciocinio mais
elaborado, contudo ainda estamos presos a casos particulares.

A tabela 1 d4 uma ideia inicial da lei. Ela consiste em duas sucessdes, dois conjuntos
numéricos, o das posi¢cdes P e o dos nimeros de pontinhos Q, postos em correspondéncia um
com o outro. Tal correspondéncia € univoca no sentido de P para Q, pois a cada posicao
corresponde uma, € apenas uma, quantidade de pontinhos. A lei estd na forma como essa
correspondéncia do conjunto P ao conjunto Q se realiza.

Assim, é natural entendermos que o instrumento para o estudo de leis quantitativas, o
conceito de fun¢do, deve ter em sua esséncia a correspondéncia de dois conjuntos. De posse
dessa ideia fundamental, o préximo passo seria generalizar. Para tal, devemos criar uma
representacdo simbdlica, afim de alcancgar a generalidade conveniente, uma caracteristica da
lei, desprendendo-se de tabelas de resultados particulares.

Segundo Caracga (1951), a representacdo simbolica almejada e, consequentemente, a

generalizacdo, € alcancada a partir do momento em que se introduz o conceito de variavel.

Seja (E) um conjunto qualquer de ndmeros, conjunto finito ou infinito, e
convencionemos representar qualquer dos seus elementos por um simbolo, por ex.:
x. A este simbolo, representativo de qualquer dos elementos do conjunto (E),
chamamos varidvel [...] Quando dizemos, por exemplo: seja (E) o conjunto dos
nidmeros reais do intervalo (0,1), e seja x a sua varidvel, que queremos significar?
Que o simbolo x sem coincidir individualmente com nenhum dos ndmeros reais
desse intervalo, é suscetivel de os representar a todos; é, afinal, o simbolo da vida
coletiva do conjunto, vida essa que se nutre da vida individual de cada um dos seus
membros, mas ndo se reduz a ela (CARACA, 1951, p. 127).

Estabelecido o conceito de varidvel, agora podemos voltar ao exemplo 1 e apresentar
uma nog¢ao mais geral, cuja esséncia seja a correspondéncia entre o conjunto das posicoes P e
o conjunto das quantidades Q, a representacdo algébrica ou analitica.
Representagdo Analitica

Considere p a varidvel do conjunto P e ¢ a varidvel do conjunto Q. A lei consiste na
existéncia duma dada correspondéncia entre p e ¢, correspondéncia que sabemos ser univoca

no sentido P — Q. Diremos que a varidvel ¢ € funcdo da varidvel p, indicaremos
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simbolicamente por g = f(p), onde p serd chamada de varidvel independente e q varidvel
dependente. A varidvel g é dependente da p, pois sua variacdo depende da variacdo dos
valores de p, particularmente, variando a posicdo, variamos, também, a quantidade de
pontinhos.

Agora € possivel transcrever a lei: a quantidade de pontinhos é o produto da posigcdo

atual pela posicdo seguinte, para a linguagem algébrica:
q=p(p+1)ou f(p)=p.(p+D, 3)

onde p € a posicao da figura, p+1/ é a posi¢ao seguinte e g € a quantidade de pontinhos da
figura de posi¢do p.
De posse de (3), saber quantos pontos comporta a centésima posi¢do fica simples,

basta fazermos p=100, em (3):

g = f£(100)=100.(100+1) =100.101 =10100 pontinhos.

Ao descobrirmos a lei quantitativa alcangamos um certo poder de previsdao e controle
sobre o fendmeno em estudo, por isso € tdo til interpretar o conceito de fungdo como uma
relacdo entre quantidades varidveis. Agora podemos saber, sem que precisemos recorrer a
casos particulares, quantos pontinhos hd em qualquer posi¢ao e mais, se for dada a quantidade
de pontinhos de uma figura, podemos saber qual a posi¢do que ela ocupa na sequéncia. Por
exemplo, qual € a posicao da figura que possui 20 pontinhos? Basta fazermos g=20 em (3) e

resolver a equacao resultante: p.(p+1)=20.
A equagdo p.(p+1) =20 pode ser escrita como p2+ p =20, subtraindo 20 em ambos

os membros dessa equacdo chegamos a equacdo do segundo grau na forma

-1£481 —-119
completa: p2+ p—-20=0, temos que A=12-4.1.(-20) =81, entdo p= \/_ = .

2 2
Como delta € positivo a equagdo tem duas raizes reais e distintas como solu¢do, sdo elas
-1+ 8 -1-9 -10 Do .
'= 5 2 :5:4 e p”:T:T:—S. Como as posi¢does sao dadas por numeros

naturais, a solucdo conveniente para o problema € 4, ou seja, a figura composta de 20

pontinhos estd na quarta posi¢ao.

Defini¢do do conceito de func¢ao
Na tabela 1 estdo indicados apenas alguns pares de valores da correspondéncia,
embora a tabela nos dé uma primeira nogdo, ela € limitada. Por outro lado, a afirmacdo

qg= f(p) significa que qualquer valor p corresponde um unico valor de g. Dentro desse

contexto mais abrangente, podemos definir o conceito de fun¢do da seguinte maneira:
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Dados os conjuntos X, Y, uma funcio f : X — Y (1&-se: “uma funcdo de X em Y”)
¢ uma regra (ou conjunto de instru¢des) que diz como associar a cada
elemento X € X um elemento y = f(x)€ Y. O conjunto X chama-se dominio e

Y é o contradominio da fungdo f. Para cada X € X , o elemento f (x)€ Y chama-

se a imagem de x pela funcdo f, ou o valor assumido pela fungdo f no ponto
x€ X (LIMA et al., 2012, p.45).

7z

Vale ressaltar que o ensino de funcdes € quase exclusivamente centrado na
apresentacdo de correspondéncias entre conjuntos numéricos, as chamadas fungdes
numéricas. Embora esses tipos de fun¢des sejam as mais importantes para o estudo de leis
quantitativas, o conceito de fung¢do ndo se restringe a correspondéncias entre conjuntos
numéricos. Muitos exemplos de funcdes sdo correspondéncias entre conjuntos numéricos,
onde a regra que expressa a regularidade € dada por uma férmula, “mas em geral ndo precisa
ser assim. A natureza da regra que ensina como obter f{x) quando é dado x € inteiramente
arbitrria” (LIMA et al., 2012, p. 49). Isso pode ser observado no exemplo a seguir.

Exemplo 2: Diante de uma colecdo de objetos, se solicitado a contar os mesmos, um
individuo quase que automaticamente procede da seguinte maneira: aponta para um dos
objetos dizendo: um; aponta para outro e diz: dois; e assim procede até esgotar os objetos da
colecdo. Sendo, por exemplo, 5 o dltimo nimero pronunciado, ele conclui que a colecao tem
5 objetos.

Portanto, a contagem se realiza fazendo corresponder, sucessivamente, a cada objeto
da colecao um nimero da sequéncia de nimeros naturais (1, 2, 3, ...). A correspondéncia ou
associacdo mental de dois entes exige que haja um ponto de partida e um ponto de chegada,
respectivamente, o objeto a ser contado e o ndmero natural que o rotula, e, ainda, uma ideia
(ou conjunto de instrucdes) pela qual o pensar no ponto de partida evoca o pensar no ponto de
chegada, a chamada lei de correspondéncia.

Pode-se dizer que uma funcdo f € um objeto matematico constituido por trés partes:

1) Dominio A: conjunto de partida ou conjunto onde a funcao esté definida.

2) Contradominio B: conjunto de chegada ou conjunto onde a fun¢ao toma valores.

3) Lei de correspondéncia f(x): € a maneira pela qual o pensar no elemento do dominio
desperta o pensar no elemento do contradominio. Quando a funcdo € numérica, tanto o
dominio quanto o contradominio sdo conjuntos numéricos, nesse caso, a lei de
correspondéncia serd dada por uma expressao analitica.

A notagdo abaixo sintetiza em um resumido conjunto de simbolos a participagdo dos
trés elementos constituintes do conceito de funcao.

f:A—>B

Notagao:
xoy=f(x)
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Essa notacdo indica uma func¢do f, definida em A com imagens (i.e., pontos de

chegada) em B segundo a lei de correspondéncia y = f(x). A representacdo A — B indica a
correspondéncia entre os conjuntos A € B, enquanto x O yindica a correspondéncia entre os
elementos dos respectivos conjuntos. No caso das fungdes numéricas, a identidade y = f(x)

nos informa que os pontos de chegada y sdo construidos mediante uma férmula dependente de
x. Sendo assim, o elemento y é equiparado a forma genérica de calculé-lo f{x).

A lei de correspondéncia que caracteriza uma funcao deve satisfazer duas condi¢des,
conforme Lima et al. (2012):

I) Sem excecoes: a lei de correspondéncia deve fornecer pontos de chegada para todo
ponto de partida, ou seja, cada elemento (todos) do dominio deve estar associado a algum
elemento do contradominio;

Il) Sem ambiguidades: cada elemento do dominio estd associado a apenas um
elemento do contradominio.

A partir dessa defini¢do, podemos dizer que o exemplo 2 representa bem a ideia de
fun¢do. Possui um dominio (cole¢do de objetos), um contradominio (conjunto dos naturais) e
uma lei de correspondéncia (a regra), que se configura no proprio processo elementar de
contagem: a cada objeto da colecdo apontado se atribui um ndmero natural, como se fosse um
rétulo, comeg¢ando do ndmero 1 e procedendo sequencialmente até findar os objetos do
conjunto. A lei de correspondéncia obedece as duas condi¢Oes: sem excecdes € sem
ambiguidades, pois cada objeto da colec¢do recebe algum rétulo e todos os objetos recebem
um unico rétulo, caso contrario, algum objeto ficaria fora da contagem ou seria computado
mais de uma vez. No exemplo 1, os conjuntos de partida e chegada sdo, respectivamente, P e
QO (ambos conjuntos de nimeros naturais). Por ser uma fun¢do numérica admite como lei de
correspondéncia uma férmula (expressdo analitica), no caso, f(p)=p.(p+1), que é a
traducdo algébrica da lei: a quantidade de pontinhos é o produto da posicdo atual pela
posicdo seguinte. Essa lei de correspondéncia obedece as condig¢des I e II pois cada posi¢cao
apresenta alguma quantidade de pontinhos (que define a figura), e toda posi¢do estd associada

a uma Unica quantidade de pontinhos (sendo cada posicao poderia ter mais de uma figura).

Representagao por diagramas

Além de defini¢des, tabelas e féormulas, o conceito de func¢do pode, também, ser
representado por diagramas de flechas e por graficos. O diagrama de flechas se configura
numa tentativa de apresentar o conceito de fun¢do na sua forma mais geral e formal como
relac@o entre conjuntos, ja no ensino basico. O exemplo 2, em termos de diagramas, poderia

ser representado assim:
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Figura 5 — Diagrama para a contagem de cinco magas.
Fonte: Os autores.

Com o auxilio do diagrama de flechas, duas condi¢des devem ser satisfeitas para que
uma relagdo fde A em B seja considerada uma fungao:

1) todo elemento do conjunto A, dominio, deve servir como ponto de partida de flecha;

i1) cada elemento do conjunto A deve servir como ponto de partida de uma Unica
flecha.

E ficil ver que o diagrama da figura 5 representa uma funcdo, pois cumpre as
condicdes i e ii. As condicdes 1 e ii s@0 apenas as condi¢cdes sem excecdo e sem ambiguidade
que a lei de correspondéncia deve satisfazer para que uma relagdo entre dois conjuntos seja
uma fungdo. Ou seja, hd o acréscimo desnecessario de terminologias novas. Para compreender

melhor as condig¢des i e ii, observe a figura 6.

Figura 6 — Diagramas de flechas exemplificando relagdes entre conjuntos numéricos.
Fonte: Os autores.

Os diagramas c e d representam o conceito de fun¢do. No diagrama d acontece algo
que pode confundir a aplicacdo das duas condi¢cdes: um ponto de partida deve estar associado
a um unico ponto de chega, mas um ponto de chegada pode receber varios pontos de partida.
O diagrama a ndo representa uma fungao, pois ndo cumpre i (sem excecao); e o diagrama b,
pois ndo cumpre ii (sem ambiguidades).

Geralmente, no que diz respeito ao ensino de fungdes, a representacao por diagramas é
a mais utilizada, principalmente quando se inicia o aprendiz nesse conceito. O que acontece €
que o ensino de funcdes vai se resumir a dizer se um diagrama representa ou ndo o conceito
de funcdo, um trabalho macgante de memorizacdo das duas condicdoes. Ndo € que a
representacao por diagramas deva ser excluida das situagdes de ensino, mas focar o ensino de

fun¢do numa representacao tao estdtica, cujos conjuntos em causa raramente excedem trés ou
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quatro elementos, pode gerar o “problema da trivializacdo” do conceito de fun¢do, problema
sério porque fornece aos alunos uma imagem distorcida da Matematica (PONTE, 1990, p. 7).
Apresentar o conceito de fun¢do por meio de diagramas, que enfatizam a interpretacao
de fun¢do como uma relagdo bindria, pode ser um grande contraexemplo de operacionalizacdo
da definicao de fun¢do. Pois o professor pode apresentar uma definicdo que ndo vai usar.

Sobre esse problema Lima afirma:

Fungdes sdo definidas por relagdes bindrias, ponto de vista que nenhum matemético
nem usudrio da Matemadtica adota em seu dia-a-dia. Pior: esta generalidade indtil €
rapidamente abandonada e todas as fungdes que surgem depois sdo bolinhas e
flechinhas, ou entdo dadas por férmulas (2001, p. 46).

Representagdo grifica
Agora, representaremos graficamente a relagdo entre as varidveis, quantidade de

pontinhos e posi¢do, apresentadas no exemplo 1.

Grifico 1 — Quantidade de pontinhos para as dez primeiras posigdes.
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Fonte: Os autores.

O grafico acima nos fornece uma base intuitiva fundamental, uma descri¢cao visual de
como as mudancas sofridas por uma grandeza p provoca variacdes em outra g. Construir
grificos de fungdes constitui-se num processo de “visualizacio das leis de correspondéncia”,
o que facilita a andlise de fendmenos, a descricdo de regularidades e a interpretacdo de
interdependéncias, pois além de ser outra forma de representar o conceito de fun¢ao, o grafico
pode trazer informagdes adicionais.

Em geral, um grafico é uma ferramenta que possui a importante funcdo de sintetizar
um conjunto de dados, facilitando a comunicacdo, andlise e interpretacdo dos mesmos. A
representacdo grafica da relacdo funcional entre varidveis permite ao individuo vislumbrar o
comportamento do fendmeno modelado, ndo €, pois, apenas um expediente de apelo visual,
mas sim um instrumento cuja correta interpretaco se constitui num processo de resolucdo de

problemas.

Os graficos se apresentam como uma ferramenta cultural que pode ampliar a
capacidade humana de tratamento de informacdes quantitativas e de estabelecimento
de relagdes entre as mesmas. A apresentacdo gréfica é frequentemente associada a
coordenacdo de informagdes quantitativas dispostas em dois eixos perpendiculares;
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um horizontal (chamado eixo dos x ou abscissa) e um vertical (eixo dos y ou
ordenada) (MONTEIRO, 1999, p. 1).

Embora existam outros tipos de graficos que podem expressar o conceito de fung¢do, o
tipo mais utilizado no ensino de fungdes € o grafico cartesiano, isso porque as figuras no
plano cartesiano podem ser descritas por formulas, o que possibilita a articulagao entre duas
formas de representar o conceito: a grafica e a analitica. Considerando o contexto histdrico,
Caraca (1951) afirma que o conceito de fun¢do serviu como elemento definidor da unificacao
de dois campos que passaram aproximadamente dois mil anos separados: o campo analitico e
0 geométrico.

A representacdo gréfica, no ensino de funcdes, ndo deve ser posta em segundo plano
ou ser vista como uma mera extensdo de uma férmula. O trabalho quase que exclusivo com as
expressoes analiticas que definem as fungdes pode passar a impressao de que uma fungao €
apenas uma férmula. Nesse sentido, as manipulacdes algébricas acabam sendo consideradas a
Unica via para encontrar solugdes de problemas sobre fungdes. Nesse contexto, Filho e

Menezes (2010, p. 7) ao analisarem os dados de sua pesquisa discutem sobre:
a tendéncia dos alunos, mesmo nas questdes inteiramente relacionadas a
interpretacdo grafica, de utilizarem estratégias e procedimentos com cdlculos para
resolverem os problemas. Especificamente, t€m-se evidéncias de que os alunos
concebem o cédlculo como a dnica, ou mais relevante, via para encontrar solugdes.

H4, ainda, a situacdo em que o aprendiz sabe definir corretamente o conceito de
funcdo, mas ndo sabe identificar quando um grafico cartesiano representa uma fungao. Isso
pode ocorrer quando uma unica representacdo do conceito € enfatizada, geralmente as
expressOes analiticas, e as demais relegadas a atividades repetitivas. Isso pode dificultar a
constru¢do significativa do conceito, tendo em vista que um conceito transcende suas
representacdes. Sem falar nas terminologias que sdo apresentadas quando uma representagao
¢ trabalhada, elas sdo apresentadas de forma desconexa, o que faz com que as representagcdes
do conceito de funcdo: verbal, tabular, por diagramas, analitica e gréfica, se isolem.

No caso dos gréficos, existe uma regra para verificar se um grafico cartesiano
representa ou ndo o conceito de fun¢do. Essa regra pode ser assim apresentada: considerando
o grafico cartesiano da relacdo fde A em B, se a reta paralela ao eixo das ordenadas conduzida
pelo ponto (x, 0), em que x € A, sempre intersectar o grafico de f em um tnico ponto (grafico

3), entdo esse grafico representa uma funcdo. Se a paralela, nessas condigdes, intersectar o

grafico em mais de um ponto, 0 mesmo nao representard uma relacdo funcional (grafico 2).
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Grafico 2 - Circunferéncia x?+y?=1. Grafico 3 - Fungio definida por f{x)=1/x com x>0.
A yA
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Fonte: Os autores. Fonte: Os autores.

Por que se reta paralela intersectar o grafico em dois ou mais pontos, 0 mesmo nao
representard uma fung¢ao?

Isso vem da propria defini¢ao de fungdo e de como se constréi um grafico cartesiano.
Os gréficos cartesianos sdo formados por pontos (x, y) que satisfazem condic¢des especificas,
por exemplo, numa circunferencia de raio 1, centrada na origem, o quadrado da abscissa
acrescido do quadrado da ordenada deve ser igual a 1, ou seja, os pontos satisfazem a
condicdo x%+y?=1 (grafico 2). O gréfico cartesiano de uma fun¢do é ainda mais especifico,
pois € exigido que cada abscissa esteja associada a uma unica ordenada. Como as ordenadas
f(x), em termos gréficos, sdo as alturas dos pontos de abscissa x, entdo cada ponto deve ter,
grosso modo, uma tnica altura. Essa regra ndo passa de um macete para se transferir para a
linguagem gréfica a condicdo: sem ambiguidades, que a regra que define uma fungdo deve
obedecer, isso quer dizer: mais terminologias.

Em suma, nesta sec¢do, destacamos a questdo do acréscimo de terminologias novas
toda vez em que uma representacdo € trabalhada, isto €, regras que sdo utilizadas para
identificar, por exemplo, se determinados graficos ou diagramas representam o conceito de
funcdo. Isso tem como consequéncia o isolamento dos registros de representacio, pois tais
regras sdo desconexas e restritas ao contexto de um tnico registro, o que inviabiliza a
coordenagdo entre as vdrias representacdes do conceito de funcdo. O grande entrave que o
isolamento impinge, refere-se a propria apreensdo do objeto matematico em jogo, pois,
conforme Duval (2012), a apreensdo de um objeto depende de que o aprendiz consiga realizar
tratamentos em diferentes registros de representacdo e transitar de um para outro o mais
espontaneamente possivel.

Sobre a ideia do isolamento de registros de representacdo, Duval (2012, p. 283)

afirma:

Naturalmente, a auséncia de coordena¢do ndao impede toda compreensdo. Mas esta
compreensdo, limitada ao contexto semidtico de um registro apenas, ndo favorece
em nada as transferéncias e as aprendizagens ulteriores: torna os conhecimentos
adquiridos pouco ou nio utilizdveis em outras situacdes aonde deveriam realmente
ser utilizados. Em definitivo, esta compreensdo mono registro conduz a um trabalho
as cegas, sem possibilidade de controle do “sentido” daquilo que € feito.
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A continua exemplificacdo da operacionaliza¢do da defini¢do de funcdo, por parte do
professor, pode subsidiar a superacdo do problema do isolamento de representagdes. Como foi
discutido nesta secdo, a definicdo apresentada pelo professor surge como uma mera
formalidade, que € posteriormente abandonada. Adotando a constante exemplificacdo, o
docente poderia guiar-se pela definicdo apresentada toda vez em que discutisse porque
determinadas relagdes entre varidveis sdo funcionais e porque certas tabelas, graficos,
férmulas e diagramas representam o conceito de funcdo, o que colocaria a defini¢do do
conceito de funcao como um elo de ligacdo entre as demais representacdes, uma referéncia
facilitadora da articulagdo entre essas representacdes. Como a concep¢do de funcdo dos
alunos estd ligada a concepc¢do de funcao de seus professores (PIRES; SILVA, 2015), temos
um precioso momento para apresentar e utilizar uma definicio de funcdo que sirva para
modelar aquela concepc¢ao inicial dos aprendizes, explicitando na pratica docente uma forma
mais significativa de trabalhar o contetido fungdes.

Além de utilizar a definicdo de funcido que adotou, o professor poderia proporcionar
um ambiente rico em representacdes, trabalhando os contras e prés de cada uma delas,
levando o aprendiz a entender que todas as representacdes sdo diferentes fontes de
informacdes sobre o conceito de fung¢do, mas que o conceito em si ndo pode ser reduzido as
suas representacdes.

Embora as representacdes sejam de suma importancia, o que importa ndo sdo elas, mas
sim os objetos matemdticos que sao representados (o conteido). Os objetos mateméticos
nunca devem ser confundidos com a forma, isto €, com as representagdes que se fazem deles.
Nesse contexto, o recurso a uma pluralidade de representagdes, como aponta Duval (2012), é
uma condicdo para a superacdo da confusdo entre representante e representado. Para este

autor, essa confusio acarreta

uma perda de compreensdo e os conhecimentos adquiridos tornam-se
rapidamente inmiteis ao longo de seu contexto de aprendizagem: seja por ndo
lembrar ou porque permanecem como representacdes “inertes” que sugerem nenhum
tratamento (DUVAL, 2012, p. 268, grifo nosso).

Consideracoes finais

Considerando a operacionalizagdo da defini¢do como o elemento desencadeador do
processo de aquisi¢do do conceito de funcdo, objetivamos, neste artigo, tecer reflexdes sobre
como favorecer a operacionalizacdo da definicao de fun¢@o por parte do aprendiz.

Com base na andlise histdrico-epistemoldgica do conceito de fungdo, e na discussao
acerca de suas multiplas representagdes, acreditamos que para favorecer a operacionalizacdo
trés aspectos devem ser considerados:

a) introduzir o conceito de funcdo como uma relagdo entre quantidades varidveis
para, posteriormente, defini-lo como relagdo entre conjuntos;
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b) apresentar o conceito de fun¢@o dentro diferentes contextos;
¢) enunciar uma definicao de funcdo que realmente seja utilizada.

Apresentar o conceito de fung¢do por meio de sua definicdo formal apoiada na
representacdo por diagramas € esperar que o aluno apreenda em poucas aulas a forma mais
geral de um conceito matematico que a humanidade levou séculos para formalizar. Introduzir
o conceito de fungdo por meio de relagdes bindrias pode dificultar a constru¢do de um campo
de significados para o conceito. Como preconiza (a), devemos obedecer a0 movimento
histérico do desenvolvimento do conceito de fungdo. Partir do entendimento da nog¢do de
varia¢do, de dependéncia, e da percepcdo de regularidades, para o formalismo inerente a
interpretacdo de fun¢do como relagdo entre conjuntos.

Trabalhar um contetido exclusivamente por meio da abordagem defini¢do-exemplo-
exercicio pode obscurecer a andlise do professor e, consequentemente, a aprendizagem de
seus alunos. O docente poderia pensar que um aluno apreendeu um conceito e atribuiu
significacdo ao mesmo, quando na verdade o contexto linear onde foi apresentado facilitou a
memorizacdo de toda terminologia relacionada a ele. Consoante (b), o docente poderia
apresentar o conceito de fung¢do dentro de multiplos contextos; contextos que requeiram
mdxima transformacdo do conhecimento adquirido. Assim, diferentes atividades devem
aplicadas, ndo s6 em contextos livrescos, mas atividades concretas onde toda terminologia
relacionada ao conceito surja como uma ferramenta pratica para lidar com problemas com
referéncia na realidade. Atividades baseadas em (b) devem, também, recorrer a pluralidade de
representacdes do conceito de funcdo, ou seja, a atividades em que os alunos tenham a
oportunidade de trabalhar com tabelas, formulas e graficos, para que possam entender os
contras e pros de cada uma dessas representacdes e que essas representacdes sdo diferentes
fontes de informacao sobre um mesmo objeto.

Segundo (c), o professor deveria trabalhar com a definicdo de fun¢do que adotou,
exemplificando permanentemente o processo de operacionaliza¢do da defini¢cdo de funcdo.
Sempre que possivel, o professor deve explicar, por meio da definicio adotada, porque
determinadas relagdes entre varidveis s@o funcionais e porque determinadas tabelas, digramas
ou graficos representam o conceito de funcao.

Em sintese, as trés categorias apresentadas podem ser utilizadas em sequéncias
didéticas que visem a iniciacdo dos alunos no tema fun¢@o ou a modelar as concepcgodes dos
aprendizes j4 iniciados. Para entendermos a relevancia da operacionalizacdo da defini¢ao de
funcdo, devemos ter claro que articular as multiplas representacdes do conceito de fungao é
muito mais do que saber se determinada tabela, diagrama ou gréifico representa uma relagao
funcional, implica a constru¢do semantica desse conceito. Portanto, no que se refere a

aprendizagem significativa do conceito de funcio, devemos eleger uma definicdo operacional
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como o estopim de todo o processo, ou seja, deve-se operacionalizar para articular e articular

para compreender.
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