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RESUMEN

Obtener soluciones precisas con el método de los elementos finitos (FEM) para problemas difusivos con miiltiples fases
conlleva un alto costo computacional. Por tal motivo, el método de los elementos finitos extendidos (XFEM), se ha
convertido en la herramienta habitual para el andlisis de este tipo de problemas. No obstante, cuando se aplica XFEM
a problemas de dos fases con conductividades muy distintas se obtienen representaciones inexactas de los flujos en la
vecindad de la interfase. Para paliar esta deficiencia del XFEM, se deben afiadir restricciones adicionales al método,
originando una modificacién del mismo, conocida como XFEM+. Dado que este dltimo método es relativamente
reciente y poco conocido e implementado al momento de disefiar aplicaciones a problemas reales de la ingenieria y la
ciencia, en este trabajo se presenta su desarrollo tedrico, asi como los resultados numéricos obtenidos para problemas
2D, comparados con FEM y XFEM. Un aporte de este trabajo es el dado por la implementacién de los métodos para
elementos cuadrildteros. Los resultados numéricos obtenidos para este tipo de elementos, y distintas interfases, dejan
ver la notable mejora del XFEM al momento de aumentar el orden de interpolacién.

PALABRAS CLAVE: Método de los elementos finitos; Método de los elementos finitos extendido; XFEM; método
de los elementos finitos extendido modificado; XFEM+; problemas de dos fases.

ABSTRACT

Obtaining precise solutions with the finite element method (FEM) for diffusive problems with multiple phases entails
a high computational cost. For this reason, the extended finite element method (XFEM) has become the usual tool
for the analysis of this type of problems. However, when XFEM is applied to two-phase problems with very different
conductivities, inaccurate representations of the flows in the vicinity of the interface are obtained. To alleviate this
deficiency of the XFEM, additional restrictions must be added to the method, originating a modification of it, known
as XFEM+. Since XFEM+ is relatively recent and little known and implemented at the time of designing applications
for real problems of engineering and science, this paper presents its theoretical development, as well as the numerical
results obtained for 2D problems, compared to FEM and XFEM. A contribution of this work is given by the imple-
mentation of the methods for quadrilateral elements. The numerical results obtained for this type of elements, and
different interfaces, show the remarkable improvement of the XFEM when increasing the order of interpolation.

KEYWORDS: Finite element method; extended finite element method; XFEM; extended finite element method
modified; XFEM +; two phase problems.
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1. INTRODUCCION

El Método de los Elementos Finitos (FEM) permite ob-
tener una solucién numérica aproximada sobre un domi-
nio (medio continuo), sobre el que estdn definidas ciertas
ecuaciones diferenciales en forma débil o integral, que
caracterizan el comportamiento fisico del problema mo-
delado. Es un método muy usado debido a su generalidad
y a la facilidad de introducir dominios de célculo com-
plejos. Ademads, es facilmente adaptable a problemas de
diversos tipos, como los problemas de transmisién de ca-
lor.

Aunque el FEM es un método bastante versdtil y ha sido
ampliamente desarrollado desde mediados de la década
de los 50 del siglo pasado [1, 2, 3, 4, 5, 6], sus carac-
teristicas no le permiten representar adecuadamente el
comportamiento real de ciertos tipos de problemas. Por
ejemplo, aquellos que involucran discontinuidades o sin-
gularidades, como el problema de transmisioén de calor
en un dominio no homogéneo, en donde los subdominios
o fases, estdn separadas por una interfase, y poseen con-
diciones (o conductividades) distintas. En estos casos, es
necesario utilizar una malla de elementos finitos que es-
té ajustada a las aristas de los elementos y a la interfase,
a fin de poder capturar dicha singularidad; sin embargo,
esto implica un mayor costo computacional (ya que, de-
pendiendo de la disposicién de la interfase, varia la malla
a usar), sobretodo en problemas de tipo transitorio.

En base a esto, surgen nuevas ideas para resolver es-
te problema, evitando el remallado y ahorrando costo
computacional. Es entonces, cuando a finales de la dé-
cada de los 90 y principios del afio 2000 [7, 8, 9, 10, 11,
12, 13], surge un nuevo método llamado el Método de
los Elementos Finitos Extendido (XFEM). Este método
resulta util para aproximar de manera eficiente singula-
ridades o discontinuidades asociadas a fracturas, fisuras
o cambio de fases, mediante la adicidén de funciones es-
peciales, que enriquecen el espacio solucién de la apro-
ximacién de FEM, todo esto independientemente de la
malla de elementos finitos que se esté usando. De esta
forma, el XFEM constituye un importante avance en la
resolucién de problemas con interfase, y es hoy en dia un
area donde se realiza un amplio trabajo, tanto en definir
estimadores de error y procesos adaptativos [14], o en la
utilizacién de elementos no tradicionales [15].

No obstante, cuando se aplica XFEM a los problemas
de difusién en un sistema de dos fases con condiciones
de materiales muy distintas, éste produce una representa-
cion inexacta de los flujos en la vecindad de la interfase,
debido a que el enriquecimiento XFEM mejora la calidad
global de la solucién, pero no satisface algunos rasgos
locales de los flujos. Con el fin de remediar este inconve-
niente, surge un nuevo método, llamado XFEM+, el cual
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agrega una restriccion adicional a la formulacién XFEM
permitiendo que se reproduzcan con mayor precision los
rasgos de los flujos locales en la zona de transicién de
las fases. Este nuevo método fue publicado en [16], y su
efectividad queda comprobada mediante varios ejemplos
numéricos.

El aporte de este trabajo, radica en la implementacién
de dichos métodos para elementos cuadrilateros. Los re-
sultados numéricos obtenidos para este tipo de elemen-
tos, y distintas interfases, dejan ver la notable mejora del
XFEM al aumentar el orden de interpolacién, en compa-
racién con los resultados obtenidos al implementar XFEM+
con elementos triangulares.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Se considera un dominio Q c R2, abierto y acotado con
frontera suave dividida en dos partes por la interfase «,
que serd una curva suave que completard el dominio QU
Q, U a (ver Figura 1). En este dominio se desea resolver
el siguiente problema:

V-(—vwWu) = f en QU
u = ug sobre 9Q (D)
[vV,ull = 0 sobre «a

Donde: u incégnita, f € LZ(Q) el término fuente, 1y con-
dicién de frontera tipo Dirichlet establecida sobre 0Q,
[vV,u]l es el salto del flujo normal y v el pardmetro que
define los materiales

)4 Six€Q|
v =
v, Six €
Q Q, o
n

2

Figura 1: Dominio Q = Q; UQ; U, fases o subdominios
Q;, interfase @, y n vector normal a a.

Se define el flujo mediante la expresion siguiente:

q:=—vVu
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Asimismo, se define para cualquier funcién suave u en Q
el salto de u sobre & como:

[l = ur], — o],

donde u; = ulg, es la restriccién de u sobre Q;, con i =
1,2. Ahora, para cualquier punto arbitrario P € a, se
introducen los flujos a ambos lados de la interfase:

a, = ~DVull, = -V,

q, _[VVM]|92 = —1/2V1,t|Qz

Al denotar V,u = n - Vu como la componente normal
del gradiente, en donde n = (n;, 1) es un vector unitario
normal a P € a, se tiene que el flujo normal estd dado
por:

gn=m-q=-vV,u

Se debe resaltar que, la solucién de la ecuacién posee
una caracteristica de discontinuidad del gradiente sobre
la zona de la interfase, es por esto que dicha ecuacién di-
ferencial no estd definida sobre la interfase por no tener
sentido en esos puntos donde el pardmetro v es disconti-
nuo. Sin embargo, sobre la interfase se ha de verificar la
continuidad de la componente normal del flujo, lo cual
se obtiene con la dltima condicién impuesta al problema
(1). Ademads, a mayor diferencia entre los valores de v,
y v2, mayor serd el salto del gradiente; por ello la dis-
continuidad del gradiente (en la direccién normal a la in-
terfase) es un rasgo caracteristico que posee la solucién
exacta del problema que se estd estudiando, y por tanto,
cualquier aproximacién deberia contener esta propiedad.

3. EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
EXTENDIDO: XFEM

3.1. Descripcion de fases usando las funciones: Le-
vel Set y Ridge

Para facilitar el desarrollo teérico de dicho método, se

hace necesario introducir las siguientes funciones':

3.1.1. Level Set

Denotada por ¢, esta funcién permite establecer donde
estd ubicado cada punto del dominio, respecto a la inter-
fase a. Para efectos practicos, ¢ se toma como la funcién
distancia a la interfase, con signo:

>0 erl
p(x)=4 =0 XEa
<0 xe

A menudo esta funcion ¢ se trunca a una cierta distancia,
de tal manera que a partir de ese momento ¢ se toma
constante (ver Figura 2).

ISe utiliza la terminologia dada en [16].
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(|)= cte

Figura 2: La funcién Level Set es, en general, la funcién
distancia signada a la interfase y a partir de cierta distan-
cia se toma constante.

Recuerde que el dominio Q se divide en dos subdominios
Q; y Q. A los elementos Q' de la malla de elementos
finitos, que contienen la interfase en su interior, se les
llamard elementos enriquecidos, y alos demds elementos
estdndar (ver Figura 3).

$)>0 dx) <0
[

: 2 S22 |

X Q1 X, « gz X3 9.3 Xy
P  2& |——0=—o
Elemento Elemento Elemento
Estandar Enriquecido Estandar

I .
|
T

Figura 3: Bosquejo en 1D, de los elementos estandar, ele-
mentos enriquecidos y Level Set.

3.1.2. Funcion de Ridge
La funcién de Ridge a utilizar fue introducida en [11],
denotada de ahora en adelante R, y definida como:

Nnodo Nnodo

R = >IN~ | > ¢iNi(x)
i=1 i=1

donde:

= Nnodo es el nimero total de nodos que posee la
malla a usar.

= ¢, es la funcién Level Set evaluada en el nodo x;.
= N, son las funciones de forma de FEM.

Es de acotar que esta funcién se anula por completo so-
bre los elementos estandar de la malla; y en los elementos
enriquecidos, se anula solo en los nodos, ademds presen-
ta una discontinuidad del gradiente, exactamente sobre la
interfase (Ver Figura 4), lo cual es exactamente el com-
portamiento de la solucién analitica del problema. Por
ello, la necesidad de introducir esta funcién para enri-
quecer el espacio de las funciones de forma, y asi obtener
una solucién mucho més cercana a la exacta.
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Luego, la solucién de XFEM, denotada uy, viene dada
de la forma

Nnodo
Z Nu; + Z RN jaj
i=1 N

Uyx =

donde, a; son los valores nodales en los nodos asocia-
dos a elementos enriquecidos. Por otra parte, los valores

interfase

Figura 4: Ridge y Level Set en 2D (para elementos cua-
drilateros).

nodales ¢;,i = 1, ..., N;oq, permiten interpolar ¢ en cada
elemento, de la siguiente forma:

Nnodo

¢~ du = Z Nig;

i=1

De esta manera, la descripcion discreta de la interfase es
una curva continua, suave en el interior de los elementos
y con discontinuidades en la pendiente en los lados de
los elementos enriquecidos (ver Figura 4).

Esto permite también calcular el vector normal unitario
a la interfase, en un punto P € « interior a un elemento
Q'

V¢ Nnodo

H

n= con V¢y = VN;¢;.
IVl " Zl

El XFEM enriquece la solucién introduciendo la posibi-
lidad de que aparezca un salto en la componente normal
del gradiente para intentar satisfacer [vV,u]] = 0 sobre a.
Asi, el gradiente de uy resulta ser

Nnodo
VMX = Z VN,'M,' + Z (RVN] + VRNj)aj
i=1 JE€Nenr

Note que
VR|, ~ VR, = 2V¢u
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Es decir, VR|Qz - VR|Q] # 0 (pues Vopg # 0), por tan-
to el salto del gradiente de R es paralelo a la normal n
ya que esta es paralela a V¢p. Gracias a esta propiedad,
se espera que el XFEM sea capaz de obtener una mejora
significativa en la aproximacién de la solucién exacta.

3.2. Aproximacion del flujo en la zona de la interfa-
se

El FEM no puede satisfacer la condicién de continuidad
del flujo normal en los puntos de la interfase, ya que el
gradiente es continuo en el interior de los elementos. Sin
embargo, en la implementaciéon numérica de XFEM, se
observa un fenémeno: a pesar de la capacidad que tiene
el método para capturar el salto del gradiente, cuando los
pardmetros v; y v, son altamente distintos, el método es
poco preciso y arroja una solucién no tan buena de la
aproximacion del flujo en la zona cercana a la interfase.

3.3. Continuidad del flujo normal sobre la interfase

Para imponer de manera explicita la continuidad del flujo
normal al sistema XFEM, se propone afiadir en algunos
de los puntos P € « la ecuacién [vV,u]] = 0. Para esto,
en cada punto fronterizo se afiade una condicién al siste-
ma general. De ahora en adelante, se va a considerar la
posicion de P (en el segmento de interfase dentro del ele-
mento enriquecido QF) de forma parametrizada, dada por
un parametro escalar A € [0, 1], de la siguiente manera:

P =1 -DP, + 1P,

donde P; y P, son los puntos de interseccion entre la in-
terfase @ y los lados del elemento enriquecido Q (Figura
5).

Figura 5: Un elemento cuadriltero enriquecido Q con
un punto P en la interfase, donde se va a imponer de
manera fuerte la continuidad del flujo normal.

Para lograr dicha imposicién, se presenta a continuacién
la expresion algebraica en el contexto de la aproximacion
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uy de XFEM.
Denotando por

~ v+ V)

b;=lp;l -

¢,

Vi — "2

Se obtiene que:

VQVR|Q] - V1VR|Qz =(v2—-v1) Z VN;d,
JENenr

Por otro lado, la expresion del salto de flujos a ambos
lados de un punto P € «, [¢,]l, estd dada por

[gn]l = gnle — gmle =0 -dlo, —1-qlo, =1+ (q; — qy)

donde q; = qlg,, y la diferencia de los flujos a ambos
lados de la interfase q; — q, se puede escribir como:

q —q2 =
Nnodo

=(r-v )[ VN;u;
‘ Zl 2)

+ > (VN,;R+( > VNjéj)Ng)ag].

LEN ey JENenr

Observe que la condicion (2) se puede imponer en cada
punto P € a (en un elemento enriquecido QF) y represen-
ta una restriccion algebraica sobre las incognitas u; y ay.
Recuerde también que la solucién XFEM, uy, no verifi-
ca esta restriccidn puesto que sélo se impone de manera
débil.

3.4. Restriccion algebraica

Como se dijo anteriormente, la restriccién se impone so-
bre puntos P € (@ N Q5. k € Ny Estratégicamente, se
tomaran estos puntos P como los puntos de Gauss para
aproximar la integral de linea sobre & N QF. Ademds en
la practica, dependiendo del tipo de elemento (triangular
o cuadrilatero) serd mas apropiado tomar 2 o 3 puntos P:
Recordemos que, para elementos triangulares, las fun-
ciones de forma a usar son lineales:

NT:[é:s n, 1_6_77]

Por tanto, es adecuado tomar solo 2 puntos P € (N QF),
ya que, como es sabido, una recta viene determinada por
Unicamente dos puntos.

Para los elementos cuadrilateros, las funciones de forma
a usar son bilineales:

NT = [{(1 =& -m), §a+6(1 -n),
A+ +m), Ja-H +n)].

Por tal motivo, resulta apropiado tomar solo 3 puntos
P € (an Qb, pues, en este caso, una pardbola viene
determinada por inicamente tres puntos.

Por otro lado, es importante destacar que la interfase pue-
de atravesar de diversas maneras un elemento enriqueci-
do (' bien sea triangular o cuadrilatero), y segtn la forma
en que lo haga, varfan las coordenadas de los puntos de
interseccién P; y P,, y por tanto, varfan los vectores de
funciones de forma asociados a estos puntos (y denota-
dos N®(P;) y N®(P,) respectivamente). Para encontrar
la forma explicita de estos vectores, basta con utilizar la
condicion de P; y P, de pertenencia a la interfase a:

INOE)] % =0y [NO@y[ ¢% =0

4. RESULTADOS NUMERICOS

4.1. Para una interfase recta

Sea Q = ((0,1) x (0, 1)), [, el lado inferior de Q, y I'; el
lado superior de Q. El problema fuerte a resolver es:

V- (=vVu) = 0 en Q\a
u = 0 en I
u = 1 en I,
[V, ull = 0 sobre «a

donde v; = 1y v, = 1000, con una interfase « inclinada
10°.

Es importante acotar que, la efectividad y precision del
método numérico se llega a visualizar mejor al momento
de graficar los flujos (ya que permite ver si se cumple
la continuidad del flujo normal sobre «), es por ello que
se muestra solamente los flujos obtenidos de la solucién
numérica.

En este ejemplo, se considera un caso bastante extremo
puesto que los valores de v; y v, son altamente distintos.
Observando la Figura 6 se puede apreciar que (tanto en la
malla triangular como en la malla de cuadrilateros) FEM
falla por completo, perdiendo totalmente la precision de
los flujos sobre @ (Figuras 6a y 6b), y haciendo la com-
paracién con los flujos obtenidos de XFEM (Figuras 6¢
y 6d), se aprecia que dicho método empieza a fallar, per-
diendo la precisién en cuanto a la continuidad del flujo
normal sobre la interfase « y sus alrededores.

Sin embargo, es de acotar que, al utilizar elementos cua-
drilateros, se estd aumentando el orden de la aproxima-
cion (de funciones lineales a funciones cuadraticas), por
ello, el XFEM con cuadrilateros tiene menores errores
en la aproximacioén de flujos globales a comparacién con
el XFEM con elementos triangulares. Finalmente, esta
incapacidad de XFEM de reproducir con exactitud los
flujos locales, se debe a que, la condicién [yV,u] =
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Figura 6: Flujos numéricos obtenidos con los valores v; = 1y v, = 1000.

0 sobre a del problema original se impuso de manera
débil en la formulacién variacional, y recordemos que
los métodos numéricos que se estdn usando, resuelven el
problema débil. Por tanto, se hace necesario imponer de
manera fuerte sobre el método, dicha condicién de con-
tinuidad del flujo normal sobre «, y esta necesidad es la
que da origen a una modificacién de XFEM, conocida
como XFEM+.

Comparando los resultados obtenidos con XFEM+ (con
malla triangular, Figura 6e), y XFEM (con malla de cua-
drilateros, Figura 6d), podemos observar que XFEM con
cuadrilateros alcanza una precision muy similar a la de
XFEM+ con tridngulos, en cuanto a la aproximacién de
los flujos globales, esto se debe a que, al utilizar cuadri-
lateros se esta aumentando el orden de aproximacidén en
todo el dominio Q al utilizar funciones cuadréticas. Sin
embargo, aunque se estd aumentando el orden, XFEM
con cuadrildteros no va a evitar la imprecisioén de los flu-
jos sobre la interfase, s6lo que para que XFEM falle, los
valores de v y v, deben ser de mucho mayor contraste
(ver Figura 7).

Es de acotar que, para este ejemplo que se estd tratando
y para una disposicién de interfase recta inclinada 10°, el
método de XFEM+ (con malla de cuadrilateros) no re-
sulta adecuado de implementar puesto que se estaria so-
breestimando la interfase recta, ya que el Level Set serfa
aproximado con funciones cuadréticas, lo cual no tiene
sentido. De aqui que, para un problema con una interfase
curva, si sea adecuada la implementacién del XFEM+.

4.2. Para una interfase curva

Sea Q = (0,1) x (0, 1), y I' el lado derecho y superior de
Q. El problema fuerte a resolver es:

V-(-vVu) = —4 en Q
u= u(l,1) enl
[vV,u] = 0 en a

donde v; = 1y v, = 5000, y la interfase a estd dada por
un semicirculo de radio r = ;31 y centro (0, 0).

En la Figura 8 se muestran las aproximaciones de los flu-
jos para los tres métodos al igual que los flujos exactos.
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Figura 7: Malla de cuadrildteros. Flujos numéricos obte-
nidos con FEM y XFEM, con valores v; = 1y v, = 5000.

Se puede observar que el FEM falla completamente al
aproximar los flujos cerca de la interfase, y XFEM mejo-
ra notablemente los flujos en la zona de transicién. En es-
te caso, como la interfase es una curva, se puede estimar
de manera correcta usando el Level Set, con las funcio-
nes cuadrdticas, observando que XFEM+ no desmejora
los flujos globales y locales arrojados por XFEM.

S. CONCLUSIONES

Se propuso un nuevo método de los elementos finitos pa-
ra problemas de difusién con dos fases, haciendo énfasis
en problemas de tipo eliptico, con condiciones de mate-
riales distintas. Entonces,

= Dada la imposibilidad de FEM, de satisfacer la
propiedad de discontinuidad del gradiente sobre la
interfase, se modifica el método, enriqueciendo el
espacio de soluciones, a fin de poder recrear esta

caracteristica de la solucién exacta. Dicho método
es llamado XFEM.

= Luego, para problemas con condiciones (conducti-
vidades) altamente distintas, XFEM es incapaz de
recrear con precision dicha continuidad en los alre-
dedores de la interfase. Por ello, se recurre a impo-
ner (de manera fuerte) esta condicioén sobre algu-
nos puntos de la interfase. Esto es lo que se conoce
como XFEM+.

= Para lograr esta imposicion, se construyen unas
ecuaciones algebrdicas que seran afiadidas (poste-
riormente) al sistema solucién de XFEM; en ellas,
se hace que el salto del flujo normal se anule en
un conjunto finito de puntos sobre la interfase. De
esta forma, se ha conseguido mejorar la calidad de
los flujos numéricos en el entorno de la interfase.

En la etapa de implementacién numérica de estos méto-
dos (FEM, XFEM y XFEM+), se puede concluir que:

» Tanto en la utilizacién de mallas con elementos
triangulares, o cuadrildteros: El FEM resulta un
método bastante inadecuado para aproximar pro-
blemas de dos fases, esto debido a la incapacidad
de la aproximacion de tener gradiente discontinuo
sobre la interfase.

= Tanto en la utilizacién de mallas con elementos
triangulares, o cuadrildteros: Al enriquecer el es-
pacio de soluciones para incorporar a la aproxima-
cion la propiedad de discontinuidad del gradiente
sobre la interfase, el método XFEM resulta satis-
factorio para problemas con conductividades dis-
tintas. Acotando que, al utilizar mallas con cuadri-
lateros, el método arroja mejores aproximaciones
globales de los flujos, esto se debe a que se estd
aumentando el orden de la aproximacién en todo
el dominio, de funciones lineales (con los elemen-
tos triangulares) a funcionesbilineales (con los ele-
mentos cuadrilateros).

= Cuando se tienen dos conductividades altamente
distintas y una interfase recta inclinada: tanto en
la utilizacién de mallas con elementos triangulares
o cuadrilateros, se observa que XFEM empieza a
perder precisién en cuanto a la aproximacién de
los flujos locales a la interfase, por ello la nece-
sidad de mejorar dicha aproximacién aplicando el
método de XFEM+. En el caso de las mallas con
elementos cuadrilateros, es de acotar que, no seria
adecuado implementar el XFEM+, puesto que se
estarfa sobreestimando la interfase, ya que se esta-
ria aproximando el Level Set (recuerde que el Le-
vel Set describe de forma discreta la interfase) con
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Figura 8: Flujos numéricos obtenidos con los valores v; = 1y v, = 5000.

funciones cuadrdticas (pardbolas), lo cual no tie-
ne sentido. De aqui que, para una interfase curva,
XFEM+ resulte adecuado de implementar.

En la utilizacién de mallas con elementos cuadri-
lateros, cuando se tienen dos conductividades alta-
mente distintas y una interfase curva: al implemen-
tar XFEM y XFEM+ (para el ejemplo planteado) y
comparar los flujos numéricos obtenidos con cada
método, se pudo observar que XFEM es bastante
preciso, arrojando una buena aproximacion de los
flujos globales y locales; en tanto que XFEM+ no
desmejor6 los flujos obtenidos por XFEM.

6. RECOMENDACIONES

Es importante destacar que el enriquecimiento XFEM
tiene un costo computacional, que viene dado por la ex-
tension del espacio de soluciones. De aqui que, depen-
diendo de las necesidades del usuario que esté resolvien-
do el problema, resulte mas adecuado utilizar mallas con
elementos triangulares o cuadrildteros, sabiendo que con
las mallas triangulares se puede tener un menor tiempo
computacional, pero si se desea una mejor precision de
los flujos locales, va a ser inevitable tener que implemen-
tar el XFEM, e inclusive el XFEM+ (dependiendo de las
caracteristicas del problema). En tanto que la utilizacién
de las mallas con cuadrildteros, acarrea un mayor tiem-
po computacional (mayor nimero de evaluaciones en las

funciones de forma ) pero se obtiene una mejor precision
de los flujos globales.
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