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Resumen

Es conocida por muchos la anécdota que contaba el propio K. F. Gauss (1777-1855) sobre
sus primeros afios en la escuela primaria, cuando impresioné a su malhumorado profesor de
matematicas, con un procedimiento muy ingenioso sobre la suma de los 100 primeros térmi-
nos de una progresion aritmética. En cambio no es materia tan conocida que cien afios antes,
uno de los matematicos mas sobresalientes de la familia Bernoulli, Jacob Bernoulli (1654-1705)
(Jacques en francés o James en inglés), dejaba para la posteridad una obra brillante, que bien
podria considerarse el primer gran tratado de combinatoria y probabilidad: el Ars Conjectandi
(1713). En esta genial obra, de lectura altamente recomendable, aparece un resultado en buena
medida muy superior a la suma de Gauss. ;Qué les parece si calculamos la suma de los 1000
primeras potencias de 10 de los niimeros naturales? Eso si, con ldpiz y papel, o pluma, que
eran las herramientas que contaba nuestro querido profesor Bernoulli en aquellos tiempos.

Esta articulo expone algunas de las ideas esenciales que le llevaron a realizar tal propdsito
y que ademds fueron el origen de unos nimeros que hoy llevan su nombre: los niimeros de
Bernoulli.

Palabras Clave: Familia Bernoulli, Ars Conjectandi, sumas de potencias, ntimeros de Bernou-
11i.

Abstract

It is known by many the story that had the proper K. F. Gauss about his early years in ele-
mentary school, when he impressed his grumpy professor of mathematics, with an ingenious
procedure on the sum of the first 100 terms of a progression arithmetic. In contrast material is
not so well known that a hundred years ago, one of the most outstanding mathematicians of
the Bernoulli family, James Bernoulli (1654-1705), left to posterity a brilliant work, which could
well be considered the first major combinatorics and probability treaty: the Ars Conjectandi
(1713). In this great work, highly recommended read, a result appears very largely greater
than the sum of Gauss. How about if we calculate the sum of the 1000 first powers of 10 na-
tural numbers? That if, with pencil and paper or pen, they were the tools our beloved teacher
Bernoulli had in those days.

This article discusses some of the key ideas that led him to make such purpose and who
were also the origin of numbers that now bear his name: Bernoulli numbers.

Keywords: Bernoulli family, Ars Conjectandi, sums of powers, Bernoulli numbers.
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1. Sumando potencias de raices de polinomios: el método de
Newton.

La teorfa de ntimeros encierra resultados de gran belleza. En ocasiones, problemas aparen-
temente simples, generan toda una teoria matemdtica de gran complejidad. En este articulo
vamos a tratar de descifrar las técnicas empleadas por Jacob Bernoulli, a finales del siglo XVII,
para encontrar los valores de las sumas

Su(p) =17 42V +3P + .. 40P

con n, p € IN. Observar que para valores de p negativos obtendriamos la versién algebraica de
la conocida funcion zeta de Riemann,
(e )
1
¢(z) = 21 nz
n=

definida inicialmente en la regiéon R = {z € C|Re(z) > 1} y cuyo estudio es fundamental en la
moderna Teoria Analitica de Niimeros.

Antes de introducirnos en la historia y en el pensamiento matemaético de la época, vamos
a tratar en esta seccién un problema previo, un tanto mds general, que nos muestra como van
apareciendo estructuras numéricas a partir de sucesiones definidas de modo recurrente. Aun-
que no lo parezca, esta idea es esencial en toda nuestra exposicién, y es en cierto modo, una
generalizacién de las propiedades que se atribuyen a los ntimeros del Tridngulo de Pascal. El
problema en si fue abordado por grandes matematicos a lo largo de la historia, como Newton
(1643-1727), Euler (1707-1783) o Lagrange (1736-1813).

Para ilustrar todo esto, podemos comenzar considerando el polinomio

p(x) = x° — 15x* 4 8527 — 225x2 + 274x — 120

Sabemos, por el Teorema Fundamental del Algebra, que dicho polinomio posee cinco raices
complejas. Se plantea el problema de calcular la suma de los cuadrados, cubos, quintas poten-
cias o en general

Sy :af+oc§+a§+ocz+a§
siendo «; € C, las distintas raices del polinomio parai =1,2,3,4,5yp =1,2,3, ...

Inicialmente el problema se presenta complicado si pretendemos atacarlo de manera directa.
Es conocido que no existe un procedimiento general para resolver ecuaciones de grado supe-
rior a 4, por lo que la dificultad es afiadida. Tendremos que ser un poco mds ingeniosos para
acometer nuestra labor.

1.1. Un caso sencillo

Para dilucidar un procedimiento que simplifique nuestra tarea podemos comenzar con un
caso mds simple, como es el caso de una ecuacién de grado dos. De hecho, si « y § son las raices
del polinomio

x*—sx+p=0

resulta claro que

s=a+p p=ua-p
Disefiamos un algoritmo eficiente para determinar el valor de
Yn = o + "
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paran =0,1,2,3,... Observar que yp = 2 y que para diferentes valores de n se van obteniendo
y1=a+p=s

=0+ p=(a+p)? -2 p=5>-2p
3= +p>=(a+p)° 3B (a+p)=5>—3sp
La ley de recurrencia en este caso, la podemos obtener de manera sencilla si observamos que

Yuo10s = (@B (a4 ) = " + BT+ af" T+ pa T =

= Yu+ap@ P+ B =y +py"
esto es,

Yn=5"Yn-1—PYn-—2

Mas adelante veremos un razonamiento mds general que nos proporciona el mismo resul-
tado, pero valido para polinomios de cualquier grado. Por la teorfa de sucesiones definidas por
recurrencia, buscamos las raices del polinomio caracteristico

2 —sx+p=0

obteniendo la expresion explicita de y,, en la forma

<s+\/s24p>n+ (s s24p>n
2

2

Yn

paran =0,1,2,... Se comprueba que efectivamente los primero valores de 7 nos proporcionan
los resultados ya calculados:

Yo=2 Y1 =s yzzsz—Zp y3:s3—3ps

Por tanto, denotando por A = s2 — 4p el valor del discriminante, podemos desarrollar ambas
potencias, haciendo uso de la férmula del binomio,

() 3 s () () (o)

(5] s (e ()

y sumando las dos expresiones término a término

1 ) n\ o
Yn = = 1(5 +(2>s” A+<4>A +)

Tanto esta expresién, como la ley de recurrencia de la que deriva, nos permite elaborar una tabla
con los primeros valores:

De la tabla anterior podemos extraer varias consecuencias. La primera de ellas, es que si los
coeficientes del polinomio son niimeros enteros, el valor de la suma de sus potencias, siempre
es un nimero entero, ya sean raices reales o complejas. La segunda es que existe una pauta de
regularidad en los coeficientes, una ley de formacion para la expresién general del tipo:

2n2

Yn ="+ anps" + bup®s" 2 Fepp3st O+
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[ yn | Expresion
Yo 2
vi s
Y2 s> —2p
Y3 $3 — 3ps
Ya st —4ps? +2p?
Y5 s° — 5ps® + 5p%s
Y6 s® —6pst +9p%s? —2p°
Y7 s7 — 7ps® + 14p?s® — 7p°s
Vs s8 — 8ps® + 20p%s* — 16p%s? + 2p*
Yo s” — 9ps” + 27p%s® — 30p°s> + Ip's
y10 | 80 — 10ps® + 35p%s® — 50p%s* + 25p%s? — 2p°

Por ejemplo, a, = —n, by, = @ ... Estas secuencias se obtienen a partir de leyes de

recurrencia de la forma
but1—bn =ay
paran =1,2,3,4,... Observar que esta ley de formacién determina una expresion general

n—1

byp1 =b1+ ) ax
k=0

Por ejemplo si suponemos que by =2y a; =k,
n—2
—-2)(n—-1
b — b k24 (12434 =2 24 02D
k=0

_n’—3n+2 ta= n?>—3n+6
2 2
De igual modo podemos definir una nueva sucesion a partir de by,

n—2

cp =0C1+ Z by
k=0

y continuar asi indefinidamente. Estos tipos de sucesiones son precisamente las que se obtienen
sumando filas diagonales en el tridngulo de Pascal. Jacob Bernoulli se dio cuenta de muchas de
estas propiedades como veremos mas adelante, obteniendo unas relaciones entre estos ntimeros
no muy conocidas, pero realmente ttiles a nuestros propésitos.

Volviendo a nuestro problema original, si consideramos por ejemplo el polinomio
—x+1=0

cuyas raices son complejas conjugadas, podemos asegurar que, tomando s = p = 1, la suma de
sus décimas potencias serd

yio=1—-10+35—-50+25—2=—1

Es més, podemos conjeturar que la suma de los coeficientes de la secuencia que define v, s6lo
toma los valores £1 6 %2, en funcién de la caracteristica modular de n. Aunque para esto se
necesita un andlisis mds detallado.

En particular queda demostrado que

1+\/§z’10 1_\/51,10
() ()
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1.2. El caso general

Las ecuaciones de Cardano-Vieta establecen la correspondencia entre los coeficientes de un
polinomio y ciertas relaciones simétricas de sus raices. Pero llegando un poco mas alld, los
matemadticos estudiaron la posibilidad de expresar la suma de potencias de dichas raices en
funcién de los coeficientes del mismo.

La idea original fue tratada por Albert Girard en 1629 y posteriormente por Isaac Newton en
1707. A continuacién expondremos la deduccién de estas férmulas hecha por Leonhard Euler
(equivalente a la de Newton), para relacionar raices y coeficientes. Su demostracién que data
de 1750, es una combinacién genial de algebra y calculo diferencial, para llegar a un resulta-

do ciertamente elegante. En palabras de W. Dunham “... su razonamiento es tan delicioso y tan

completamente euleriano que merece nuestra atencion.”
TEOREMA (Euler, 1750): Si el polinomio de grado n
Ply)=y" — Ay”*l + B]/”*2 — Cy"fe’ +---+N

se descompone en factores de la forma

Y =)y —r2)(y —r3) - (y—7n)
entonces si denotamos por Sy = Y4 r,f , se tiene

S51=A
Sy = AS; —2B
S3 = AS; —BS1 +3C
S4 = AS3 — BS, +CS1 —4D

S5 = AS4 — BS3 + CS; — D51 + 5E

y asi sucesivamente.

Demostracién: El objetivo de Euler era relacionar los coeficientes del polinomio A, B,C, ..., N
y sus raices 11,17, .. . . Su primer paso sorprendentemente fue tomar logaritmos

In(P(y)) = In(y —r1) +In(y —r2) +- - +In(y — 1)
y derivar ambos miembros, obteniendo:

P! 1 1 1
(y) n

Ply) y—-rn y—n y—rty

Luego convirtié cada una de estas fracciones simples en una serie geométrica equivalente:

1 1( 1 1 7o
=) =+ R
y=re oy \1=-%) "y Ty 2y

1 7 ’1% 71?3
=—+ o+ L+L4.
y vy

P'(y)
N . . Poy
polinomio infinito, cuyos coeficientes son precisamente las sumas de las potencias de dichas

raices, esto es

Phy) & 1 on (& )1 o\ 1 no\ 1
= =—+ e | -+ e | =+ re | =5+
P(y) k;y—rk y k;k Y2 k;" 3 k;" v
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Observar que si realizamos el cambio de variable y = <, 1, cuando y sea suficientemente gran-
de, x tomaréa valores préximos a cero, en cuyo caso podremos escribir

e ) ()
e DR LA DA RS DA ESE
X P(3) k=1 k=1 k=1

Muchos de estos razonamientos cuando menos han sido criticados en ocasiones, mencio-
nando la “ligereza” con que Euler pasa de expresiones finitas a polinomios infinitos, sin mas
justificacién. Con todo, es imposible no impresionarse con la genialidad de sus planteamientos
y la belleza de estos resultados.

Si convenimos en llamar .

1P (1)
P(%)

la funcién racional obtenida a partir del polinomio P, acabamos de demostrar que esta funcién

es analitica en un entorno del cero (desarrollable en serie de potencias con |x| < %), de suerte

que

E(x):n+51x+52x2+83x3+-~

A esta funcién obtenida a partir de P, la llamaremos transformada racional de Euler del poli-
nomio P(y). Esta transformada es la que resuelve el problema mediante el calculo

_ 1d"E(x)
Tl dxn (0)

No obstante Euler continua sacando provecho de sus ecuaciones. Puesto que

P'(y) ny" ' —An—1)y"2+Bn—-2)y" 3 —-Cn—-3)y" 4+
P(y) y' — Ay 1+ By 2 —Cy" 3 +---£N

podemos igualar dicha expresion con la obtenida para las sumas de las raices, y despejar P’ (y)

P’(]/):P(]/)'(Z—i—(kizlrk)ylz—F(kali’)le (éri’)yi_F):

n n— n— n— - 1 - 1 - 1
= (' —Ay" '+ By 2 —Cy" 3 +-..£N)- ( (Z )2 <Zr£>3+<2r2>4+---)
k=1 k=1 y = )Y

n n n
= ny" 1 4 (nA +Y rk> Yy (nB —AY ne+ ) r,%) y" 3
=1 k=1

k=1

Como este valor es precisamente la derivada del polinomio P(y) y poseen el mismo coefi-
ciente principal 7" ~!, todos sus coeficientes debe ser iguales. Comparando términos del mismo
grado obtenemos las identidades:

n n
—An—1)=—nA+ Zrk—>51 = Zrk:
k=1 k=1

B(n—2):nB—Airk+ iri—wz: fr;%:Airk—ZB
k= =1 k=1 k=1
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n n n n n
—C(n—3):—nC+BZrk—AZr,%+ET’;?§—>53: ZrizAZr%—B
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n
T + 3C
k=1
Por supuesto se puede seguir comparando para obtener
S4 = AS3 — BS, +CS; —4D
S5 = AS4 — BS3 + CS, — DSy + 5D

Estas son las relaciones prometidas, conocidas como identidades de Newton. [C.Q.D]

1.3. Lasolucién al problema

Ya estamos en condiciones de abordar el problema original planeado al comienzo de esta
seccién. Recordemos que partiamos del polinomio

p(x) = x° — 15x* + 85x% — 22532 + 274x — 120

Por lo anterior es claro que, con la notacién empleada, A =15, B =85, C = 225,D = 274y
E = 120. Si queremos calcular la suma de las quintas potencias de las raices de dicho polinomio
(que de momento desconocemos), utilizamos las identidades obtenidas, de manera recurrente:

S5=A=15
Sy = AS; — 2B =225 — 170 = 55
S3 = AS, — BS; + 3C = 825 — 1275 + 675 = 225
Sy = AS; — BSy + CS; — 4D = 3375 — 4675 + 3375 — 1096 = 979
S5 = AS; — BS; + CSy — DSy + 5E = 14685 — 19125 + 12375 — 4110 + 600 = 4425

Es decir, la suma de las quintas potencias de las raices es

S5 =17+ 13 +13+ 1] + 12 = 4425

Como curiosidad hacer notar que, en este caso, el polinomio se puede factorizar en Z(X),
ya que sus raices son precisamente los 5 primeros nimeros naturales, esto es

p(x) = (x =1)(x = 2)(x = 3)(x = 4)(x = 5)
y por tanto lo que acabamos de obtener es

1942543544545 = 4425

2. Las sumas de Bernoulli en el Ars Conjectandi (1713)

Una de las ventajas de vivir en el siglo XXI es, sin duda, el rapido acceso que tenemos a gran
cantidad de informacién. Muchos documentos y obras antiguas se pueden consultar on-line, e
incluso descargar en PDF. Antiguos tratados o textos, que hace unos pocos afios hubieran sido
dificiles de localizar o consultar por cualquiera de nosotros ahora estdn a nuestro alcance, con
un clic de nuestro ratén.

Desde antiguo los matemdticos se han interesado por reducir la incertidumbre, a través de
sus célculos. Quizas sea ésta una de las razones por las que muchos matemaéticos se interesaron
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en los juegos de azar, tanto para mejorar las ventajas en un juego, como para cuestiones mas
trascendentes. De los primeros tratados sobre probabilidad destacamos una obra que, aunque
escrita hace mas de 300 afios, ofrece unos resultados que sin duda la sitian como una de las
obras mas importantes escritas sobre la combinatoria y probabilidad: el Ars Conjectandi de .
Bernoulli.

Figura 1. Jacob Bernolli (1654 - 1705).

Jacob (Jacques o James) Bernoulli nacié en Basilea el 27 de diciembre del 1654, curiosamente
el mismo afio que la probabilidad nacié en Paris. De hecho 1654 es la fecha en la que los histo-
riadores coinciden como el comienzo del desarrollo de la teoria de la probabilidad , cuando dos
los mas matematicos méds importantes de la época, Blaise Pascal (1623-1662) y Pierre de Fermat
(1601-1665), comienzan una fructifera correspondencia para discutir ciertos temas relacionados
con juegos de azar.

Los problemas planteados por Antoine Gombaud (mds conocido como el caballero de Meré),
a Pascal y otros matematicos franceses, motivaron la bisqueda de soluciones a mdltiples pro-
blemas relacionados con los juegos y sus aplicaciones practicas. Los importantes ntimeros de
Bernoulli no aparecieron en una obra de andlisis infinitesimal, sino en la que se considera la
produccion de Jacob que ha tenido mayor trascendencia: Ars conjectandi (El arte de las conje-
turas), publicada en Basilea en 1713 por su sobrino Nicolds I, ocho afios después de la muerte
de su autor.

No obstante, antes incluso de su publicacién se habfan suscitado grandes expectativas en
torno al manuscrito de Jacob Bernoulli, circulando de modo més o menos vago lo que se intuia
que podria representar el Ars Conjectandi en el avance de la nueva teorfa.

Jacob Bernoulli produce gran parte de los resultados que figuran en Ars Conjectandi entre
1684 y 1689 , como queda registrado en su diario, Meditationes. Cuando comenzé la obra en
1684 a la edad de 30 afios, intrigado por problemas combinatorios y probabilisticos , Bernoulli
aun no habia leido la obra de Pascal “Sobre la aritmética del tridngulo”, ni de Johan de Witt (1625-
1672) sobre las aplicaciones de la teorfa de la probabilidad. Leibniz, sin embargo, se las arregl6
para proporcionarle el trabajo de Huygens , y por lo tanto, es a partir de este tratado que Ars
Conjectandi comienza a elaborarse. En cambio, si que parecia tener conocimiento del contenido,
aunque fuera de fuentes secundarias.

Jacob era un entusiasta de las series numéricas, y se las ingeni6 para afiadir al final de su obra
un tratado sobre series infinitas, como se puede apreciar en la portada de la figura 2. A pesar de
la dificultad que para algunos puede suponer la lectura de un texto antiguo, originariamente
escrito en latin, es una delicia ver como van surgiendo los conceptos de probabilidad, ntimeros
combinatorios, aplicaciones a juegos de azar, o desarrollos numéricos que, salvando la notacién
de la época, bien supondrian un completo curso de probabilidad numérica. De las cinco partes
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JACOBI BERNOULLI,

Profeil. Bafil. & utrufjue Socier. Reg. Scientiar
Gall. &"‘%ﬂlﬂ' Sodal. -
Maznesmatier Cereszrminmg

ARS CONJECTANDI,

OPFUS POSTHUMUM.
Arcedic
TRACTATUS

DE SERIEBUS INFINITIS,

EtEruroraGallice foripts

DE LUDO PILAE
RETICULARIS

BASILESZE,
Tmpenfis THURNISTOR UM, Fratrum.

cla IDree anit.

Figura 2. Portada de la obra “Ars Conjectandi” de J. Bernoulli (1713).

en que se halla dividida, nos quedaremos en la segunda, un tratado de combinatoria donde
aparecen por primera vez los nimeros que llevan su nombre.

2.0.1.

Parte II: Doctrina de las permutaciones y combinaciones

73 WARTPS CONJFECTANDI

D DD R, T o e
R R
SEEERRAGSRRESRRRRE LA RN EY

ARTIS CONJECTANDI
PARS SECUNDA,

continems

Doé&rinam  de - Permutationibus
& Combinationibus.

Proaminm. )

] Nfinitam varietatem , que cim in naturs
operibus , tum in ationibus mortalium elu-
3 cet, ﬂmequc pracipuam bujus Univerfi pul-
d critudinem conflituit, non aliunde quim ex
diverimodd compolfitione, mixturd & transpofitione
partium ejus inter fe originem ducere palim eft. Sed

uia multicudo rerum ad effetum aliquem producen-

um concurrentium fzpenumerd tanta eft tamque va-
ria, ut difficillimum fit recenfere vias omnes, quibus
earundem compofitio vel mixtura fieri vel non fieri
poteft, hinc fit ut nullum Gt vitium, in quod homines
ctiam maximé prudentes & circumf{pecti frequentiis
incidant illo, quod Logici communiter l%pc lant ix-
[afficiensem enumerasionem parrium ; aded quidem ut non
it verear

A

Figura 3. Parte 1I: La doctrina de las permutaciones y combinaciones.

La segunda parte del Ars Conjectandi ocupa las paginas 72-137 y contiene la doctrina de las
permutaciones y combinaciones. Jacob Bernoulli menciona en la introduccién que otros mate-
maticos han tratado este tema antes que él, y sobre todo Schooten, Leibnitz, Wallis y Prestet; y
asi da a entender que lo que contiene en esta seccién no es del todo nuevo.

J. Bernoulli empieza por el tratamiento de las permutaciones; confirma la regla ordinaria
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para encontrar el nimero de permutaciones de un conjunto de elementos cuando no hay re-
peticién entre ellos y cuando si se repiten. Escribe los factoriales de los niimeros hasta 12, (ver
pag.76) y y como ejemplo ofrece un andlisis completo de la cantidad de arreglos del verso.

Tot tibi sunt dotes , Virgo , quot sidera coeli ; (ver art. 40, pag.78) . A continuacién, considera
combinaciones. Primero encuentra el namero total de formas que ponemos tomar una serie de
cosas. Primero de uno en uno, luego de dos en dos, luego tomando tres a la vez ...es decir
subconjuntos de un conjunto mayor. Procede a encontrar lo que deberiamos llamar al niimero
de combinaciones de n objetos sobre r, y aqui llegamos a la parte en la que afiade algo més a los
resultados obtenidos por sus predecesores.

Elabora una tabla que en esencia es el tridngulo aritmético de Pascal, deduciendo muchas
de sus propiedades.

Enumera hasta doce propiedades de estos niimeros que llama “figurados”, a partir del tridn-
gulo, entre ellas la conocida férmula para el término general,

nn—1)n—-2)(n—3)(n—4)..
1-2-3.4---

o que la suma de los elementos de cada fila, es una potencia de 2. Evidentemente carecia de la
notacién moderna y sus desarrollos resultan un tanto laboriosos, pero no por ello dejan de tener

una gran relevancia. En la pagina 90 (ver figura 4) podemos encontrar un par de resultados que
en notacién moderna podrian escribirse asf:

@+ @G+ ()

1+24+4+8+.-.2"=2""1 1

96" WARTIS CONJFECTANDI

’ b1 ™1 ) 1 0 1% 2=—1 I
141 0 2 142 2 30 4=—1
14241 0 4 14244 0 7% 8—1 |

. 134341 0 8 24448 00 15 20 16—1 f
1+4+6+4+1 016 14244+8+1620 3120 32—1
Fluit ex iis, qua in praced, cap. de Combinationibus implicicer

fpedtaris dicta fure,

" 1. Termini feriei vereicalis cujuslibet ordine divifi per terminos
collaterales ferici praecedentis (initio vel ab unitate vel A fuis refpe-
@ivt eyphris fadto ) exhibent Arithmetick proportionales,
quorum communis differentia &a&:o, cujus numetator eft- unis
tas, & denominatos iple dus ab unitate

ferici dividentis.  Ex. gr.

Dirif, })ﬂmi (4wmﬂfwﬂ (quat,

1(2:2 o (o2

divif.)divid. (quet, |divif, )divid.(quet,
1)1 E;a 1) o (e:3
=).;(;= z) (2l 3) 4 (3] 3) 1 Qi
3 6@a:2| 3) 3 (a2 €o (5:2] 6) 4 (a3
4) 10(5:2| 4) 6 (3:2 10)20 (6:3] 10) 10 (;;
§) ig(6:2| ) 10 (4-1” 1535 (731 17) 20 43
Non difficulter hac proprietas, fi opus foret, deduci poﬂ'e: ex f-
quente,

Figura 4. Propiedades de los niimeros combinatorios en la obra original

Desarrolla su método para ir calculando estos ntimeros combinatorios, a través de produc-
tos y divisiones. Es precisamente partir de la suma de una serie de nimeros combinatorios que
Bernoulli procede a derivar la suma de las potencias de los ntimeros naturales. Encuentra ex-
presiones para la suma de los 1 primeros, hasta la potencia 10. Y utiliza el simbolo de [ donde
actualmente usamos el simbolo de sumatorio ). A continuacién, extiende sus resultados por in-
duccién sin demostracion e introduce por primera vez en el andlisis los ya conocidos ntimeros
de Bernoulli.
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2.1. Las sumas de Bernoulli

En la época en la que se escribi6 el Ars Conjectandi (finales del siglo XVII), era comtin la pro-
liferacién de tratados de aritmética, que no eran mds que compendios de tablas numéricas,con
calculos mds o menos laboriosos, y utilizados por astrénomos o ingenieros. De hecho, fue a co-
mienzos del siglo XVII cuando se comenzaron a desarrollar las primeras tablas de logaritmos
para simplificar muchos de estos calculos.

Parece ser que J. Bernoulli era conocedor de estos tratados, que consideraba escasamente
ingeniosos. Como el del astrénomo francés, Ismael Bouilleau, que en su Nova Arithmeticae, elabo-
raba tablas para calcular las sumas de los cuadrados, cubos, cuartas o quintas potencias de los
primeros nimeros naturales.

Quizds fuera por una cuestién de orgullo matematico, que se dispuso a realizar su propia
contribucién al problema de calcular las sumas

1P 2P 437 4P
conocidas desde entonces como sumas de Bernoulli.

Para su prop6sito debemos irnos a la pagina 94 de su obra, donde a partir del triangulo de
Pascal, deduce una curiosa propiedad de los ntimeros combinatorios (ver figura 5).

Tabula

Combinatiensm, [ew Numerorum Figuratorum.
Exponentes Combinationum,

L} |OL[IV.| V. | VL [VIL | VIIL| IX. | X | XL | XIL
wll1] ol ol ol o of ol o] olof ol

21l 1] o] ol o o| e o| o]o] ol
. 2[xT 2] 1] ol o o] o] o] of of ol
4ll1] 3] 31 1] of ol ol of of ol of
s.ll1) 41 61 4 1l ol of of ofolo|
6l'1] slio] 1ol _§l 1| ol o] o] of o]
7l ul 6155|200l 55l 6l 1l _o| o] o] ol
8llxl 7l21l 37) 351 210 71 1] o o] o]
9.l|1| 81281 6| 7ol 56| 281 8t 1l 6] of

1071 [ 9[361 84l1261126] 84| 36] 9l 1] ol
‘.ll." 17|' 10l45(12012100252T210 120 45| 10] 1|
12.] 11111551165 [330l4621462 | 3301165 g5 111 |

‘ﬂu'pnnymo imx 11910,

uoooooooomoo

Figura 5. Tridngulo de Pascal, en la pdgina 87 con los primeros “niimeros figurados”.

Bernoulli hizo la apreciaciéon de que la suma de los elementos de cada columna, hasta cierto
orden, es el elemento de inmediato inferior de la columna siguiente. Por ejemplo, si sumamos
los 11 primeros elementos de cada columna vamos obteniendo

1+1414---1=11

para la segunda
0+1+2+3+4+54+6+7+8+9+10=055
para la tercera
0+0+1+3+6+10+15+21+28+ 36 +45 = 165

En notacién moderna, recordando que estos nlimeros son precisamente niimeros combina-

tOriOS, tendriamos
n—1 k) (n) 1—1 (k) (7’1)
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J. Bernoulli utiliza una notacién bastante particular. No existian todavia los simbolos ni de
factorial ni de ndmero combinatorio, por lo que sus nimeros figurados los describfa completa-
mente como producto de factores.

parai=0,1,2...n—1.

nn—1n-2
1-2-3

No hace uso de paréntesis en sus operaciones algebraicas (en ocasiones emplea una raya
horizontal en su lugar) emplea el signo del infinito abierto oo, como signo de igualdad y nuestro
sumatorio ) por una s alargada, antecedente claro del simbolo de integracién (summas integralis)

Asf, las expresiones

expresan en notacién moderna las propiedades
£0)-0)
= \0 1
£()-0)
= \1 2
Z()-()
= \2 3
que generaliza por induccién. Es a partir de aqui cuando comenta la posibilidad de utilizar

estas identidades para calcular la suma de los cuadrados, cubos, cuartas y demds potencias de
los primeros niimeros naturales, mediante un ingenioso proceso recurrente (ver figura 6).

Por las consideraciones previas escribe

n n—1 n-n—n
/(”‘”—I'T”T

n2—7’l 7’12—7’1
/” / 2 _>/” 2 +/

Como la suma se extiende hasta 7, éste es el valor del tltimo sumando, por lo que

/n—nz_n+n—1n2+1n
2 2 2

Luego

Fijense que en notacién actual quedaria en la forma

n(n+1)

n
14+2+43+4+---n=) k= 5

B S
= 20 T2
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4.5+ &c. ufque ad n, & quarantur omnium ipforunt, item omni-
um quadratorum, ‘cuborum &c. ex ipfis fumma: Quoniam in
tab. combinat. terminus fecumdze columna indefinicé eft m—1x, &
fumma omnium terminorum , hoc eft, fimma omnium # —1 feu
{71 per confe@, preecedens inventa ;"0 , erit "~ fie

vefiefi 20 =57 5 & 0T 4-fi; fed/t (famma omnium
+82

Bn=—n
3

nitatum) eft ¥ 5 quare fumma omnium » feu i 20
,-%m’-'-fﬂ- |

Pord cum terminus tertiz' columna indefinitt acceptus per

idem confedt. &!:%,Ziwl':—:’i, 8 fumma omnium ter-

smivorum ( boc e, omaium S22 ) 2aTlaTE o

aa—;n:+zn; eritf=:i"—+:‘ five fLam—fin-t-fi 20 n;-s::+ LS

& fanm o0 B3 4 iy fi5 fed £39 30 4/ 20 (jper me-
do oftenfa) 3mn—1n, 8 fi 00 #: unde his fubflitutis fie /fan 20
ey 3mbin oy 00 w4 Jen - 7o cjusg; duplum
fim (fumma quadratorum ex omnibus n) 00 J#*+Zan—- fn.

Rurfiis quia terminus » 4% columnz eft ':;-"——-—':z:_’ 0

u?—su-wj‘- u-—s’ &L omzium . mmu.ul-.l.:l-:::-;
' 20 ng

Figura 6. Detalle de la obra donde muestra el procedimiento para determinar las sumas.

A continuacién, y siguiendo la misma linea de razonamiento considera el producto
n—1 n—-2 n?>-3n+2
1 2 2
Sumando ambos términos desde 1 hasta 7, llega por un lado a que

1 2 1 2 3T 6
y por otro iguala este valor a la suma

3 _ 2 2 o2 2 1 .
n 3n+n:/n Sn+2 7n2_§ n—l—/l
6 . 2 J 2 2

/‘n—l n—-2 n—1 n-2 n-3 n®=3n2+2n

Como ya conoce la expresion para [ 1, despeja %nz, obteniendo

1, n®-3n2+2n 3
= [y

/én—é/n—§n2+§n /1—n
272 T4 4 o

1/112: n® —3n? +2n +3712—i—3n _
2 6 4

Ahora bien

Sustituyendo

= 1n3+ 1112+ ln
6 4 12

de donde finalmente obtiene la suma de los cuadrados

1 1 1
2_ ~.3 -2 -
/” 3t Tyt T

En notacién moderna, esta expresion es equivalente a esta otra més conocida

< 2 nn+1)(2n+1)
p» ¢
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Bernoulli prosigue su biisqueda, para calcular la suma de los cubos. Siguiendo el mismo
procedimiento parte de la igualdad

n—-1 n—-2 n-3 P —6n2+1ln—=6

1 2 3 6

y los suma de 1 hasta n

n n—1 n—-2 n-—3 n* —6n3 + 1112 — 6n

/n—l n—2 n—3_
1 2 3 1 2 3 4 24

es decir

6 N 24

Por propiedades de linealidad de la suma, se tiene

1,4 ) 11 n* — 6n® + 11n* — 6n
— —_— —_— —_— 1:
/6" /" +/ 6" / 24

1/ 5 nt—6n®+11n%—6n 2 11 '
6/ m= 24 + [t [on [

Como ya tenemos expresiones para todos los elementos del segundo miembro, podemos
sustituir

/n3—6n2+11n—6_ n* —6n® + 1112 — 6n

de donde

1 *_ond 4+ 11n? — 1 1 1 11 11 1 1 1
*ngzn on” + 11n 6n+fn3+fn2+fn——n2——n+n:—n4+—n3+—nz

6 24 3 2 6 12 12 24 12 24

Multiplicando todo por 6, obtenemos finalmente

1 1 1
3 4 3 2
/n =-n —|—on +n

En notacién moderna acabamos de probar que

1PB428341334...43 =
+274+3+--n 1 >

nt2nd 4 n? (n(n + 1))2

En general Bernoulli da las expresiones de las sumas como polinomios sin factorizar, estu-
diando la ley de formacion de sus coeficientes. Se observa que para sumar las potencias cua-
dradas aparece un polinomio de grado 3, para las potencias ctibicas uno de grado cuatro y asi,
en general, para la potencia p-ésima un polinomio de grado p + 1, cuyo coeficiente principal es
precisamente ﬁ. Calcula dichas expresiones de la sumas hasta la potencia 10, obteniendo una
precisa ley de formacion.

Polinomios de Bernoulli

1
2 3,4+ 2,4
/n—3n+2n+6n
1 1
3_ 1t 4, L 3 1 o
/n_4n+2n+4n
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1 1 5 1
5_ L+ 6,1t 5, 2 4 1 9
/n —6n +2n +12n +12n

1. 1, 1-: 1 1
6 _ -7 ) -5 _ .3 -
/"_7”+2”+2” ¢ T"
1. 1 7 7 1
7 _ -8 -7 L6 4 -2
/”_8”+2”+12” u" "

/n8: én9+%n8+§n7—%n5+§n3—;—on
/n9 _ %nlo n %n9 n Zns _ %né n %nzl _ %Zns
/nw _ %n11+%n10+§n9_n7+n5_%n3+%n
En notacién actual demuestra (ver figura 7) que:
) nf= anrll + %C + %An“1 + cle—1)lc=2) ; .1;(?4_ 2) Bn‘34
+c(c - 1)(;; Zi(c5— 2) (c—4) Cne5.

c(c—1)(c—=2)(c—3)(c—4)(c—5)(c—6)
2-3-4-5-6-7-8

DT’lC_7+ .

Las letras capitales A, B,C, D en orden denotan los coeficientes tltimos para las sumas de
las potencias pares. Esto es

A:l B 1 c 1 1 5

6 o “Tm PTTwm e
Observa que la suma de todos los coeficientes de cada expresién debe valer 1. Por ejemplo para

Jn?

! + ! + 2 7 + 2 +D=1
9 2 3 15 9 N

. Summae Poteftassm.

fu 00 Enm +En.

[ 20 1m GLun+ in,

fit 0 Lnt E0t A Gan.

[t 0 ,tn‘ +Ent + i Kemis n,

fns o0 inf =& +?,1”4 K iy nme

fn8 30 E07 A58 It ke Lot ok b

fi7 0020t 507 F 7ind ke nt ok Fnm,

S 20 Lot 508 4 P07 ket sk 200 K=

7 enPEn? = Lnd ke— L b IRt K= onn e
fnw 0 n Mk EN Ot S0 ke 107 1:+ i k—Iat kg
Quin imd quilegem progreffionis inibi attentius infpexerit, eundem
etiam continuare poterit ablg; his ratiociniorum ambagibus : Sumta
enim ¢. pro poteflatis cujuslibet exponente, fit fumma omnium # < feu
fie m-‘j‘:‘":q.: +-Lncd EA"‘ l+s.: - ;: ‘_a B’ i
‘_-(—I. r-l.:—;.:-.—cnc-—; ] C=li¢=—2,Cmmj =g b=5.0=F
Tiged 7509 ! 2 -3 45078
Dri=7 . , , . & itadecinceps, exponentem poteftatis ipfius » con-
tinue minuendo binario, quoufque perveniatur ad'» velm. Litera
capitales A,«By C. D &c. ordine denotant coéfficierites ultimo-
um terminorum- pro fun ﬁ‘,fn",ﬂﬁn’ &ec, nempe A 20 |, B

i®

Figura 7. Detalle de la obra donde aparecen por primera vez las sumas de Bernoulli y su ley de formacion.

Con este resultado, calcula la suma de las mil primeras potencias de diez, obteniendo un
ndmero enorme de 32 cifras que expone en la pagina 98. De la traduccion del texto, parece ser
que tard6 menos de un cuarto de hora en calcular la solucién correcta. Un sorprendente ejercicio
de ingenio y célculo, sin lugar a dudas (ver detalle en figura 8).

Volumen VIII, Niimero 2, Oct'18, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 123


mailto:federico.ruiz2011@gmail.com

Federico Ruiz Lopez Historias de Matemdticas

1 ARTIS CONFECTANDI

20-3,C3}, DXO-33. Sunt autem hi coéfficientes ita come
pa:m, ut finguli cum caeteris fui ordinis cocﬂ-‘menubm oomplr.re

" debeant unitatem ; fic D valere diximus- 1, qurx l+{+1— 1=
+2(+D)-;501. Hmuslm:rcuh beneﬁao intra wadran- )
tem hora reperi, qudd p five quad folida
mille primorum numerorum ab unitate in fummam cnﬂc&a efficiunt

91409924241424243424241924242500.

Figura 8. Suma de las mil primeras potencias de 10.

2.2. Los ntimeros de Bernoulli

Hoy conocemos que las sumas de Bernoulli se pueden expresar en forma de polinomios,
cuyos coeficientes obedecen a una ley de formacién muy precisa.

p+1

an—ZAk

siendo

—1)pt1-k +1
Ax(p) = (p)Jrl (p K )BP+1k

y B;i los nimeros de Bernoulli. Estos niimeros, nombrados asi por Abraham De Moivre(1667-
1754), en mencién a su creador, se calculan por la recurrencia

B, = (1+ B)"

con By = 1, y donde aqui las potencias realmente simbolizan coeficientes. Esto es, si por ejemplo
hacemos n = 2, escribiriamos

-1
B2:(1+B)2:1+2B+B2:1+281+B2—>B1:7

B,=(1+B)" = (’S)Bw (’11)131+~~+ (ni1>Bn1+Bn

de donde podemos deducir la ley de recurrencia

En general

("B + ("THBy 4+ ("ThB,

anf

()

Por ejemplo, paran =3

(3)Bo + (3)By 1+3 -3 1-3 1

B = — = — = — —
i 3 3 36
Paran =4
5 _ Bo+4Bi+6By  1-5+¢ _ =241
> 4 - 4 4
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Este resultado es generalizable cuando el indice es impar. Es decir, el ntimero de Bernoulli
Byy+1 =0paran =1,2,3... Lalista de los doce primeros es:

-1 1 -1
Bp=1 B=-— By=-  B3=0 By=—
0 1 > 2 6 3 4 30
Bs =0 B—i By =0 B—ll By =0
5 — 6*42 7 — 8 30 9
5 —691
Blo—% B;1 =0 ]312—72730

No parece existir una ley de formacién sencilla para estos ntimeros. Los ntimeros de Ber-
noulli pueden expresarse en términos de la funcién zeta de Riemann, lo que implica que en
esencia, son valores de la funcién zeta para los enteros negativos. Asi, se puede esperar que
tengan propiedades aritméticas de indole no trivial, un hecho que fue descubierto por Ernst
Kummer(1810-1893) en sus trabajos sobre el Ultimo teorema de Fermat. L. Euler encontré la
expresion que muestra dicha relacién:

k1§ (2k) (2k)!

By = 2(_1) (27_[)2k

2.3. Aplicaciones. Formula de sumacion de Bernoulli

Sea S(n,p) = Yp_q k¥, se tiene

_ 1 i/p+1 p1_ (PH1 p p+1 =1, p+1
Sn(p)—p+1 [( 0 >Bon 1 Bin? + ) Bon?7 - £ . Byn

Veamos como se aplica esta igualdad, en algunos casos.

Caso p=1:

Sn(l) =

N —

[(3) Bon?® — (?) Bln} = % [BOnZ _zgln} _ % {anrn} _ @

1(/3 3 3 1 3 3
S$q(2) = 3 [(0) Bon® — (1) Bin® + (2) an] =3 [n3+ §n2+ 64 =

1 6nP 492 +3n 2n3+3n2+n  n(n+1)2n+1)
3 6 - 6 a 6

(0= Qo (=] -

_ n2(n4—|— 1)2 _ {n(nz—b—l)r

En particular, tenemos como corolario que la suma de los cubos de los niimeros naturales
siempre es un cuadrado perfecto.

P+22 43+ =(1+2+3+---n)?
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Caso p=4:
1O\ g 5 (O\p,a (P\p.3_ (P\p2. (° _
Sn(4) = 5 [(0>B0n (1>B1n + <2)Bzi’l <3)B3I’l + 4 Byn| =
_ 155,54 L1
—S{n —0—2 +10- n 10-0+5- 30;1}—
1 n® + n + n g
=z <l =
£5+£ TLfﬁ 6n° + 15n* + 1013 —
5 3 30 30

En particular tenemos que 30 divide al numerador, o equivalentemente es un ntimero que
acaba en cero y es divisible por 3. Por ejemplo

1442413t 1. 1000t = 6015009239999000 = 200500333333300

571(5)—2 [(g) Byn® — (?) Byn® + (g) Bon* — (g) Byn® + (Z) Byn® — (g) B5n} =

_1[n6+6n5+15-én4—zo-0n3+15-;gnz—o} =

6 2
16, 65,5 4 1,5
—S{n —i—zn +2n zn =
_n76+n75+%_n72_2n6+6n5+5n4—n2
6 2 12 12 12

Caso p=6:

Sn(6) = ; Kg) Bon” — G) Byn® + (Z) Byn® — (Z) Bsn* + <Z> Byn® — @) Bsn?® + (Z) Bén] =

1
= [n7 — 7Byn® 4+ 21Byn® — 35Ban* — 20 4+ 35B4n3 — 21Bsn? + 78671] -

Los nimeros de Bernouilli impares se anulan

_ 117 —1s s Lol_

v 76,75 7 3
—7[71 +2n —1—271 6n +6

7 6 5 3 7 6 5 3

n 6 21 21n°> —7

:7+n7+n7_n7+£:n+ n° +21n n°+n
7 2 2 6 42 42

Como detalle observar que 61’ + n = 0(mod7).

Caso p=7:

Sq(7) = % [(g) Bon® — G) Byn” + (2) Byn® — (i) Bsn® + (2) Byn* — @) Bsn® + (2) Bgn? — (;;) B71/l:| =

126 | Revista “Pensamiento Matemtico” Volumen VIII, Niimero 2, Oct’18, ISSN 2174-0410


mailto:federico.ruiz2011@gmail.com

Federico Ruiz Lopez

Sobre las sumas de Bernoulli

al anular los coeficientes impares

1
[ns — 8By’ + 28Byn® + 70Byn* + 2836112}

-8
_ s g, n7+28 ~n®+70- n4+28 12| =
8 30 42

fl 8 7 14 6 7 4 2 _
—8[11—1-411—#3 3n+3n =
2118 + 84n” + 9816 —

n w7’ b 7Tt 1,
n- =
168

s T m R

Observar que S1(p) = 1, por lo que la suma de los coeficientes de los polinomios que van

491 + 14n?

surgiendo debe dar dicho valor, i.e.,

1 p+1 p+1 p+1 p+1
el ) () (7 e (7 ) =

Dejando a un lado de la igualdad los términos pares y al otro los impares, y observando que
estos tltimos son todos nulos salvo el primero de ellos, podremos tener la relacién funcional

i(p+1>Bp:1+p

p+1 p+1 p+1 o
( 0 )Bo+< 5 By + 4 By + p 5
cuando p sea par. Por ejemplo, en el caso p = 6 comprobamos
L S

7 7 7 7
( >B0+<2>B2+<4)B4+ <6>B6_1+21-6+35-30+7-42

0
21 35 7 7

"t Tt

11/9 9 9 9 9
S5q(8) = 9 {(0) B0n9 — (1> Bln8 + (2> an7 — (3) B3n6 NS (8> Bgn] =
al anular los coeficientes impares
1
=3 [n9 — 9By 18 + 36Byn” + 126Byn® + 84Bgn® + 9Bgn}

-1 -1 3 1]
[n —-9. 711 + 36 - 6n + 126 - %n + 84 - 4211 +9- 3011] =

1] 8 126 5 84 4 9 _
{n—f— n° + 6mn 3011 —|—42n 3071 =

n8+%n7—1n +-n"— —n
9 30

Observar que nuevamente la suma de coeficientes es
1+1+g_1+g_i—1
9 2 3 15 9 30
ico” | 127
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Expresado de otro modo tendremos

_10n° + 45n® + 60n” — 42n° 4 20n° — 3n

5n(8) 90

Caso p=9:

1 (10N, 10 (10N, o, (10\, 5 (10\, , (10 B
Sn(9)—10 [(O)Bon <1>Bln +<2)B2n 3 Byn’ + 9 Bon| =

al anular los coeficientes impares

1 -1 1 -1
10 9 8 6 4 2
= — 5 45— 210 - — 210 — 45 . — =
10[;1 +5n” + 6n+ 30n+ 42n+ 30n]
R T 9,15 ¢ 6 4 35| _
=10 [n +5n” + 2n 7n° 4+ 5n 2n =
1 4o 9 8 7 6,14 2
—1071 +2n +4n 1011 +2n 20”

O equivalentemente

~ 2n'% 41017 + 150 — 14n° + 10n* — 3n2
B 20

Sn(9)

Caso p=10:

1 [/11 11 11 11 11
$u(10) = 37 [(O)Bonn — (1)B1n10+ (2)32”9_ (3)B3n8+~~~—|— (10)31011] =

al anular los coeficientes impares

1 11 11 49 14 -1, 1 5 -1 5 5
= — — - P 462 - — 165 - — 11- —=n| =
1 {n + 2n +556n + 330 3071 + 46 42n + 165 3071 + 66”
1 43,1 490,59 7 5 13 5
—nn +2n —|—6n In" +1n zn +66n

O equivalentemente

6nll 4+ 33110 + 551° — 6617 + 661> — 3313 + 51

10) =

Asfi, para n = 2, debemos obtener el valor 1025, como efectivamente se comprueba con un
sencillo calculo. Utilizando dicha expresién también podemos hacer gala de nuestras habili-
dades numéricas y emular las posibles operaciones que pudo hacer Bernoulli para deducir la
expresion de las sumas de las mil primeras potencias de 10.

Por ejemplo si comenzamos con el caso n = 10 observamos que

6101 +33-1010 +55-10% — 66 - 107 + 66 - 10° — 33 - 10° + 5n
S10(10) = 3 =

(600000000000 + 330000000000 + 55000000000 + 6600000 + 50) — (660000000 + 33000)
66
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985006600050 — 66003300 984346567050
B 66 B 66
Es decir, obtenemos con unos pocos célculos el valor de la suma

= 14914341925

110 4 210 4 310 4 ... 1010 = 14914341925

Parece ser que la idea de Bernoulli de usar potencias de 10, para ejemplificar la potencia de sus
férmulas, simplificaba mucho los calculos. Hemos realizado todas estas operaciones a mano, y
realmente no llevan mucho tiempo, puesto que se reducen a sumas con muchos ceros, restas
sencillas y una divisién por 66. Aunque no reproducimos aqui las operaciones realizadas en
la cara de un folio, cualquiera puede comprobar estos hechos, para obtener de este modo los
valores de las sumas:

S100(10) = 110 4210 4+ 310 1 ... 1000 = 959924142434241924250

S1000(10) = 110 4210 1310 ... 100010 = 91409924241424243424241924242500

valor que coincide con el que Bernoulli expuso en su obra.

2.4. Un nuevo método para S,(p)

Existe un procedimiento puramente algebraico, que permite determinar el valor de las su-
mas de Bernoulli, haciendo uso de las técnicas de élgebra lineal. Expondremos aqui dicho mé-
todo.

Partimos de la conocida férmula del binomio de Newton para expresar la potencia

p+1_ (PT1 p+1 p+1\,2 (P +1\, 1
(k+1) (0 >+( L (P e (S L

donde k € IN. Pasando el ultimo sumando al primer miembro

(k+1)PH — p+l = <P31)+ (pil>k+<P;1)k2+~~-<P;1)kP

Si ahora sumamos ambos miembros, desde k = 1,...,n, y denotando como antes S, =
Y i_1 kP, obtenemos

1 1 1 1
(errl)F’“—1:<p?)L >50+<p1r )+Sl<p;r )52+~~~<p; )Sp

al ser el primer miembro el resultado de una suma telescépica. Puesto que Sy = n, podemos
calcular el valor de cualquier suma S,, 11, a partir de las anteriores. Por ejemplo, poniendo p = 1
escribiriamos

2 2
(n4+1)2-1= (O>SO+ (1)51 — n?+2n =Sy +25 =n+25

de donde

n+n nn+1) 1, 1
SI= T T T gn

como ya sabiamos. Pero lo interesante de este método es que podemos establecer un sistema de
(p +1) ecuaciones con (p + 1) incégnitas, del siguiente modo:

((1))80_(114—1)—1
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@ 0 0 0 77rs, A
)) (i) 0 0 |18 Ay
© @ 6 0 | [S2|=1] 43
o) (1) (3D e D] USe] [Bpa

donde hemos convenido en denotar
Ay =(n+1)F-1

parak = 1,2,...,p + 1. El determinante de la matriz de coeficientes es precisamente (p + 1)!,
y aplicando la regla de Cramer, tendremos un proceso directo para calcular el valor de la suma
Sp, de acuerdo con la férmula

(é) 0 0 Aq

Lo e N

Sp = (p+1)! (0) () (g) Az
P I (e I () Api1

en intima conexién con el Tridngulo de Pascal. Jugando con las propiedades de los determi-
nantes, es posible obtener una reformulacién del sistema, disminuyendo en uno el orden del
mismo. En cualquier caso, el conocimiento de este determinante nos darfa nuevamente la solu-
cién al problema.Resulta interesante observar que quizés la naturaleza tltima de los ntimeros
de Bernoulli procedan de estas multiples combinaciones y productos que genera el determinan-
te. Quizds esto sea una explicacion de su extrafia ley de formacién. A dia de hoy no lo tengo
muy claro.

2.5. Nuevas expresiones

Combinando los resultados de secciones precedentes podemos deducir un hecho interesan-
te. Para ello denotemos por

Pn(x):ﬁ(x—k):(x—l)(x—z)(x—3)---(x—n)

k=1

Este polinomio tiene por raices los n primeros enteros positivos. Observar que P, (0) = (—1)"n!.
De manera general dicho polinomio podra expresarse en la forma:

Py(x) =x" — Ax" L4 Bx" 2 - Cx" 3 -+ (-1)"E
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De las identidades de Newton, sabemos que dichos coeficientes se pueden utilizar para calcular
la suma de las potencias de las raices, de suerte que

S1=A

Sp = AS1 —2B
S3 = AS, — BS; +3C

Sp=AS, 1 —BSy 5+ -+ (~1)PH1pE

donde, como siempre
Sp=1F42k ..k

parak=1,2,...,p.

Ahora bien, esto puede entenderse como un sistema de p ecuaciones con p incégnitas (4, B,C, ...

que en forma matricial tiene la expresion:

1 0 0 cee 0 A 51
51 -2 0 cee 0 B S,
52 _Sl 3 ‘e 0 C — 53
Sp,1 —Sp_z +Sp_3 s (—1)p+1p E Sp

donde aqui se suponen conocidas las sumas de Bernoulli, S, que como bien sabemos, son poli-
nomios de grado superior en uno a la potencia. Ademads el sistema es triangular y facilmente re-
soluble por computacién directa, determinando de manera escalonada los valores de A, B, C, . ..
Observar por ejemplo que

A=5
s S-S
2
S3 515, 59
¢ 3 6 6

Es decir, los coeficientes del polinomio se pueden expresar como funcién de las sumas de
las potencias de las raices.
A,B,C,...,E = f(51,5,--Sp)

Pero no olvidemos que representan aqui estos coeficientes. A es la suma de los n primeros
ndmeros naturales. B es la suma de los productos por parejas de las raices. C es la suma de los
productos de tres raices distintas y asi sucesivamente. De este modo, tenemos que

Yy i=$

1<i<n
2 _
y =2
1<i<j< 2
si<jsn
L ik=g3-— g

1<i<j<k<n
y asi con todos.

Resulta interesante considerar el caso del polinomio
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n
Pu(x) = [ -7)
k=1
Este polinomio de coeficientes racionales es el tinico polinomio que tiene por raices los n pri-
meros enteros positivos y ademds P, (0) = 1 La cuestion que se plantea es si es posible extender
dicho polinomio cuando 7 es suficientemente grande, esto es, si admite prolongacién analitica.
Observar que para el caso de ceros en Z, dicha prolongacion si existe. Por ejemplo, la funcién

_ sin(mx)
- nx

f(x)

es una funcién analitica cuyos ceros son precisamente Z — {0}, con f(0) = 1. La naturaleza de
estos tipos de funciones estdn en intima conexién con problemas relevantes de la teoria analitica
de ntimeros.

3. Consideraciones finales

El estudio de los textos antiguos nos ofrece una visién novedosa de cémo era la Matematica
siglos atras. El uso de la notacién, el comentario de contemporédneos, las estrategias usadas, nos
proporcionan una visién mds amplia de la ciencia y su época. Bien es cierto que los tratados
de Matematica que llegan a nuestras manos suelen ser copias de copias de trabajos de grandes
obras, que en ocasiones pierden la frescura de la idea original. Es por esto que compartimos
ampliamente el pensamiento de H.Abel(1802-1829), cuando le preguntaban cémo habia progre-
sado tanto en sus investigaciones matemaéticas. La respuesta era contundente: “... leyendo a los

maestros, no a los discipulos”.

El “Ars Conjectandi” de J.Bernoulli es una obra que comienza con un tratado de Huygens,
pero llega mucho maés alld. No s6lo se introduce el concepto de distribucién binomial, sino que
se expone por primera vez con rigor la ley débil de los grandes ntimeros, lo que hoy conocemos
como el Teorema de Bernoulli:la frecuencia estadistica de un suceso tiende al valor tedrico esperado,
cuando el niimero de experimentos es suficientemente grande.

L8 piay] o

cuando n — oo,

La aparicién de la obra Ars Conjectandi en el mundo cientifico tuvo una repercusién muy
fuerte en el campo del célculo de probabilidades, tanto por el avance de nuevos resultados y
perspectivas como por la sistematizacién y el enriquecimiento de lo ya conocido. Como afirma
Gouraud:

"El Ars Conjectandi cambid el aspecto del cdlculo de probabilidades y la originalidad del genio, cauti-
v0, desde su aparicion, la atencion universal (...)"
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